

DES 2. INTERNATIONALEN KONGRESSES FUR TECHNISCHE MECHANIK 


j 2itun CONGRES INTERNATIONAL DE MECANIQUE APPLIQUEE 


INTERNATIONAL CONGRESS FOR APPLIED MECHANIC 


ZURICH 12.-17. September 1926 


Im AuRrag des Org&nisationskomitees 
heramgegeben oon 


Professor an der EidgenSssisdien Tedinisdien Hodisdiule In Zurldi 




VERHANDLUNGEN 

DES 2. INTERNATIONALEN KONGRESSES FUR TECHNISCHE MECHANIK 

COMPTES RENDUS 

DU 2'^^'' CONGRES INTERNATIONAL DE MECANIQUE APPLIQUEE 

PROCEEDINGS 

OF THE 2^'^ INTERNATIONAL CONGRESS FOR APPLIED MECHANICS 





ZURICH 12.-17. September 1926 


Jm Auftrag des Organisationskomitees 
herausgegeben oon 

Dr ERNST MEISSNER 

Professor an der Eidgendssisdien Tedinisdien Hodisdiule in Zurich 


1 





)RELL FOSSLI VERLAG ZQRICH UNO LEIPZIG 



VORWORT DES HERAUSGEBERS 

Kongresse sind Meilensteine am Wege der Wissenschaft, bei denen man anhalt, um 
nach Ort, Weg, Ziel und Wandergenossen Umschau zu halten. Wenn dieser Band erscheint, ist 
der Ziircher Kongrefi langst in die Vergangenheit geruckt und man ist ein gutes Stiick weiter 
auf dem Weg zum nachsten Meilenstein in Stockholm. Werden die hier gesammelten Vortrage 
noch Interesse fmden? Werden sie mehr sein, als ein Denkmal der Ziircher Veranstaltung 
und ein Rechenschaftsbericht Uber die dort geleistete Arbeit ? 

Wer will die Wirkungen eines Kongresses beurteilen Sie liegen so sehr auf der Seite 
des Personlichen, dai 3 sie ihrer Natur nach verborgen und unsichtbar bleiben. Die Veranstalter 
miissen Glauben und Zuversicht haben, dass neben dem, was auf steinigen Boden fallen mag, 
auch etwas Dauerndes und Fruchtbringendes aus dem Zusammenarbeiten vieler Nationen und 
aus ihrer wissenschaftlichen Beriihrung entstehe. 

Um die Friichte des 2. Mechanikkongresses zu erhalten und zu verbreiten, beschlofi das 
Ziircher Organisationskomitee die Drucklegung der gehaltenen KongreiBvortrage. Es beauf- 
tragte mit der Herausgabe den Unterzeichneten. Der Stoff, der im vorliegenden Band zur 
Veroffentlichung kommt, umfaCt ein so weites Gebiet, daC er auf vielseitiges Interesse rechnen 
darf. Auch den Kongrefiteilnehmern wird der Band mehr als Erinnerungen an gehorte Vor- 
trage bringen. Konnte doch jeder von ihnen nur einen Bruchteil der wahrend fiinf Tagen gehal- 
tenen 88 Vortrage anhoren, die nunmehr mit reichem Figuren- und Bildermaterial ausgestattet, 
in seine Hand gelegt werden. 

Nach einem Beschlufi des Organisationskomitees werden die Diskussionen, die sich an 
einzelne Vortrage anschlossen, nicht publiziert. Es mag das in einzelnen Fallen einen wirklichen 
Verlust bedeuten. Aber dem zu veroffentlichen Stoff muCten Grenzen gesetzt werden. Auch 
schienen die Schwierigkeiten, eine vielsprachige Diskussion auf engem Fachgebiete getreu fest- 
zuhalten, betrachtlich und das schriftliche Fixieren des Gesprochenen mag auch gelegentlich 
die Kiirze, Sachlichkeit und Ungezwungenheit der Aussprache beeintrachtigen. Endlich ist es 
des Herausgebers personliche Ueberzeugung, daC die kurzen Minuten, die zur Darlegung der 
Ansichten an einem Kongrefi zur Verfugung stehen, nur dazu dienen sollten, eine Aussprache 
anzubahnen, die sich nachher im privaten Gesprach ruhiger und bequemer fortsetzen lafit, als 
in der Versammlung selbst. Er glaubt gerade in der Fortsetzung der Aussprache uber die 
offizielle Sitzung hinaus das Wertvollste an einer Kongrefiversammlung zu erblicken. 

Die Drucklegung der Vortrage ist dem Organisationskomitee nur moglich geworden, 
durch die tatkraftige materielle Unterstutzung, deren es sich zu erfreuen hatte. Es fuhlt sich 
vor allem zu Dank verpflichtet dem Schweizerischen Schulrate, insbesondere seinen Prasidenten 
Dr. R. Gnehm t und Dr. A. RoHN fur die namhaften Mittel, die dem Unternehmen aus der 
Barth-Stiftung der E.T.H. bewilligt wurden. 

Die Vortrage sind nach Sektionen und innerhalb einer Sektion nach der Reihenfolge 
geordnet, in der sie gehalten wurden. Die Manuskripte sind fast restlos von den Autoren zur 
Verfugung gestellt worden. Fast durchwegs war es moglich, die Korrekturen von den Autoren , 
selber lesen zu lassen. Es liegt in der Natur der Sache, dafi das Bildermaterial seinen 
heterogenen Ursprung nicht verlaugnet. 

Der Herausgeber dankt alien Autoren fur ihre Mitwirkung aufs beste. Dank verdient 
auch der Verlag Orell Fussli, der keine Muhe scheute, um dem Band eine wurdige aufiere 
Form zu geben. 

Zurich, den 21. Februar 1927. 


E, MEISSNER 



BERICHT 

liber den 

2. INTERNATIONALEN KONGRESS FQR TECHNISCHE MEGHANIK 

Eidgenossisdie Tedinisdie Hodisdiule Zurich, 12.-17. September 1926 
1. Die Vorarbeiten. 

Der 1 . Internationale Mechanik-KongreB in Delft (April 1924) beschlofi, die Mechanik- 
kongresse fortzusetzen und den nachsten im September 1926 abzuhalten. Die Wahl des 
KongreBortes wurde einem Komitee, bestehend aus den HH. Biezeno, Delft, Levi-Civita, 
Rom, und Meissner, Zurich, liberlassen. Dieses entschied im Sommer 1924 einstimmig fiir 
Zurich. In Zurich bildete sich ein Organisationskomitee (O.C,), bestehend aus folgenden 


Dozenten der Eidgenossischen Technischen Hochschule (E.T.H.) : 

Debye, Meissner, Meyer-Peter, Prasil, Rohn, Stodola, mit MeissnEr als Vor- 
sitzendem. 

Es begann seine Arbeiten im Herbst 1925. 

Eine seiner vornehmsten Aufgaben sah es darin, wenn moglich alle groBern Nationen 
zur Teilnahme am KongreB zu veranlassen, damit dessen wahre Internationalitat erreicht werde. 
Zu diesem Zweck schien es wtinschenswert, dem KongreB den Charakter einer privaten Unter- 
nehmung moglichst abzustreifen. Der Prasident des Schweiz. Schulrates Dr. R. Gnehm hatte 
in entgegenkommender Weise sofort die Raume der E.T.H. dem KongreB zur Verfugung 
gestellt. Durch Vermittlung des Schweiz. Schulrates suchte das O.C. bei der Oberbehorde um 
die Erlaubnis nach, den KongreB offiziell unter das Patronat der E.T.PI. stellen zu diirfen. 
Es ist Herrn Bundesrat Chuard, dem Vorsteher des Departements des Innern, zu groBem Dank 
verpflichtet, daB er diese Erlaubnis erteilte und ihm so ermoglichte, einen weiten Rahmen fiir 
den KongreB zu schaffen. 

Es schien dem O.C. ferner wiinschenswert, das Inteimationale Kongrefi-Koraitee (I.C.C.), 
das in Delft gebildet worden war, auf etwas breitere Basis zu stellen. Seine*^ Erweiterungs- 
vorschlage wurden von alien Mitgliedern dcs I.C.C. gebilligt. 

Das I.C.C., das die im Marz 1926 versandten Einladungen mitunterzeichnete^ besteht 
aus folgenden Mitgliedeim: 


J. S. Ames, Baltimore 
L. Baes, Bruxelles 
L. Bairstow, London 
C. B. Biezeno, Delft 
V. Byerknes, Bergen 
J. M. Burgers, Delft 
E. G. Coker, London 
Ph. Forchheimer, Wien 
A. A. Griefitth, Farnborough 
C. Guidi, Torino 
E. Hahn, Nancy 
J. C. Hunsaker, Washington 
E. Jouguet, Paris 


E. Koenigs, Paris 

T. Levi-Civita, Rom 

E, Meissner, Zurich 

R. V. Mises, Berlin 

C. W. OsEEN, Upsala 

Th. POschl, Prag 

L. pRANDTL, Gottingen 

J. A. Schouten, Delft 

R. V. Southwell, Teddington 

A. Stodola, Zurich 

G. 1 . Taylor, Cambridge 

P. Villat, Strasbourg 

E. B. Wolff, Amsterdam 


Th. V. KArmAn, Aachen 

Durch Tod verloren hat es Prof. Friedmann, Leningrad. 
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Im Winter 1925/26 waren auch die Vorbereitungen fiir die allgemeinen Vortrage so weit 
gediehen da6 im Marz etwa 1800 Einladungen zum KongreB versandt werden ^^onnten Die 
Lfter Lllegen, denen das O.C, manchen guten Rat verdankt, unterstiitzten es dabei dutch 
Ueberlassung ihres Adressenverzeichnisses. Als Anmeldungstermin fiir Vortrage war m der 
Einladung der i. Mai 1926, als Terrain fiir Teilnehmeranmeldungen der i. Juni 1926 ange- 
geben. Diese Termine warden zwar selten eingehalten; man war aber doch gegen den Sommer 
bin in der Lage, den Umfang einigermafien abzuschatzen, den die Veranstaltung annehraen 

wiirde. 

Ende Juli wurde das O.C., das Prof. Rohn dutch Rucktritt verloren hatte, erganzt dutch 
die HH. Prof. C. Andreae, Rektor der E.T.H., und Prof. M. RO§. Mitte August wurde das 
Kongrefiprogramm an alle Angemeldeten versandt. Seine Herausgabe war dutch die immer 
noch einlaufenden Vortragsanmeldungen verzogert worden. Es erlitt wahrend des Kongresses 
einige nicht gerade zahlreiche Aenderungen, weil einige Vortragende nicht erscheinen konnten, 
andere neue sich in letzter Stunde einstellten. 

2. Der KongreB. 

Am Sonntag, den 12. September 1926 nahm der KongreJB seinen Anfang. 

Nachmittags versammelte sich das LC.C. mit dem Zurcher O.C., urn den Bericht des 
letztern iiber die Vorbereitungen entgegenzunehmen und die Vorsitzenden der Versarnmlungen 
zu ernennen. 

Abends urn 8% Uhr versammelten sich die KongreBteilnehmer im Auditorium Maximum 
der Technischen Hochschule. 

Prof. Meissner, als Vorsitzender des O.C., eroffnete den Kongrefi mit einer Ansprache. 

In den drei Landessprachen und in Englisch richtete er Worte der BegruBung an die 
zahlreich erschienenen Gaste und gab dem Wunsch Ausdruck, es mochte der schone Zweck der 
Versammlung, die internationale wissenschaftliche Fiihlungnahme, alle Teilnehmer in gegen- 
seitiger Achtung und Freundschaft verbinden, 

Er verlas Gliickwunsche des am Erscheinen verhinderten Vorstandes des Eidg. Departe- 
ments des Innern, des Herrn Bundesrat Chuard, und begriifite die anwesenden Ehrengaste: 

Herrn Schulratsprasidenten Dr, A. Rohn als* Vertreter der obersten Leitung der E.T.H., 
die Herren Regierungsprasident Dr. A. Streuli und Reg.-Rat Dr. MoussON als Vertreter des 
Kantons Zurich, den Rektor der Universitat Zurich, Herrn Prof. Dr. L. Gaxjchat, Herrn Dr. 
Bertschinger als Vertreter der stadtischen Behorden, Herrn Prof. BAschlin als Vertreter 
der Gesellschaft ehemaliger Studierender der E.T.H., und die Vertreter der Presse, 

Hierauf fuhr er folgendermaBen fort: 

«Die Zusammenkiinfte der Vertreter angewandter Mechanik, wie sie in Innsbruck vor- 
bereitet und in Delft begriindet worden sind und wie sie nun heute hier fortgesetzt werden 
sollen, entsprechen einem Bediirfnis. An wissenschaftlichen Tagungen war der Vertreter der 
Mechanik weder bei den Mathematikern, noch bei den Physikern, noch bei den Technikern ganz 
am rechten Platz. Ihm fehlte lange die Gelegenheit, sich im engern Fachkreise aussprechen^ 
zu konnen. Vielleicht war das Bediirfnis nach eigenen Mechaniktagungen noch nicht so groB, 
solange die Technik nicht mehr als einige Grundsatze der Mechanik und einige elementare 
mathematische Methoden derselben verwendete. Heute ist das anders. Durch die Technik der 
schnell laufenden Maschinen z. B. sind neue, nicht einfache kinetische und elastische Probleme 
gestellt worden; die Festigkeitslehre nahert sich mit eiligen Schritten einer Strukturlehre der 
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Materie. Hydro- und Aeromechanik stehen im Mittelpunkt des praktischen Interesses; sie sind 
nicht mehr nur Paradestiicke der Potentialtheorie, die physikalisch-technische Betrachtungs- 
weise steht auch hier voran und in den Arbeiten der Mechaniker vereinigen sich Mathematik, 
Physik und Technik zur Erforschung der so sehr verwickelten Gesetze der Mechanik der 
Kontinua. So darf man wohl sagen, daB die Mechanik zwar iiberall unentbehrlich bleibt, wo 
exakte Wissenschaft getrieben wird, daB sie aber im letzten Jahrzehnt selbstandigere Bedeutung 
gewonnen hat und nach einer Beriicksichtigung dieses Umstandes verlangt. 

In der Tat, trotz der Ungunst der Zeiten und trotz der noch mangelhaften, jeder, 
Ti-adition entbehrenden Organisation sind zu unserer Tagung iiber 250 Teilnehmer erschienen, 
trotzdem manche, und darunter recht bedeutende Vertreter unseres Faches, durch private Um- 
stande in letzter Stunde am Kommen verhindert wurden. 

Die Teilnehmer an uriserem KongreB kommen aus folgenden 22 Landern: 

Aegypten, Amerika (U.S.A.), Argentinien, Belgien, Bulgarien, Deutschland, England, 
Frankreich, Griechenland, Holland, Japan, Italien, Niederlandisch Indien, Norwegen, Oester- 
reich, Polen, Rumanien, Schweden, Schweiz, Spanien, Tschechoslowakei, Tiirkei. 

Wenn diese Liste auch noch einige Liicken aufweist, so darf doch gesagt warden, daB 
die Internationalitat unseres Kongresses heute schon erreicht ist. Das erfiillt uns mit Freude 
und Genugtuung. Leider ist die Freude nicht ganz restlos. Unsere Kollegen aus RuBland sind 
ausgeblieben *). Die Ursache davon liegt in den politischen Verbal tnissen. Ohne darauf ein- 
zugehen, mochte ich nur feststellen, daB es weder am Entgegenkommen unserer obersten Be- 
horden noch am guten Willen der Beteiligten gefehlt hat. Wir hoffen, daB die russischen Ver- 
treter am KongreB von 1930 ihren Platz wieder einnehmen warden. » 

Der Redner teilte sodann mit, daB 86 Vortrage angemeldet seien. Den groBen Erfolg 
des Kongresses, der sich in dieser Zahl kundgibt, schrieb er dem Ansehen seiner Initianten zu 
und er beniitzte die Gelegenheit, die anwesenden Griinder, die HH. v. KArmAn, Aachen, Levi- 
CiviTA, Rom, OsEEN, Upsala, und Prandtl, Gottingen, ganz besonders willkommen zu heiBen, 
ebenso die Kollegen aus Delft, die sich um den i. KongreB verdient gemacht haben, insbesondere 
die HH. Biezeno und Burgers, denen man auch die Herausgabe des schonen Verhandlungs- 
bandes zu verdanken hat. 

Er schloB seine Ansprache mit folgenden Worten: 

<cMeine Damen und Herren! 

Wir wissen, daB wenn Sie gerade Zurich zum Ort Ihrer Versammlung gewahlt haben, 
dies neben der geographischen und politischen Eigenart unseres Landes vor allem den Natur- 
schonheiten zu verdanken ist, welche die Schweiz und auch Zurich im besondern besitzt. Der 
Fiihrer durch Zurich, der Ihnen soeben iiberreicht worden ist, soil Ihnen helfen, in der knappen 
Zeit, die zur Verfiigung steht, die Sehenswiirdigkeiten der Stadt und die schonen Aussichts- 
punkte der Umgebung aufzusuchen. Er ist ein Geschenk der Firma Orell dntr dtr 

altesten Druckereien unserer Stadt. Moge er Sie veranlassen, Ihre freien Stunden angenehm 
zu verbringen. 

Das Angebinde, das Ihnen das Organisationskomitee hat iiberreichen lassen, ist ein Stahl- 
stich nach einem Bildnis des Mannes, den Sie alle kennen. Auch heute noch erfiillt der Ruhm 
Leonhard Euler’s die Welt. Unser Bild stellt den alten Euler dar, aber freilich nicht den 
gealterten, sondern den Forscher in seiner fruchtbarsten Epoche. Er ist ein Kind unseres 
Landes nach Geburt, aber auch im geistigen Sinne. Konnen wir ihn uns doch nicht denken 

*) Einige nicht in RuBland lebende Russen nahmen am KongreB teil. 
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ohne die glanzende Dynastie der Bernoulli, aus deren Milieu er hervorgegangen ist und deren 
strahlendes Sternbild er als hellster Stern vollendet. Wir nennen ihn den unsern, aber er gehort 
nach seinem Leben und nach seinem Wesen der ganzen Welt wie alles, was geistig und mensch- 
lich bedeutsam ist. Seine Vaterstadt Basel, die seiner Jugend das Beste gab, hat er fruh 
verlassen, urn ein langes Leben hindurch die Gastfreundschaft fremder und groBerer Verhaltnisse 
zu geniefien und dafiir mit dem Ruhm seines grofien Namens zu bezahlen. Ein Symbol wahrer 
Internationalitat der Wissenschaft, die die Grenzen nicht kennt, welche Volker zwischen sich 
aufrichten, moge dieses Bild Sie spater von der Wand Ihrer Studierstube lierab griiBen und 
Ihnen — so hoffen wir — frohe und liebe Erinnerungen an diese Ziircher Tagung wachrufen. 

Meine Damen und Herren! 

Ich erklare den 2 . Internationalen KongreB fiir Technische Mechanik fur eroffnet.» 

Hierauf bestieg der Rektor der Eidg. Technischen Hochschule, IVof. C. Andreae, das 
Rednerpult, urn etwa folgendes auszufiihren: 

«Mesdames, Messieurs, 

Soyez les bienvenus dans iiotre Ecole qui est celle des Culrnann, des Zeuner, Ritter, Tet- 
majer et autres. Leur souvenir vous entoure. Ce qui vous reunit ici, c’est Tattrait mutuel des esprits 
diriges vers le meme but, le besoin de mieux connaitre et personnellenient ceux qui cherchent la 
lumiere sur un meme point, et aussi le sentiment que la science et la verite en general ne sent pas 
les privileges d'une ou de certaines nations. C’est Tunion des efforts, la critique mutuelle et bien- 
veillante que vous cherchez et qui feront le succes de votre congres. Les savants sont parmi 
les premiers qui ont renoue les liens cruellement dechires et qui ont rendu de nouveau leur 8 
congres vraiment internationaux. Nous vous en felicitous ici, dans un pays ou nous connaissons 
par Texperience de notre histoire et de notre existence le bienfait de la fructification reciproque 
des differentes races et differentes langues en matieres intellcctuelles et morales. 

Meine Damen und Herren! 

Der Rhein, dieser alte, natiirliche Verkehrsweg, dem von jeher nicht nur die materiellen, 
sondern auch die geistigen, kulturellen Giiter aus Holland nach der Schweiz folgten, hat uns 
auch diesen KongreB gebracht. Mein besonderer Grufi gilt unserer Schwestei'hochschule Delft, 
wo vor zwei Jahren der erste dieser Kongresse stattfand. DaB Sie von Holland nun zu uns 
gekommen sind, diirfte auch dem Umstande zu verdanken sein, daB beide Lander <cneutrale 
Staaten» sind. Dazu, daB dieser Ausdruck immer mehr seine Bedeutung verliere, moge auch 
dieser KongreB beitragen. Die Wissenschaft, die nicht an Nation, politische Grenzen und An- 
schauungen gebunden ist, hat schon langst die alten Beziehungen wiedcr herstellen mussen und 
auch herstellen konnen, weil sie ihre Jiinger einander auch menschlich naher bringt. 

Die Wissenschaft braucht die Zusammenarbeit der verschiedenen Nationen mit ihren 
verschiedenen Mitteln, Auffassungen, Methoden und Temperamenten, die sich gegenseitig er- 
ganzen und fordern sollen. 

Der Lehrkorper der E.T.H. freut sich dariiber, so viele Kollegen auslandischer und 
einheimischer Hochschulen hier begriiBen zu diirfen. Unser Haus ist vornehmlich der Aus- 
bildung kiinftiger Ingenieure gewidmet. Unsere Technik ist Nutzanwendung Hirer Forschungs- 
ergebnisse. Mag Ihnen ob der Art, wie uns die Anforderungen der Technik mit Ihrer feinen 
Herzensarbeit umzugehen zwingen, auch etwa weh zurnute werden, mit der Zeit. versohnen 
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Sie sich doch wieder mit unserem Sclialfen, das in vielen Fallen erst der weitern Menschheit 
Kunde von Ihreni Wirken bringt und es ihr zur Wohltat und zum Bediirfnis werden laBt. 
Wir Tecliniker konnen anderseits nur dann unsere Kunst vollwertig austiben, wenn wir Sie 
verstehen und Ihr Schaf¥en riclitig wiirdigen. 

Moge dieser Kongrefi Hire Erwartungen beziiglich Pflege der Wissenschaft erfullen, 
mogen sich in unserm Hause aber auch die Menschen naher treten, das ist der Wunsch unserer 
Hochschule.» 

Nach dieser Rede begaben sich die Teilnehmer in die Arkadenhallen des Mittelbaues, 
wo sie den Abend in reger Unterhaltung beschlossen. 

Am folgenden Morgen begann die Abwicklung des fast iiberreichen Programms von 
Vortragen, das bis zum! Freitag in emsiger Arbeit bewaltigt wurde. Montag, Mittwochvormittag 
und Freitagnachmittag waren allgemeinen Vortragen gewidmet. In der itbrigen Zeit tagte der 
KongreB in 3 Sektionen (Allgemeine Mechanik, Festigkeit fester Korper, Plydro- und Aero- 
mechanik. (Man vei'gleiche hieriiber das Inhaltsverzeichnis am SchluB des Bandes.) Nur der 
Nachmittag des Mittwochs (15. September) war der Erholung gewidmet. Die Kongrefigaste 
besichtigten, einer liebenswurdigen Einladung von Prof, de Quervain folgend, bei herrlichem 
Wetter die im Wald auf dem Zurichbei'g gelegene seismologische Station^ insbesondere das 
dort aufgestellte 20 Tonnen-Pendel. Der Abend vereinigte alle Gaste zu einem Essen im W aid- 
ham Bolder, das vom Organisationskomitee dargeboten wurde. Es nahm unter der Leitung 
von Rektor Andreae einen angeregten Verlauf. Prof. Stodola sprach im Namen des O.C. 
die BegriiBungsrede, in der er insbesondere die Stellung des Technikers und Ingenieurs zur 
reinen Forschung prazisierte. Prof. v. Mises, Berlin, und Prof. Jouguet, Paris, dankten in 
freundlichen Worten dem Organisationskomitee filr die gelungene Durchfuhrung der Veran- 
staltung. Prof. BAschlin iiberbrachte den GruB der Gesellschaft ehemaliger Studierender der 
E.T.Ii. Prof. V. KArmAn hielt die Rede auf die Damen und hob launig hervor, daB der KongreB 
sich nun auch ihrer aktiven Mitwirkung erfreuen darf. Erst gegen Mitternacht zerstreuten 
sich die Gaste. 

Am Donnerstag abend nach SchluB der Sektionssitzungen fand in der von der Abend- 
sonne vergoldeten Aula der Hochschule ein Empfang des Prasidenten des Schweiz. Schulrates, 
Prof. Dr. A. Rohn, am KongreB statt. Prof. Meissner schilderte den Erschienenen die Ver- 
dienste, die sich der Schweiz. Schulrat und besonders sein Prasident um das Gelingen des 
Kongresses erworben haben. Er dankte Prasident Rohn vor allem fiir die materielle Unter- 
stittzung, die das O.C. seiner Initiative zu verdanken hat und die allein erlauben wird, an die 
Herausgabe der KongreBverhandlungen und damit an die Erhaltung und Verbreitung der Er- 
gebnisse der Tagung heranzutreten. 

Im Namen und Auftrag der Gaste schloB sich diesem Dank an der Prasident des 
1. Mechanikkongresses, Prof. Biezeno, Delft. Er pries die GroBziigigkeit, mit welcher die 
E.T.H. ihre Aufgaben auffaBt. Prasident Rohn bezeugte in seiner Erwiderung seine Freude 
dariiber, daB der E.T.H. die Ehre geworden, den KongreB zu beherbergen und daB sie so Ge- 
legenheit fand, die Bestrebungen der wissenschaftlichen Mechanik zu unterstiitzen, die ja den 
Kern der Ausbildung der Ingenieure darstellt. 

An diesen Akt schloB sich eine Vorstellung der Gaste an. Man genoB den herrlichen 
Rundblick liber Stadt und Berge, welche eine prachtvolle Abendsonne verklarte. 

Nachdem dann am Freitag mit einem allgemeinen Vortrag des Herrn Levi-Civita das 
Programm sein Ende gefunden hatte, trat der KongreB zu einer SchluBsitzung zusammen, die 
durch eine vorhergehende Sitzung des I.C.C. vorbereitet worden war. 
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dem Uetliberg, wo sie vom ^ begriiBte die Giiste Herr Regierungsprasident 

Zurich zum SchluBbankett eingeladen waiem D g vvi-ssenschafthche 

Dr A STREyLi; Zurich und seme Behorden wi Andreak. 

?agungen von Bedeutungen dorthin verH^^^ F- 

im Namen der Gaste Prof. Hahn, Nancy. eingestellt hatte, und trotz der 

Trotz der Ermudung. ^ie nachger^ ^b^^^ SchluBakt cinen angeregten Vcrlauf. 

Abschiedsstimmung, die m der Lu ag, ^chtlichen Stadt, eine rasche Fahrt talwarts, 

Ein kurzer Blick noch auf das L-lF-meer dm ,,, KongreB- 

--rrdtTdrjCS^^^^^^ - - ge.unde„. 
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Elastische Oberfladien* Querwellen 

V o n E. M e i fi 11 e r , Z ii r i c h 

Die Vorstellungen liber die Beschaffenheit des Erdinnern bewegen sicli auch lieute noch 
in Gegensatzen, trotz alien Bemlihungen nach genauern Kenntnissen. Es gibt kaum ein Gebiet 
der Natur, das der Erforschung schwerer zuganglich ware, als der Planet, auf dem wir unser 
Dasein verbringen. Wir haben eben heute noch kein wirksame^ Mittel, ihn zum Antworten auf 
unsere Fragen zu zwingen, und was er uns von selber offenbart, ist wenig und vieldeutig genug. 
Wenn wir von seiner Haut von einigen Kilometern Dicke absehen, die direkter Beobachtung 
zuganglich ist, so erfahren wir aus seinem Verhalten nach auBen, andern Himmelskorpern gegen- 
iiber, nicht viel mehr als seine Gesamtmasse und seine Haupttragheitsmomente ; Schwere- 
messungen geben nur ein sehr diffuses und vieldeutiges Bild von UnregelmaBigkeiten der Massen- 
verteilung in der auBersten Kruste. Es gibt nur zwei Erscheinungen, die uns etwas mehr 
AufschluB geben: Die Verlagerungsgeschwindigkeit der Drehachse im Erdkorper (Breite- 
schwankungen) und die GroBe der elastischen Fluten, wie sie neuerdings durch Horizontal- 
pendelbeobachtungen meBbar geworden sind. Sie zeigen, daB die Erde sich gegenuber relativ 
kurz wirkenden Kraften recht steif verlialt, aber sie geben nicht mehr als zwei Mittelwerte fiir 
das MaB der Abweichung vom ganz starren Verhalten. Wenn wir aber versuchen, Festigkeits- 
schlitsse zu ziehen aus dem Umstande, daB hohe Gebirge und tiefe Graben bestehen bleiben 
konnen, so zeigt sich, daB sich zwei Umstande gar nicht abschatzen lassen: der EinfluB sehr 
langer Zeiten und derjenige sehr groBer Drucke. SchlieBlich bleibt als einzige Erscheinung, 
welche Uns im einzelnen AufschluB fiber das Erdinnere geben kann, librig das Erdbehen, d. h. 
die Art, wie sich Gleichgewichtsstorungen, die ihren Sitz in einigen lo — loo km Tiefe haben, 
durch den Erdball hindurch fortpflanzen. 

Vollig sicher gestellt erscheint da die Existenz von zwei Arten raumlicher Wellen, die 
sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten fortpflanzen; sie machen sich als die sog. P- und S- 
Einsatze im Bebendiagramm kenntlich. Wenn man zentrische Symmetric des Erdballs voraus- 
setzt und die Lauf zeiten als Funktionen der Herddistanz aufnirnmt, so kann man ohne weitere 
Voraussetzungen rein kinematisch die Laufgeschwindigkeit als Funktion der Tiefe ermitteln. 
Es hat sich so herausgestellt, daB diese Funktion recht ausgepragte Knicke aufweist, Unstetig- 
keiten, die sich wohl nur durch Materialunterschiede erklaren lassen. Die Beobachtungen haben 
daher dazu gefiihrt, im Bezug auf die elastischen Eigenschaften der Erde Schalenstruktur 
zuzuschreiben. 

Die Frage liegt nahe, ob die beobachteten Erscheinungen sich mit der klassischen 
Elastizitatstheorie beschreiben lassen. Das ist keineswegs ausgemacht, denn das Material unter- 
liegt in groBen Tiefen einer nach Millionen Atmospharen zahlenden Vorspannung, liber deren 
EinfluB auf das elastische Verhalten wir gar nichts wissen; Experimente, wie sie Herr 
Bridgman an diesem KongreB besprechen wird, gehen namlich nur auf 12 — 20,000, hochstens 
einmal auf 40,000 kg/cm^ hinauf. AuBerdem haben wir die Gravitation als neues Moment zu 
berucksichtigen. Endlich muB die Annaherung der Erde an ihre hydrostatische Gleichgewichts- 
form und die Tatsache des isostatischen Ausgleichs zur Vorsicht mahnen. 

Trotzdem scheint es, daB fltr die ganz kurzperiodischen Kraftwirkungen der Seismologie 
die elastischen Grundgesetze (eventuell unter erweiterter, Vorspannung und Gravitation beriick- 
sichtigender Form) zutreffen. In der Tat, faBt man die Erde als isotropes, elastisches Medium 
auf, dessen elastische Moduln P, v und G Funktionen der Tiefe ^ sind, so ei'scheinen die zwei 
erwahnten Arten von Bebenwellen als Kondensations- und Schiebungswellen, die durch die 
Beziehungen 
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Kondensations- 

G^chwindirkdl d.f W=ll'" 

Schiebungs- 

mit den Moduln und der Dkhte p verbunden sind. Eindrucksvoll wird diese Tntsache dadurcb 
erhaiU ddi. die schon ,«±t venvickelten Eeflexionsgesetae clast.seher We len s.c . ...so 

als die Einsatae mehriacl. an der Erdoberiiache refleW.erter Welle., oft beobaehtet 
Lden Eeide Gesehwmdigkeiten ..ehmen naeh der Tiefe erst raseh, dann langsa... an. D.e 

Poissonsche Zahl v bleibt nahezu konstant. 

Die Hauptergebnisse der Seismologie sind mit dem Gesagten schon gekennzeichnet. 
Wenig Nutzen hat sie bis heute ziehen konnen aus dem weitern Verlauf der Bebendiagramme 
in der Maximalphase der Bewegung. Das ist um so beachtenswerter, als diese base sdion 
regelmaBige Oszillationen mit wenig veranderlicher Periode aufweist im Gegensatz zii der 
unregelmaBigen Zickzacklinie der Vorlaufer. Rayleigh hat zwar schon fruh darauf hiiige- 
wiesen, daB dieser Phase Wellen entsprechen miissen, die sich wesentlich an der LrdoberHache 
ausbreiten, also die Energie besser zusammenhalten, als raumliche. Er selber hat in einem 
homogenen Halbraum auch solche Wellen nachgewiesen. Sie schwingen pi enier Vertikaleliene 
dufch die Fortpflanzungsrichtung. Aber fatalierweise zeigen diese « Rayleigh wellen* kerne 
Dispersion; sie laufen alle gleich schnell und sind zur Erklarung des schwingenden Verlauf s 
der Bewegung unbrauchbar. Zudeni zeigt die Beobachtung, dafi die Bewegung in der Maximal- 
phase haufig normal zur Fortpflanzungsrichtung steht und daB sie vom Vertikalseismometer 

nicht registriert wird. 

Wellen, die in dieser letztern Weise quer und horizontal schwingen, sollen in der holgc 
als Querwellen bezeichnet werden. 

In einem homogenen elastischen Halbraum sind solche Wellen nicht nioglich, liidessen 
hat 1911 A. E. H. Love gezeigt, daB Querwellen auftreten konnen, wenn man dem homo- 
genen Halbraum eine ebenfalls homogene Rindenschicht mit andern elastischen Ligenschaften 

iiberlagert. 

Es werde in der Folge mit c die 
Geschwindigkeit riiumlicher Schie- 
bungswellen bezeich'net ; es ist c = 
GIp eine Funktion der Tiefe die 
sich grundsatzlich aus der Laufzeit*- 
kurve der .S-Einsatze bestimmen liiBt. 
Sie charakterisiert zusammen mit. der 
Dichte p (^) das Miiterial vollstandig, 
soweit nur kompressionslose , P'orm- 
anderungen auftreten^ wie dies bei 
Querwellen der Fall ist. 

Im Loveschen Beispiel (Abb* i) 
muB der Wert c = fir die Rinde 
kleiner als der Wert fir die 
Unterlage genommen werden. Den praktischen Verhaltnisscii entspricht etwa {\ : V2 
welche Relation der Abb. i zu Grunde gelegt ist. Die Loveschen Wellen kliugen 
mit der Tiefe ab nach einem Exponentialgesetz (Abb. i links uiiten). Ist h die Dicke der 

1 ) A. E. H. Love. Some Problems of Geodynamics. Cambridge 1911. 
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Rinde, so laufen Wellen, die wesentlich kiirzer sind als h mit Geschwindigkeiten wenig groBer 
als wahrend sehr lange Wellen nahezu mit laufen. Die Dispersion ist normal. Es gibt 
Wellen mit ^=i:o, i, 2, 3 etc. Knotenebenen ; praktisch kommen nur die ersten in Betraclit, 
weil Wellen mit Knotenebenen viel zu langsam nach der Tiefe abklingen, um bei Beben (deren 
Herd immer sehr oberflachlich liegt) miterregt werden zu konnen. Fig. i zeigt die Dispersions- 
kurven fiir k = 0 und k = i. V ist die Laufgeschwindigkeit der Welle, L ihre Lange, Die 
strichpunktierten Kurven geben den Verlauf der Gruppengeschwindigkeit C, die, wie bei Wasser- 
wellen, eigentlicli maBgebend ist; sie hat ein Minimum in der Gegend von L z=z 2 h. 

Deni Loveschen Beispiel von Querwellen habe ich 1921 ein zweites zugefiigt^), das zeigt, 
daB die bei Love vorausgesetzte Rindenschicht nichts wesentliches ist, daB Querwellen viel- 
mehr auch moglich sind, wenn die elastisclien Eigenschaften sich stetig mit der Tiefe andern. 
Bezeichnet man mit die von einem iiber der Oberflache liegenden Niveau aus gerechnete Tiefe, 
so hatte ich angenommen 

G ~ Gq p = Po ^ ^ ~ 


Durch asymptotische Entwicklung der Losung lieB sich die Form der Dispersionskurve 
bestimmen; sie zeigte keine Asymptote und verlief ahlich wie die der Abb. 9. 

Von diesen beiden Beispielen hat die praktische Seismologie neuerdings Gebrauch ge- 
macht. Gutenberg hat den Unterschied im Verhalten der Querwellen auf dem eurasischen 
Kontinent einerseits und unter dem pazifischen Ozean anderseits an Hand dieser zwei Falle 
gedeutet. Nach ihm ware eine Lovesche Rinde in Eurasien vorhanden, wiirde aber im pazifischen 
Ozean fehlen. 

Diese Folgerung scheint mir wenig schliissig, wenn sie auch in groben Zugen das Richtige 
treffen mag. Die Laufgeschwindigkeit der Querwellen, auf der sie beruht, hangt nicht allein 
von der Funktion c (2) ab, sondern auch noch von der Tiefenverteilung der Dichte resp. des 
Schubmoduls. Zwei Funktionen, z. B. c {2) und p f.0), bestimmen das Dispersionsgesetz und 
es stellt sich die grundsatzliche Frage, wie sie es beeinflussen. Dazu mochte ich im folgenden 
einen Beitrag liefern; 

In einem elastisclien Halbraum seien die Funktionen G (^) und p {^) und daniit auch c (^) 
gegeben. Die jr-Richtung sei die Fortpflanzungsrichtung der Oberflachenwellen. Fiir die zur 
jr.3^-Ebene normale Verschiebung yj gelten dann die Gleichungen der Elastizitatstheoiie, 


■ Fiir eine ebene Welle hat man den Ansatz 

y'=:nti{^COs(^pt — f x) 

wobei p die Frequenz, T =z 2 nlp die Periode, L die Wellenlange bedeutet und die Laufge- 
schwindigkeit durch V 3= pif gegeben ist. Es folgt fiir die Amplitudenfunktion w (4 die Diffe- 
rentialgleichung 

+ 

und die Spannungsfreiheit der Oberflache ergibt die Randbedingung: 

E. Meissner. Elastische Oberflachenwellen mit Dispersion in e. inhomog. Medium. Viertel- 
jahrsschr, Nat. Forsch. Ges. Zurich LXVI (1921). Blast. Oberflachenwellen bei Mitschwingen e. Ixagen 
Rindenschicht. ibid. loc. LXVII (1922). 

Gutenberg: Der Aufbau der Erde, Berlin 1925, S. iii. 
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• ID - -.1 ,-n,,.trieren wie das rvoblcm wcitcd Nirnnit 

Nun moge ein Beispi > fordc-rt, wic das i)is jetzt gi-scliali. nur Ah- 

man fiir G und p dasselbe Exponen la ge^ - ^ ^ bei‘ gan/- willkiirlicben Wurlt-n von p und / 

klineen d.r Amplitude mit der Me, “ “ 

etfullen. Wellen von gegebenei Lengc mn , gewdlndidu-n Sinn wihv keim- 

mit jeder beliebigen '^“‘"“'‘■?'‘fV!tw!"«Lratchln,len Reenltnle slell. sick d,nn, nber bennes. 
Rede. Bei d.t Priifn.g <i'-‘ 7 ”^’ * '^grt^rflacl^ be» .gene Itn.ngi,. n deke.. 

dafi trotz des Abk ingens mi 7' „ J^r.^rtiven Wellcti I.liv-Mkaiisebe Ited.-inuiig iiielil znkonuul. 
If^LTil'dsrdie Fordernng'des MldingenknaH' tm,™ durd, .lie sel.lnr..,e an 
dJ fene Energie endlieb sein mnb. Dice gibt die 
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Unter gewissen 
durch die Transformation 


fiir das seismologische Troblein zuliissigcti \'oraiis.a-t/ungfn kanii man 
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wobei gesetzt worden ist 
L (w) 
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X =' 


( 4 ) 


Der Diflferentialausdruck I {n) enthalt; also tioch den Vnrmnvtvi f dt i Wrllenl.Htgr, 

Man denke sich die Wellenlange festgelmlten. Danii h\ durch dirn- f ilric!iuui:rit tin den 
Frequenzparametcr X ein singular es, Rctndwert problem aufgesfidh, ^vie vs Mm U Wr^u int 
Anschlufi an das Hauptachsenproblem beschninkt cjuadratischer hAniien liehaiideit \\<nAvn 

Weyl imterscheidet zwei Falle, den Grenzkreis-* und drn c ifen/jnuikft\|*i!--, iKi ini ^ri^- 
mologischen Problem immer limes c {b) > o vorausgesetzt werdeu daitX kctiniiif d^it nur der 
Grenzpunkftypus, in Frage. Das Spektrum ciner solcheii Different ialgleicliiiiig lirBlrlit iius zwei 
Bestandteilen: einem abzahlbaren Punktspektrum gewotiiiliclirr Art und einciii kriiitiiiiiierliclicn 
Streckenspektrum,, von denen jedoch der eine o-der anclcrc felileii kiiiiiid, f**%iHiier! t-iii Piiiikt* 
spektrum, so gehoren zu, dem entsprechenden Wert der Wellritlaiigr elieii^nuelt* Write der 
Frequenz resp. ' Laufgeschwindigkeit, als Eigenwerte vorhandeii ^iiid; dit* /iigrlutrigiii Welleii 
unterscheiden sich durch die Zahl der Knotenebenen. Priiklise!'i kuiiiiiirii thtiiii fieilicli mdeder 
tiur die kleinsten Eigenwerte in Frage, wetl zu den liiilierii fief tdiidi iiii^eitde \VeIletifi*riiiett 


•■4). H. Weyl: DifF. Gleichungen mit .Sinplari^ten* Malli* Awl uB 


gehoren, die nicht erregt werden. Wenn man nun die Wellenlange verandert, so wird jedem 
Eigenwert eine Dispersionskurve zugeordnet Die Theorie laBt die Moglichkeit offen, daB dabei 
Eigenwerte verschwinden oder neu auftreten. In der Tat zeigen die Abb. i, 5, 6, dafi Dis- 
persionskurven plotzlich abbrechen; zur Umgebung der Abbruchstelle gehoren dann Wellen, die 
sehr groBe Energie besitzen, praktisch also nicht vorkommen werden. 

Wenn fur ein Medium kein Punktspektrum existiert, so konnen in ihm Querwellen nicht 
auftreten. (Beispiel: der homogene Halbraum.) Als Gegenstiick dazu gibt es Medien mit un- 
endlich vielen Eigenwerten und -Funktionen; letztere zeigen ahnliche Oszillationseigenschaften, 
wie diejenigen gewohnlicher Randwertprobleme. Hinreichend fiir diesen Fall ist die Bedingung, 
daB die Funktion c {£) iiber alle Grenzen wachse. (AuBer dem unter erwahnten Beispiel der 
Fall der Fig. 9, wo allerdings bloB die zwei ersten Dispersionskurven gezeichnet sind.) ‘ Aber 
auch der mittlere Fall kommt vor, wo die Zahl der Eigenwerte endlich ist, aber mit abnehmender. 
Wellenlange mehr und mehr zunimmt (Beispiele der Abb. i — 7). 

Soil die Abhangigkeit des Dispersionsgesetzes vom Untergrund gepruft werden, so ge- 
niigt die hiemit erlangte theoretische Einsicht freilich nicht. Vielmehr sind die Dispersions- 
kurven fiir moglichst verschiedenartige Medien zu ermitteln und miteinander zu vergleichen 
Da aus den Vorlaufern die Funktion c {z) ermittelt werden,; kann, so wird die Gegenuberstellung 
solcher Medien besonders interessant sein, die dasselbe c aber verschiedene Dichtegesetze 

aufweisen. Ist insbesondere in einem Gebiet c konstant, aber p (und G = • p) veranderlich, 

so soil das Gebiet kryptheterogen heiBen, da seine Heterogenitat in den Laufzeitkurven der Vor- 
laufer nicht zum Vorschein kommt. 

Im Folgenden werden die neuen Falle aufgezahlt, in denen sich die Dispersionskurve 
ermitteln lieB. 

I. Verallgemeinerung des Loveschen Beispiels 

Die Abb. 2 zeigt die Dispersionskurve der Wellen ohne Knotenebenen fiir den oben be- 
sprochenen Loveschen Fall {r =zo), wo sich eine Rindenschicht iiber einem homogenen Unter- 
grund befindet, und fiir zwei weitere Falle, wo diese Schicht in die Unterlage mehr oder weniger 
versenkt wird, wie es die Figuren rechts anzeigen. Es ist dabei angenommen, daB der Schub- 
modul G iiberall derselbe sei und daB die Dichte in der Schicht 2 mal groBer sei als im librigen 
Halbraum. ' ' ’ • j j * 

Mathematisch ist eine «Frequenzengleichung» von der Form 

aufzulosen. Die Schwingungsamplitude wachst nach der Tiefe an, erreicht in der Schicht ein 
Maximum, um in groBern Tiefen abzuklingen. Bemerkenswert ist, daB auch bei tief liegender 
Schicht kurze Wellen die der Schicht entsprechende Laufgeschwindigkeit haben und daB auch 
sie erst unterhalb der Schicht abklingen, also verhaltnismaBig tief greifen werden. 

*) Man erhalt die Gruppengeschwindigkeit Cj und damit die Tangente an die. Dispersionskurve 
aus der Beziehung: ^ 

VC G dz : / p ti?‘ dz 

o o 

**) Das Angeben integrierbarer Falle genugt dabei noch nicht; die Frequenzengleichung muss 
sich auch numerisch I6sen lassen. Es lasst sich z. B. ein sehr interessanter Fall durch Besselfunktionen 
mit komplexem Index Idsen, aber da die Unbekannte der Frequenzengleichung im Index auftritt, so 
ist eine numerische Ldsung praktisch ausgeschlossen. 
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11. Kryptheterogene Schicht auf homogener Unterlage 

An Stelle der Loveschen homogenen Rindenschicht wird eine kryptheterogene Schicht 
gesetzt, in der Dichte und Schubmodul linear ab- oder zunehmen. In Abb. 3 sind die Dis- 
persionskurven der Wellen ohne Knotenebenen dargestellt fiir die 4 oben skizzierten Falle a — d, 
wahrend die strichpunktierte Kurve dem zum Vergleich herangezogenen Loveschen Fall ent- 
spricht. In den Fallen a und b verlauft die Dichte, in den iibrigen der Schubmodul stetig. In 
den Fallen a und c nimmt die Dichte in der Schicht nach unten zu, in den andern ab. Die Dis- 
persionskurven zeigen fur alle diese Medien im Gebiet der praktisch vorkoinmenden kleinen 
Wellenlangen eine nur geringe Streuung, so dafi aus dem Dispersionsgesetz praktisch nicht auf 
die Art des Mediums geschlossen werden konnte. 


III. Homogene Schicht auf kryptheterogenem Untergrund 

In Abbildung 4 sind die elastischen Eigenschaften von Schicht und Untergrund gegen- 
iiber Abb. 3 vertauscht. Die Dichte verlauft stetig; die vier dargestellten Falle entsprechen ver- 
schieden groBen Dichtegradienten. Der Fall von Love erscheint wieder als Grenzfall. Wie zu 
erwarten war, sind die Dispersionskurven in alien Fallen sehr ahnlich ftir kleine Wellenlangen 
bis zu etwa der dreifachen Schichtdicke; die Natur des Untergrundes ist fiir sie ohne Belang. 

Die Losung im Untergrund wird hiei' durch eine Besselfunktion nullter Ordnung mit 
rein imaginarem Argument dargestellt; sie klingt asymptotisch wie eine Exponentialfunktion ab. 
Die zu losende Frequenzengleichung hat die Form 


IV. Periodische Schichtung 

Die Figuren 5 und 6 zeigen Dispersionskurven und Amplitudenverlauf fiir den Fall, daB 
gleich dicke homogene Schichten mit verschiedenen r-Geschwindigkeiten miteinander abwechseln, 
wie dort skizziert ist. Die oberste und alle Schichten mit ungerader Ordnungsnummer haben 

dasselbe c = c^, die Schichten gerader Nummer dasselbe r = z=]/ 2 V bedeutet die LauL 

geschwindigkeit der Wellen. Es sind die Dispersionskurven fiir Wellen mit o und i Knoten- 
ebenen dargestellt. Wie in den friihern Fallen nahert sich die Geschwindigkeit V der erstern 
einem Grenzwert U*, der indessen weder mit noch mit identisch ist, vielmehr durch 




^^1 4“ ^2 


+ 


^2 ^^2 


gegeben ist. Die Wellen mit einer Knotenebene pro Doppelschicht brechen wie in den friihern 
Beispiden bei einer Wellenlange ab, die der Laufgeschwindigkeit entspricht (Abb. 5), setzen 
indessen fiir groBere Wellenlangen wieder ein, wie aus Abb. 6 ersichtlich ist (Kurve II), die 
z. T. die Resultate der Abbildung 5 wiederholt. Mit der Unterbrechung ist eine Veranderung 
des Amplitudengesetzes verbunden, und die langen Wellen klingem, wie aus den Angaben der 
Figur ersichtlich ist, recht langsam ab. Drei typische Wellen, die den mit a, p, y bezeichneten 
Punkten entsprechen, sind links oben nach ihrer Amplitudenform herausgezeichnet. 

Abbildung 7 zeigt den Fall, wo die groBere c-Geschwindigkeit in den Schichten mit un- 


Bezeichnungen nach Watson: Theory of Bessel Functions. Cambridge. 1922, p. 78. 


9 










E. Meissner , Zorich 


gerader Ordnu„gs„«r s«ttha,. Die eugeordnelen Welien laufa. verhlUiaiemiUlig ad.„ell, 
klingen aber langsam mit der Tiefe ab. 

V Kryptheterogenes, periodisch geschichtetes Medium 

Abbildune 8 zeigt die Resultate fiir ein durchwegs krypthcterogcmes Me.liun, Dio Dis- 
persiomtorven Br die naeh Zahl der Knotenebenep verschicdeneu Welleiiarlen a„.d lyperla-l,,. 
Ss Medium besteht aus einer Schichtenfolge. in belcher aowob hd.ulmn.dul rvi.. I „-l„e v„„ 
Sicht eu Scbicht vom einfaeben rum duppel.eu Wert lun- uud bergelK.,.. Aul.ier den 
geschwindigkeiten sind bier auch noch die Gruppengosclnviii(hgkcilon t ciiigi/.citlnul. hie 

gehen fiir lange Welien gegen null. 




c.ir= i 

c c 




C r=-?7¥r / r. f. 
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VI. Medium ohne Unstetigkeiten 

Die Abbildung g betrifft ein Medium, das im Gegensat/. zu don l.ibiiorigon Uoino 1 'iistolig- 
keiten in seinen Eigenschaften aufweist. Es variieren G, p iimi r goiniib tion l’'iinmdii 

/ sV^‘ [ , s\~'l* I , 'i i’’' 

G= Go (i +-) P - Po (i -1- -) ‘‘ - - '■« ( ‘ i ;-) 


G - Go +-j P - Po 1^1 i- -j *' - - '■» I ‘ i 

Das Integral der Gleichung (4) wird hier durdi Besselfunkiionon von dor tlrdnung % 
gegeben. Die Frequenzengleichung nimmt die Form an: 

F.(g + rFy, (O-o 

:;v . s’ 7 

Da fiir die hier auftretenden Besselfimktionen Taftdn varhafidtii niud -m, kunnvn dit 
Losungen numerisch gefunden werden. Die zugehorigen Disprrasitjnskiit ^iw\ alg*diraisch 
man hat fiir die Laufgeschwindigkeit V und fur die Gru|)peugi*asch\undigkrii c ' dit* IhvJrhungtn 


E. MeIvSsner, ZCrich 


die in Abb. 9 dargestellt sind *). Das hier gegebene Beispiel ist das ersteBeispiel eines durchwegs 
stetigen Mediums, fiir welches die Querwellengesetze elemental' berechenbar sind. 

Die hiemit vorgefiihrten neuen Beispiele zeigen, daB sehr 
ahnliche Dispersionskurven, die insbesondere fiir kurze Wellen fast 
genau iibereinstimmen, zu sehr^ verschieden gearteten elastischen 
Medien gehoren konnen. Selbst wenn die Genauigkeit der Be- 
obachtung der Laufgeschwindigkeiten betrachtlich ware, wiirde 

es schwierig sein, genaue Schliisse auf das Medium zu ziehen. , 

Wie es heute in Wirklichkeit in diesem Punkte aussieht, ist aus 

der Fig. 10 zu ersehen, die dem unter erwahnten Buch von 

Gutenberg entnommen ist. Sie zeigt, daB die Streuung der 

Beobachtungen derart betrachtlich ist, daB von einer Dispersions- 

kurve noch kaum gesprochen werden kann. Um so weniger ist 

es moglich, aus ihr biindige Schliisse auf die Eigenschaften des 

Untergrundes zu ziehen. 

Wenn die Zukunft einmal ein vor allem homogeneres 
und auch reicheres Material aus einem engmaschigeren 
Stationennetz liefern wird, so konnen moglicherweise die 
Veranderungen verfolgt werden, die eine Stoning bei ihrer 

Fortpflanzung erleidet. Aus ihnen durfte dann eine Charakterisierung des elastischen Untei- 
grundes eher moglich sein. 

*) An Stelle von Cq steht in der Figur 7;^). 



Abb. 10. 
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La theoric thermodynamique de la propagation 

des explosions 

Par E. Jouguet, Pans 

. Les experimentattur, ont tobli ,ue les explosions sc propapcaiont suivan, .le„x 
I. _ Les expenm observer des intermediaircs, la detonation ct la della- 

™des enlr. '“I”'* »" P'" t^es. 1 V«* <lc Itear.n.xoT c. Von,.,.,., 

Su^tesL'^rLX'iSrTndlliers de nielres par seconde. La .leflaRralion lypc .''observe 
r»ire dans „n L on anx premiers inslan.s 

allumee a I’extremite ouverte d’un tube (mouvement unifonnc de MAlLc . - - ‘ ^ ' 

Xsse eTde I’ordre du m^re par seconde. Dans la detonation, les trancl.es success.vcs 
Tu mS^ge sent portees a la temperature d’inflammation par la cmnpression ad.abatu.ue; dans 
la d^agration, cet effet est produit par la conducti n itt “ , j ; 

nremier lieu ScHXJSTER a songe a utiliser, dans cttit i , i ^ . » 

d’HuGONiOT sur les ondes de choc (1893); en second lien Duhem a redierche comment le 
phenomene chimique modifiait I’elasticite du milieu (1896). L’union de ce.s < eux .dees 
dans une note de Vieille (1900) et surtout (et d’ailleurs anteneure.nc.it a a n<.te de Mi..eee) 
dans un memoire de Chapman qui, grace a clle, a pu donner une tl.eone sat.sfa.sanfe de I onde 

explosive (i 899 ^^^e theorie analogue a celle de Chapman, sans 

completer sur quelques points, en me plaqant surtout au i>oint de vuc de leur conf.'ontatio.i avec 
par celles de MM. Crussakd, Taffanel et Dautriche se trouve dans nt;i Meanwiue des 
Explosifs, parue fin 1916. Je voudrais ici revenir sur les principaux rcsultat.s obtem.s pour les 
completer sur quelques points, en me plaqant surtout au point de vue tie leur ctnifrontatmti avec 
les experiences anciennes ou recentes. 

Propri6t6s g£n6rales 

2. — Je supposerai dans mon expose qu’il s’agit dc melanges gazeux, me reservant tic 
revenir plus tard sur les explosifs solides. L’6tat d’un mdange gazeux n.mhustible sera tlefini 
par son volume specifique a, sa temperature absolue T et une variable chiiniijiie a. lariant tie 
0 a 1, marquant le degre d’avancement de la reaction. La vitesse de reaction iiei«*nil tie 1 etat 
actuel; done 



On peut representer Tetat du fluide par un point de IVspace 7 ', o, « idm^rmnnm^ di 
Duhem). Les etats d^equilibre correspondent atix p<Hnts d une 
surface EE\ A chaque point de Pespace ciu resprmd tine vitesse 

de reaction. Nous admettrons qu'on fjciit tr.act!r line surface IE 
separant les points ou la vitesse de reaction est enorine^ pratique- 
ment infinie, de ceux ou elle est iinie, En fait 111 vilesic de reac- 
tion varie rapidement a la traversee d\mv /ahw etroitr et non 
brusquement au passage d’une surface. La. notion clc surface IE 
n’est done qu’une approximation assvr. groHsierv, irtais les re- 
cherches experimentales sur la temperature dHndammation montrvnt qut\ unn au innins pour 
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certains problemes, cette approxiiiiatioii est acceptable. Aux hautes temperatures, la surface 
ir vient se confondre sensiblement avec ££'. 

Tragons encore la surface de Duhem DD' separant les points ou une reaction adiabatique 
a volume constant est acceleree (points interieurs a DD\ au-dessous de DD' sur la fig. i) de 
ceux ou une telle reaction est ralentie (points exterieurs). Cette surface coupe la surface //' 
suivant une ligne e, 

3. Notre theorie des flammes les considere comme des quasi-ondes de choc et com- 

bustion, c’est-a-dire comme des zones tres etroites ou les variables a, 7 ", a subissent des variations 
tres rapides. En premiere approximation, ces quasi-ondes seront regardees comme des surfaces 
d^onde rigoureuses ou a, a subissent une discontinuite. Etudions ici les mouvements par 
tranches parallels normales a ox. Soient i et 2 les etats du fluide avant et apres le front de 
I’onde, U I’energie interne speciflque, p la pression (fonctions connues de a, T, a), u la vitesse 
du fluide, les celerites de I’onde par rapport a la matiere dans les etats i et 2. Les 

equations des ondes de choc et combustion sont: 


^ /-T " 7/_ . 


-Pi 




— Z) 2 — 


^2 


n 2 
2^2 


^ P2—Pl 

Gi ~ Gg 


Equations de RiEMANN 


(2) 


^ ^2) (a^ — Gi) — [/^) = o Equation d’HUGONIOT 

La transformation du fluide a I’interieur de la quasi-onde est representee par une ligne 
/Pg qui penetre forcement dans la region des vitesses de reaction infinies. Nous admettrons 
que le point final est situe sur la surface d’equilibre EE\ si bien que I’etat du fluide en ce 
point verifiera Tequation 

(« 2 , ^2. <^2) = O ^3) 

Nous dirons alors que I’onde de choc et combustion est complete, ce mot signifiant non pas que 
la combustion est rigoureusement totale, niais qu’elle amene en un point de la surface d equilibre. 
D’ailleurs la dissociation est generalement faible, la combustion est generalement presque totale 
et aa est voisin de I. Quelquefois cependant on pent etre conduit a envisager des dissociations 
assez notables. 

L’etat I etant un etat homogene de repos (^j, Pj, constants, /q = o) (2) et (3) de- 
finissent les quantites 2)j, i)2, a2, (et par suite p^ en fonction de Tune d’entre eltes. 

Representons, avec M. Crussard, p ^ en fonction de Gg- La courbe 
(dite d’HuGONiox) a Tallure FPBCG (fig. 2). Un point M quelconque 
correspond a une onde susceptible de se propager dans I’etat I et dont 

la celerite est MJa- Toutefois les points de I’arc BC ne 

correspondent pas a des ondes possibles, car leur celerite est imagi- 
naire. Les ondes possibles se groupent en ondes propageant une 
augmentation de pression (arc FB) et en ondes propageant une 
diminution de pression (arc CG). Les premieres paraissent cor- 
respondre aux detonations, les ■ secondes aux deflagrations. J’ai 
indique cette distinction des 1906. M. Crussard et moi I’avons precisee en 1913 et 1914^). 
Elle a ete adoptee par M. Becker en 19172). 

J) Journal de Math, pures et appliquees T. II, p. 81; G. R. de FAc. Sc. Paris T, 157, p. 545; 
Technique moderne, aout 1914. 

Z. f. Elektrochemie T. 23, p. 40. 



Fig. 2. 
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4. — Dans le mouvement 2 qui suit Tonde, le fluide subit une transformation adiabatique 
au cours de laquelle nous supposerons que son etat reste sur la surface ££' (g = 0) avec a 
d’ailleurs voisin de i. II peut done y avoir une combustion residuelle, mais elle est generale- 
ment faible et en tout cas reversible. Soient la vitesse des ebi'anlements infiniment petits 
(vitesse du son) par rapport a la matiere dans Tetat 2, la vitesse du son dans I’etat 1. On 
peut mo^itrer que: 


pour 

les ondes 

de I’arc 

FP, 

on a Dg ■< 

D, > E, 

pour 

celles de 

rare 

PB, 

» » Z>2>A'2 

A>^i 

» 



CQ, 

» » D2 <C £2 

A<A 


» » 

% 

QQ, 

» » i)2 > Ag 

A<A 


La propagation des ondes des arcs PB, QG est indifferente aux conditions aux limites 
en arriere, les perturbations produites par les variations de ces conditions ne pouvant pas 
atteindre la flamme puisque > E^. II en est de meme, a la limite, des ondes P et Q pour 
lesquelles = E^. 

Pour etudier I’alteration des ondes se propageant dans un etat homogene, designons [)ar 

<5 la. differentiation prise en suivant le front de I’onde et par ^ le coefficient angulaire 

de la courbe d’HuGONiox en un point M. On tire de (2) 


§02 = 
§ U2 — 
SDi = 






(4«) 

(4/^) 

■ S/2 {¥) 


donnent 


= (4^-) 

D autre part les equations du mouvement adiabatique 2 derricu’e le front de rorule 


( 3 +f) 


V2 _ 2 r/oj 


dt 




Avec nos hypotheses, est ^gal k — E^, done (5) s’^crit 




2 d<s. , 




r ' m 

IV„. J' ^ '-.rial, I.. T par 

1 entropie s et considerons le determinant . 

I 3^4 I 


3.-2 


Designons par B, C les mineurs de la derni^re ligne. 


On a -^2^ A'^ 2 A 

-^2^ — Og) (7) 

» paut „o„.rer que ce rapport est positif pour les ondes de choc el c„,„pleU,. 



A est negatif pour les points (fig. i) exterieurs a la surface DD' de Duhem, positif 
pour les points interieurs. B est positif car cette condition exprime qu’une combustion adia- 
batique a volume constant fait croitre la pression. C est probablement positif. 

Les detonations 

2. — M. Chapman a annonce le premier (1899)’ I’onde explosive etait I’onde P 
(fig. 2). Je suis arrive independamment a la meme idee en 1904. La vitesse de I’onde P pouvant 
se calculer a partir des donnees thermodynamiques des melanges, cette idee est verifiable. On 
trouvera dans mon memoire du Journal de Liouville de 1905 — 1906 et dans ma Mecanique 
des Explosifs les calculs que j’ai faits pour 20 melanges et on verra que I’accord de la theorie 
et de I’experience est satisfaisant. 

Mais j’ai employe dans mes calculs les chaleurs specifiques de Mallard et Le Chatelier 
que Ton salt aujourd’hui varier trop vite avec la temperature. Aussi ai-je juge utile d’en 
reprendre quelques-uns avec les formules de Kast deduites des experiences de Pier et Bjerrum. 
J’ai obtenu les resultats du tableau suivant en negligeant, pour la commodite du calcul, la com- 
bustion residuelle reversible qui, dans le mouvement 2, fait deplacer un peu le point repre- 
sentatif sur EE'. Mais j’ai verifie que la correction a apporter de ce chef serait faible et !erait 
baisser legerement les celerites calculees. 


Calcul avec les chaleurs sp6cifiques de; 


Melanges 

Mallard & Le Chatelier 

Kast 

Celerite 

observ^e 

(Dixon) 

Degr^ de 
dis- 
sociation 
(admis) 

P2 

T2 

Celerite 

Degre de 
dis- 
sociation 
(admis) 

P2 

T2 

Cel&’ite 

2 H 2 -(- O'! 

0 

17.5 

3-956 

2.629 

0 

21,1 

4.780 

2.907 

2.821 

2 H2 -j- 02 

25 0/0 

17.4 

3-550 

2.664 

3 5 °/o 

18,5 

3-950 

2.864 

2.821 

2H2J-02-f 5 H 2 

0 

14.4 

2.596 

3-526 

0 

16,15 

2.940 

3-767 

3-530 

CO -1- 0 

0 

17,2 

3-852 

1.664 

0 

26,3 

6.000 

2.106 

1-750 

CO -j- 0 

35 °/o 

17,35 

3-350 

1.687 

45 ®/o 

21,0 

4.000 

1.910 

1-750 


Ce sont les resultats avec dissociation qui doivent etre compares a I’experience: en effet 
les degres de dissociation admis ne sont pas arbitraires mais resultent d’une extrapolation de ce 
que nous apprennent les chimistes. On pent voir que I’accord reste assez satisfaisant, etant 
donne qu’il s’agit d’une premiere approximation et que les calculs exigent une extrapolation 
tres large des donnees numeriques relatives aux chaleurs specifiques et a la dissociation. 

6. — Le choix de I’onde P pour representer I’onde explosive ne resulte pas simplement 
d’une intuition heureuse. Pour ma part, j’y suis parvenu en remarquant que, expei imentalement, 
I’onde explosive se pr6sente avec une vitesse constante, independante des conditions aux limites 
en arriere. Les formules (4) (6) (7) permettent de bien preciser ma pensee. 

Pour que reste constant, il faut, ou bien que dp^ = ou bien que = A'^ = £2®. 

Mais (6) montre que, sauf le cas tout special ou = 0, la condition 6^2 = ^ confond 
avec = E^ — qui determine precisement I’onde P. 
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Aliens plus loin et considerons, avec M. Crussard, uiie onde M quelconque des arcs FP 

ou PB. Supposons -^^->0, ce qui est certainement le cas general. Les formules montrent que 

Tonde M se rapproche progressivement de Tonde P qui est done stable. On explique tres bien 
ainsi la permanence reconnue a I’onde explosive par les experimentateurs. Et le raisonnement fait 
prevoir qu’on peut observer, dans certains cas, des flammes plus rapides que Tonde explosive, 
passant progressivement a celle-ci. M. Laffitte a effectivement observe de telles flammes en 
provoquant Texplosion de CS^ + 3 0^ par du fulminate de mercure (Annales de Physique, lo^ 
Serie, Tome 4, 1925). 

7. — En allumant les melanges gazeux par Tetincelle electrique, M. Laffitte a observe 
une propagation moins rapide que I’onde explosive, se transformant en onde explosive avec 
une certaine discontinuite, Je pense que cette propagation, que j’appellerai prHiminmre, est 
une quasi-onde de choc et combustion tres-incomplete, suivie d’une combustion residuelle irri- 
versible. Cette interpretation expliquerait que I’onde preliminaire donne une luminosite moins 
forte et plus durable que Tonde explosive. Quand Tonde explosive se declenche et est lancee en 
avant, la discontinuite proviendrait du passage d’un r%ime avec combustion residuelle irre- 
versible a un regime avec combustion residuelle nulle ou tout au moins tres faible et reversible, 
En meme temps est lancee en arriere une onde que serait, elle aussi, a la fois m&anique et 
chimique et ou la combustion, non encore terminee, s’acheverait. 

Pour une onde de choc et combustion comme celle que nous imaginons, on pent encore 
ecrire les formules (2) (4) (5) mais (6) doit etre remplacee par: 


-a/ 




ou '^2a est la vitesse des petits ebranlements dans I’dtat 3 calcuUe dans I’hypoihesc oil la reaction 
ne joue pas. (4) et (8) montrent que, pourvu que la combustion residuelle soit assez rajjide (g assez 
grand) et que Dg < la pression peut augmenter et la celerite s’accelerer comme le montre 
Texperience. 

Pour entrer davantage dans le detail, on peut faire plusieurs hypothte. En voici deux. 

II y a, dans la quasi-onde, une combustion repr&entee sur la fig. 1 par une Ugiiein , i/iu 
penetre a I’interieur de II' et qui aboutit en un point de cette surface. Au voisinage den... la 
reaction doit aller en se ralentissant puisqu’on revient sur II'. Cette condition s’exprinie, dams 
le systeme de variables a, s, a par 


da A 


(- 1 ) ■" 


avec g et 


— positifs par les lois de la vitesse de reaction. Comme, dans la qua.si-ondr, y® est 


negatif, A doit etre negatif. Le point 112 est done forcement sur la partie el'de la surface 1 1 '. 
La combustion residuelle se fait ensuite suivant I’arc n2 ri> avec une vitesse non inlinic, mais 
encore grande, en raison de la temperature elevee. La condition (9) exprime que la compression 
dans la quasi-onde n’est pas trop rapide. Quand, au fur et i mesure de la propagation, la 
pression p^ augmente, 1 onde se raidit, la condition (9) cesse d’etre v^rifiee; on passe a I'onde 
de choc et combustion complete; I’onde explosive apparait. 

On peut aussi supposer qu’aucune combustion ne se produit dans Tonde de choc. Le (wint 
n, se trouve alors enl. Dans la combustion residuelle, le point repr&entatif. ou bien .sort a I’ex- 
eneur dell ,ou bien (si les vitesses de reaction a gauche de I sont trop faibles a cau.se de la 
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basse temperature) reste dans Tepaisseur de la zoneII',car nous devons nous rappeler que la 
surfacell' est en realite une zone d'une certaine epaisseur. II est necessaire, pour cela, que la 
condition (9) soit verifiee avec A ^ 0. Le fiuide doit done se dilater dans cette combustion 
residuelle. Au fur et a mesure que augmente, Tonde de choc amene le fiuide a une temperature 
de plus en plus elevee, en un point de la zone I ou la vitesse de reaction g est de plus en plus 
grande. La condition (9) cesse alors d’etre verifiee, le point representatif penetre a I’interieur 
de 1 1 ' et I’onde explosive apparait. 

MM. Dumanois et Laffitte ont observe que le regime preliminaire durait moins long- 
temps quand la pression initiale etait plus forte ^). Les lois de la vitesse de reaction sont 
encore trop mal connues pour donner de ce fait une explication absolument certaine. Toutefois 
Tanalyse qui precede montre qu’il n’est pas etonnant que la pression rende plus difficile la 
realisation de la condition (9), peut-etre en augmentant A. 

Le regime preliminaire apparait aussi quand I’onde explosive se propageant dans un tube 
rencontre un elargissement brusque. L’onde explosive s’eteint alors partiellement, fait place 
a une propagation du type preliminaire qui la regenere ensuite au bout d’un certain parcours. 

8. — Nous nous ^ommes jusqu’ici occupes exclusivement des ondes planes. Pour voir 
comment une fiamme se propage dans Tespace a 3 dimensions, etudions les ondes spheriques 
centrifuges. Les formules (2) (3) (4) (7) peuvent toe etendues a ce cas, u designant la vitesse 
suivant le rayon r. Mais (6) doit etre remplace par: 


Ces formules montrent que la vitesse ne peut etre uniforme que si dp^ = e’est-a-dire 
si on a a tout instant: 


Di = 


r 

ir 


(lO) 


La realisation rigoureuse a tout instant de cette condition souleve evidemment des diffi- 
cultes. Aussi avais-je dit autrefois qu’on ne pouvait probablement pas observer, en ondes 
spheriques, de propagation a vitesse uniforme. Or il semble bien que M. Laffitte en ait 
obtenu une en faisant detoner une amorce au fulminate de mercure au centre d’un ballon 
contenant Le principe de I’explication de cette experience — principe qu’il serait 

interessant de developper par de nouvelles recherches, experimentales ou thtoiques — me 
parait le suivant. Quand on provoque, en propagation spherique, I’onde P (et la vitesse mesuree 
par M. Laffitte montre bien que e’est d’elle qu’il s’agit) Tequation (lo) n’est pas verifiee au 
debut et dp2 pas nul. Mais, par (4) et (7), dD^ = 0 parce que = E^=: A. II est vrai 
que, la pression baissant, cette condition ne se maintient pas aux instants suivants. Mais on 
voit que peut rester sensiblement uniforme assez longtemps. Plus tard, r devient grand et 

(lo) est approximativement verifiee pour £>2 = ^2 

M. Laffitte a aussi allume le centre du ballon contenant CS^ + 3 0 ^ en y faisant deboucher 
un tube ou se propage I’onde explosive plane. Dans ce cas, I’onde explosive s’eteint partielle- 
ment au debouche du tube, comme elle s’eteint aux elargissements brusques; le regime de pro- 
pagation qui s’etablit est du type preliminaire et M. Laffitte n’a pas observe qu’il ait regenere 
I’onde explosive spherique. C’est qu’un mouvement par couches spheriques est en somme un 


i) C. R. Ac. Sc. T. 183, p. 284, 26 juillet 1926. 
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dies, elles ont bicn mis m cvi.k-MCf urn* a«Kim-nt.»Uuii .Ir j.ii -muii m>mi 
. jl jy faiiait, tVllf augiiwnliiUiMi fJ.ui iiuiabkm 

indiquait le calcul, ck* ronlre ik tjUflqm-* ecmiiirn *. «Jr imfUuiriii-* ilci 

Mats k calcul n ja»»f *>»» *lr» hv jmtlu’i*is tin j> 
cii M»n t’jjalf .1 b'*’ rbf*'» dfcliai 

troublent certainement le regime tks pressioiis. Dauirc jait l.i cuinl.uuu.n n'r^i sans <1 
complete dans la quasi-onde, 

10 . — On pent montrer que ks omks tk fare iV, lt>in ‘I*- tm-ltr uis IVin.li- y 

plutot i s’en aoigner. Dans la deflagration, tm auia ilmtc />, •, »» • h^. la-i 

bations venant de I’arriere atteindront la flamme el la ikvaiiccrwu. si Ineii n» rlic iinii 
propager dans un milieu agite ct que la rt*gularitc tk sa vtti-ssc i rl.t 

forme a fexperience, qui a montrl que la deflagralbii e*a»i U'auu«(|» int.i»H ^t.il 4 r qi 
explosive. 

11. — Dans la deflagration, e’est la coitduclibilile calm «jtn !«’ ga*' • 

perature d’inflammation. Le phenoininc sc passe a I’intericur «k la (|Ua»i ttndr 1 5. 

il faut, pour ainsi dire, examiner la structure «k cette quasi tjmlr atri ui» 5 "«t 
Je me suis en consequence pos4 k pr^kme suivant. 

Etudier le mouvement permmient, par trandics jirrjHHi!iCMlaitr’» .♦<'«, <1 mi jurlaiq 
dans les conditions suivantes. Unc flamme cat slatMiimaire tlan* If rttmani, la *»»•> 
o; le gaz ne brule pas de x ss — oo 4 x s= o; II Uruk ik ,v . w a i • * I •< n as 

de la chaleur se fait par comluctiWliti. 

L’&ionc£ meme du probkme aui^K^ qu'on ailnirt, a ttiie q’-n* 

de reaction est nulle au-dessous de la tanpirature ti‘infla»nnw(ii»n r *Ki I *bi: 0 


certaines anomalies, cues om uk-u m..-. v 
la vitesse de I’onde, couimc il k fallait 
faible que ne I’i 

que le calcul donnait quelqucs tlixieines, 
sieres. Il n’est nullemeut stir que la pressioii 




Vt te du fluitk en arriert* du fioiil v-t pUi'. lapidv quVu tranche.s 

elargissement continu; la ^ ligiu-in, (!>K- <b'-s vitesses 

paralleles, ce qui suppose a v 

de reaction infinies. ^ i-^vUnction de I'omie exidtiivive an jtassagf di-. flaigij,M'uients 

'' Dumanois a utilise 1 extinction u- , __ 


te moteur, . im‘T,uv 

I'ac. .e, Sc.«. T. ... 


Les deflagrations 

La deflagration type est cellc qu 


instants 


^’de la propagation d’une flamme allumee a 

vat- XT A w 


oil olisrrvi^ iiii tire litiiisrii nil m\ pmuim 

IVxliriititr triin tiilH’, Pour la 

A tlr I'aic i'ij |tig, i). 


cte. «.e o«<.e f a. 

S'i. en es. f f; jf , I,. f. .U- ,, i 

lange eombusl. ■«. . le ga. i la 

ic e'est k CUIK! tub tiui etmsimu- la mii Jacf d ..ndr dr driiagnitiwi. 
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part, de-rzz: — ooa^zzi-f- c>o, la structure du fiuide est Tirnage grossie de ce qui se passe en 
realite dans une quasi-onde tres etroite. A cette echelle, il ne faut pas considerer les vitesses 
de reaction a droite de I comme infinies. On les suppose definies par (i). On montre alors 
que, Tetat initial ai = o, Tp (etat du fluide pour ;i; = — oo) etant donne, I’onde permanente 
est determinee. II est naturel de penser que c'est elle qui constitue la deflagration type. 

On peut aller plus loin en supposant la pression dans tout le fluide sensiblement la meme 
et egale a p^. L'expression (i) sera remplacee par 


da 

dt 


= /(a, T,p.^ 




Soient R la constante du gaz, n (a) le nombre de molecules grammes contenues dans I’unite de 
masse, C la chaleur specifique a pression constante, k le coefficient de conductibilite (k et C sup- 
poses constants), 0 la temperature de combustion a pression constante, D la celerite. Dans 
toute la region du fluide ou celui-ci brule, on montre que Ton a: 


da, 


D 2 CR n{a)T 
<^1 P\ kf{a,T,p^ 


[r_7'j4-a(r,-0)] 


(12) 


Cette equation s’integre sans difficulte si on suppose id) que la reaction est monomole- 
culaire (V) que, au-dessus de la temperature d’inflammation t , la vitesse de reaction est sen- 
siblement proportionnelle a T (on verra dans ma Mecanique des Explosifs pourquoi cette hypo- 
these est grossierement acceptable). La fonction f est alors MT (I — a) et on trouve, en negli- 
geant la contraction (m constant) : 




@ T 


„ ( 13 ) 

x—T^ 

J’ai donne cette formuk en 1913 (C. R. Ac. Sc. T. 156, p. 1052). En 1915, M. Nusselt 
a cherche a la generaliser et a Tappliquer aux reactions plurimoleculaires (V. D. L, Bd. 59, S. 872). 
Son calcul, a propos du melange +. air, presente, jecrois, une erreur pour le cas ou Thydrogene 
est en exces. C’est une simple inadvertance, mais qui modifie notablement la formule a em- 
ployer dans ce cas. D'autre part, M. Nusselt introduit une hypothese sur la chaleur degagee 
par unite de longueur qui me parait peu satisfaisante. II m'a done paru interessant de reprendre 
autrement la question. 

Supposons que la reaction chimique transforme deux corps Cp en d'autres corps 
C'2 suivant Inequation chimique: 

+ V2 ^^2 ^ 

Soient Xp les proportions en volume des gaz Cp dans le melange non brule. Le 

corps Cg sera celui qui est en exces, de sorte que ^ La reaction chimique jouera 


V2 


n {0) ^fois, a variant de o a i. On posera b = — 


•^lV2 


Si Fon accepte la loi d'action de masse des chimistes, on devra ecrire: 


§=/(..r,A) 


.v,+v,- 


’'‘ + ''2-* .. . (i_a)Vi(i _a)v» 


^ J-Vj + Va- 




[«(«)r 


4 Va — I 


(14) 


la fonction h (T) croissant avec la temperature. Conservons I'hypothese (b) ci-dessus, e’est-a- 
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dire supposons que h (T) soit tel que rcxprcsHU.u (iq) ^*>1 Gr i; 
avec M constant. L’equation ( 12 ) est alors hneanT en /. 

/.(«)= ‘ «/=e 

il- rtf' 


(iq) M«it 'If la {I'liiif .1//'^* ’•■a)''s 


La celerite est determine par: 


, _ D^fiC /•■(«) 

C, ^ da « 


14 / 1 


Cette formule permet des calculs numtTiqiU's. il’aillriii n jxnnltifv li'atitu- part, on fu 
tire la limite superieure suivante, oi'i «' e.st k* utiitiiiiinn df it ta) 

I Mp^kh'^* H T 

En remplagant M par sa valour tirce do ( 14 ) ft en iirj 4 U| 4 «tnt la fun! raft nni: 




-D<v/~1 ^ . /7 X-v,4, 


¥# 4 I ’ 4 rf ** 


H t 

\" t ■ / » 


Cette limite coincide avec la formuk <lc M. NiJ.sHia.r cm i Ikaii Ic !t>(*!an},'c //“•-}- air, 
si I’air est en exc^s, le corps t est I'hydrogene, v, = “ 1 rl Ic jniHliiit Vj .iiV. » XgVi (st 

2x^'^(comme dans la formule clc Nussklt). Hi an coiitrair*- U rni rn rxcf», Ic corps t est 
I’oxygenevi = I ^^ = 2 et v, x/s = a*^ (en ikisaccru'tl avre Xjism IU 

M, Nusselt a compare sa formule avec ri*x|Hnicm:r ci« •.iippu'»,tiil que eit in- 
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ont ete faites dans les calculs, et notamment on a utilise la notion de temperature d’inflammation, 
dont la precision n’est pas absolue. Comme nous le disions en 1913 quand nous avons donne la 
formule (12), il ne faut pas attacher aux formules de ce type une importance exageree: les lois 
de la vitesse de reaction sont encore trop mal connues. Qualitativement, cependant, remarquons 
les deux resultats suivants. Nous obtenons un maximum de vitesse deplace, par rapport au 
melange de composition exacte, dans le bon sens; d'autre part, ce maximum ne correspond pas a 
un angle vif de la courbe et ce fait est d’accord avec les experiences anglaises corrigeant sur ce 
point Topinion de M. Le Chatelier. 

II doit etre bien entendu que les parties de la courbe voisines de I’axe horizontal ne 
correspondent a rien de reel. La theorie indique (voir Mecanique des Explosifs) que les 
melanges a la limite de deflagration donnent des celerites differentes de zero, et ce fait est 
conforme a une observation de M. Le Chatelier, completement confirmee par les experiences 
plus recentes de M. Wheeler. 

Les explosiis solides 

12. — La theorie des ondes de choc et combustion a ete etendue aux explosifs solides 
par MM. Taffanel et Dautriche. On peut aussi citer sur ce sujet les travaux de M. Becker. 
Mais la complication des explosions est ici beaucoup plus grande que pour les gaz. Aussi la 
theorie est-elle ici plus qualitative que quantitative. Je me bornerai a dire un mot d^un point 
particulier. 

Avec les explosifs solides, il est necessaire d’appliquer aux gaz degages, non pas les 
lois des gaz par f aits, mais la loi de compressibilite de van der Wals ou une loi analogue. On 
est alors conduit, pour' les fortes densites qui se presentent dans les ondes de choc et combustion, 
a une pression negative. Ce resultat absurde indique que, dans la quasi-onde, la combustion 
doit etre incomplete. 

Tout porte a penser qu'apres le passage de I’onde, la reaction s’acheve par une com- 
bustion residuelle irreversible. M. Audibert insiste beaucoup sur cette idee qu’il a etayee par 
des arguments chimiques. Montrons .que d’autres arguments, tires de rexamen des phenonienes 
de propagation, convergent vers la meme conclusion. 

M. Burlot a etudie experimentalement les effets produits dans Tatmosphere par des 
charges d’explosif petites ou grandes. Si la decomposition de Texplosif se faisait par ondes 
de choc et combustion completes, avec combustion residuelle nulle ou reversible, il resulterait de 
la theorie la loi (Mhaniqiie des explosifs, p. 441) : En des points situes a des distances 

qui sont dans le rapport des racines cubiques des charges, les pressions seraient egales et elles 
varieraient de quantites egales en des temps qui seraient comme ces memes racines cubiques. 
Or M. Burlot a observe que, dans les experiences en grand, la pression variait beaucoup plus 
vite que neTindiquait cette loi. A mon avis, cela s’explique par le role que joue la combustion 
residuelle irreversible. Un autre theoreme de la theorie (Mecanique des explosifs, p. 470) ap- 
prend alors que rexperience en grand ne pourrait etre semblable a Fexperience en petit que si on 
ralentissait la reaction. Il n’est done pas etonnant que, dans la realite, ou la reaction conserve 
sa vitesse, les pressions produites soient moins soutenues. 

D’autre part, M. Audibert, etudiant les ondes de choc prolongeant dans Fair Fonde de 
detonation d 'une cartouche, a obtenu le resultat suivant. Avec la grisou-naphtalite couche, pour 
laquelle les considerations chimiques font presumer une combustion residuelle faible, la vitesse 
de Fonde de choc decroit rapidement avec la distance. Avec la grisou-dynamite couche, pour 
laquelle les arguments chimiques indiquent une probability de combustion residuelle notable, la 
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Ueber elastisdie Grenzzlistande 

V o n T h. V. K a r m a n , A a c h e n. 

Unter der Bezeichnung «elastische Grenzzustande» wollen wir eine Reihe praktisch in- 
teressanter Spannungszustande in festen Medien zusammenfassen, bei denen zwischen den 
Hauptspannungen bestimmte feste Beziehungen bestehen. Insbesondere gehoren hierher die 
Spannungszustande, die in elastisch-festen Korpern nach Ueberschreitung der iilastizitiitsgrenze 
auftreten — - falls man die sogenannte Verfestigung, d. h. die Erliohung der Elastizitiitsgrenze 
durch die bleibende Formanderung vernachlassigt — und die Spannungszustande in sandartigen 
Medien, d. h. Medien, die keine Kohasion besitzen und deren Formanderung nur durch die Rei- 
bung zwischen den Kornern gehindert wird, falls man die dabei auftretende Kraftverteilung 
durch eine stetige Spannungsverteilung ersetzt. Die Aufgaben, die auf die zuerst genannte 
Erscheinungsgruppe sich beziehen, hat man unter dem Namen «Plastizitatstheorie», die auf die 
sandartigen Medien sich beziehenden Probleme unter der Bezeichnung «Erddrucktheorie» zu- 
sammengefafit. 

Da liber die speziellen Probleme der Plastizitatstheorie Herr Prandtl — dem man in 
erster Linie die Neubelebung dieser Disziplin in den letzten Jahren verdankt — anlafilich des 
letzten Kongresses in Delft ausfuhrlich berichtet hat, will ich beziiglich der Plastizitatslehre nur 
einige grundsatzlich wichtige und meiner Ansicht nach nicht geniigend geklarte Punkte be- 
riihren, um dann mich vornehmlich mit der sogenannten Grundaufgabe der Erddrucktheorie zu 
befassen. 

Ich will mich auf den Fall zweidimensionaler Spannungszustande beschranken. 




Die Ansatze der Plastizitatstheorie und der Erddrucktheorie kann man in folgender Weise 
vereinigen: 

In einem kontinuierlichen Medium konnen nur Spannungszustande auftreten, bei denen 
die beiden Hauptspannungen in jedem Punkte der Ungleichung 

... ... ... ... ... ... ... ... (i) 

Hauptspannungen) 

genugen. 1st die Gleichung f (o^, Og) = o erfiillt, so befindet sich das Medium im «Grenzzu- 
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und nicht: die (di'iolmng ertiillt ist, solloii hei 


.■luv (u'ltuii!,' lu-lialti'ii, wiilirond 


4. ^ Tti ■Rpreichen in denen die Ungleichung 

stands, in Jiereicnen, _ tier ElastizilatsU-luv ( «■! 



dt »rnten“»«dLs von O. M..n» kano man d„ I ■n^-Um.lmn.a. , , , .liv . 

x<,?'(a) 

j »:« rticiammeneehorigcs Faar .Sduih- un<l N’onitaKp.umtmgeii lu-zt-idinen. 

geben, wobei x und a “ fur alle Punkte dcs hclracbte.n. liendcl.. und fiir inadu-n- 
niV TlnP-leichuns (2) mu 6 ciann ttir aiit x uukik. ^ ^ 

dleme jeglicher Odenlicrung gcl.cn. 1st daa Mclinn. in. . M.n.d, ... ,n.,U cn. |.,a,.l,„. 

Lent tew. im zwcidimensionalcn Fallc cin Un.cn.-I™..'..l gcl.». m. wkl."' 

X xr. jr (a) 

dlt Wir wollen eine mit den zugchorige.i oSpannnngon Judeg..- Uni.- aP » .'^pannung.s.strdfens, 
schiechthin als «Streifen» bezeidmcn; cin Strcifen. fiir wdclu-n in ....l.nn I’unldn x .c (,) gilt, 
soil als ein «GIeitstreifens, die Link, die <ien (ildt strcifen tragt. .( ,lc,ihmc« Invciduict werdcn. 

Der spezielle Ansatz fiir elastisch-plastischc Kiirpcr lautcti x k. mi\m k cine das 
Medium kennzekhnende Spaniutng.sgroBe (die l-licBgrcn/.c) daiHlcllt, but sandartigc Mcdicu 
setzt manx</-a, oder x < a 4<r p, wobei ^Icu Kcihungsiv.Hd'rtAcntrn. p den Rchnngswmkd 
1]) 6 2!r 6 1 C h T1 d- 

Handelt es sidi nun urn Be.stinummg von Spa!inung-.znvtiind.'n. die der Ucdinguug des 
Grenzzustandes geniigen, so ist dies identisch mit <Icr Aiifgahc, in.iglichc .Sv^tcmc vnn Gleit- 
linien zu ermitteln. In diesem Wege hat sowohl die iilterc von .St. \'i;N.\N'r iind M. LSvy, ak 
auch die neuere von Prandtl, Hencky, NAt>AI «. a. ansgcarlH-itctc !'laMi/it;ilsihe<*rk me 
Reihe interessanter Ergebnisse hervorgebracht. lis schcint mir imtc-sm cine gnmdsiifzlich 
wichtige Seite der Aufgabe weniger erfolgrcich gekliirt zu scin; flic i'ragc naeh <lcm gcmischten 
Spannungszustand oder die Frage nach dem Ueljcrgang vom clast i'.elu-n /nm plastisdicn Zustand, 
Sehen wir zunachst von der Bc-schriinkung ah. flic tlic rnglcirhnng liS hc/.w, (i) mit 
sichbringt, so ist der Spannungszustand bestimmf diirdi .lie I tilfcicntialglcidiimg fiir clasfische 
Spannungszustande — etwa durch die Gleiclumg /f. f/' v o fiir flic .Siivschc I'tinklion /* und 
durch die Randbedingungen, die entweder auf die OlH’irtiichciispaniiung islci auf >!ic \crsehic' 
bungen der Oberflache sich beziehcn. Wenn <lahcr der S]i!uinu«gs/U'>taml tnii UcHu-ksiclitigung 
der Ungleichung (FlieBbedingung) bestimmt sein soil, miisscn wii /must ‘lie biagc «Icr Rand- 
bedingungen klaren. Diesen Punkt hat inslK'sondere Herr v, MtsJ.H mit Keeht fiervorgchfdwn 
und darauf hingewiesen, daB ohne Heranziehutig iler Verschiehungen eine |tia/i.>e I'anMnig vun 
Auf gaben nicht moglich ist. 

Herr V. Mises hat in einer sehr k’liierkenswerleit Albeit ilem Ilci-.j‘ic! uu» Vt*n.-Hit 
folgend — vollstandige Bewegungsgleichungen fiir ein plastisehcs Meilinm anlgcstel!!, die auf 
der Annahme beruhen, daB der Spannungstensor mit «lem I’ensor «ler 1 trformatiomgcMinviudig- 
keiten funktionell zusammenhangt, Geht man r.uni Falk .sehr gcringei t iesdnvimligkeiien l*e?,w. 
zum Gleichgewichtszustand fiber, so verblciben zwei Iledingmigrn . 

a) Inkompressibilitat des Mediums (vmchwimleiide Hivingenr «hf Vet st*lijel»migcsif *). 

b) parallele Orienticrung des Spannungstcnsors und ties 'I'eiisors d* j 1 'ef'>»m.»tion'gt'ofcn. 
Nun scheint es mir aber, daB die Berucksiditigimg «!it \"erschichnn},'« n jm .tlhii iiicinen 

fiber gewisse grundsatzliche Schwierigkeiten nicht liinweghilfi. 

*) Genauer ausgedrfickt: zwischea Votamandmng mid mittlctem Jtni'l k*sli*ht diwllic Ke* 
ziehung wie im elastischen Zustand. 
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Zunachst muB es bemerkt werden, dafi die Unterscheidung zwischen plastiscli flieBendem 
und elastischem Gebiet, wie sie schlechterdings gemacht wird, den Tatbestand nicht erschopft. 

Man muB allgemein drei Bereiche unterscheiden : 

1. ein elastisches Gebiet, in dem die Verschiebungen klein sind und die Hookeschen 
Beziehungen zwischen Spannung und Deformation gelten. 

2. Ein Uebergangsgebiet, in welchem zwischen den SpannungsgroBen die FlieBbedingung 
gilt, indessen die Verschiebungen von der GroBenordnung der elastischen Deformationen sind 
(Grenzzustand mit verhindertem FlieBen).> 

3. Ein FlieBgebiet, in dem die FlieBbedingung fur die Spannungen gilt und die De- 
formationen groB werden konnen. 

Mathematisch auBert sich der Unterschied zwischen (2) und (3) darin, daB die De- 
formationen im Falle (3) nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt, verhaltnisgleich 
beliebig vergroBert werden konnen, wahrend sie im Falle (2) durch die oben erwahnten Be- 
dingungen und durch die Stetigkeit der Verschiebungen eindeutig bestimmt sind. 

Ich will das, was ich meine, an einem ganz einfachen Beispiel demonstrieren, welches 
zuerst von St. Venant, dann ausfiihrlich von Domke behandelt worden ist. 

Man denke sich ein dickwandiges Rohr aus elastisch-plastischem Material und unterwerfe 
es einem inneren Ueberdruck vom Betrage p. Der innere Halbmesser soil a, der auBere d heiBen. 

Bezeichnen wir die Hauptspannungen, die hier mit den radialen und den Umfangs- 
spannungen zusammenfallen mit und so gilt die Beziehung 

|a^— a^|<2Ar 

Die Gleicligewichtsbedingung lautet: 


< 2 AT 


f a — O (3) 

d(logr) ‘ ^ 

Die FlieBbedingung kann daher auch gesetzt werden 

-4r^ < 2 ^ - 

dilogr) ■ 

Wahlen wir logr als Abszisse, so ist die Neigung der 0^-Linie begrenzt. Im Grenzzu- 
stand ist durch eine Gerade mit der Neigung + 2K gegeben. 

Befindet sich der ganze Bereich innerhalb der Elastizitatsgrenze, so lautet die Losung 

c? W' — 
a?' 


^ Or ^ .. ... (,) 

d(logr) ^ {b^ — a^)r^ 

Die Elastizitatsgrenze wird daher zuerst am inneren Kreis iiberschritten und zwar sobald 

p 

der Druck den Wert p = p^=zK — ^ — erreicht. 

Die rein plastische Losung lautet offenbar 


2Klog-- ... 
^ a 


... ( 6 ) 
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und falls der ganze 


Th. V. KArmAn, Aachen 

Korper flieBen soil, muB fur r = b, a,.= o gtdfcn, d. h. der Druck den Wert 
^ = = 


Ot bezw. 


Es gehoren daher die Kurvenstikke zmiimmau *lir ^icfi iiii AtiMdiliifljHiiik 


beriihren. 

Ich will bemerken, da6 diese Forderung gleichherinifriMi isl nut viumi inzip 

welches ich gemeinsam mit A. Haae vor 17 Jahmi aufgeMcIlt hafu* und t'ulgrnrirr 

maBen lautet: 

, Von alien Spannungszustanden, die die GkichgewictitslM'tliiiginigrii ridiiih’in trift Jeiie auf, 

die mit Berucksichtigung der Ungleichung (i) den kleiusteii Weit fiu du- .kiMinhe Funn 

anderungsenergie des Gesamtkorpers liefert, falls man diene als Iniiiktioit dm Spatnnings 
komponenten auffaBt. 

^ Dieses Minimalprinzip liefert einerseits das Ergehnis, daB nui Hmeiehe auftnien kdunen, 
^ ieentweder die Elastizitatsgleichungen Oder die FlieBhedinguiig hefriedigm, andrineiln gewiihr- 
eistet es den stetigen Uebergang der Spannungen. Ich will tnieh iet/J nielit verlireitm 

dafi das Prmzip auch fur dreidimensionale Falle, die mmt zieinlirh nnki.u ^ind. |*kiu 414 e Hr 

ge nisse liefert. Es miiBte, um dies zu begriinden, <ier Inhalt den Vai i.uinnnjniii^fipn be.sser 
ausgeholt werden. 


erreichen. 

Liegt der Druck zwischen den beiden soeben ennittellen (‘.ron/eti /-, und so ist dn 
Teil des Korpers (der auBere Ring) im elastischen, cin innorer King ini < u enz/usland. Der 
Zusammenhang des Materials fordert indessen, daB die Vorschielningeii mchi tiher die CruBcn- 
ordnung der elastischen Deformation hinauswachsen. 

In Abb. 2 sind cr,.-Kurven fiir elastische und plast i.schc Spaniuing.s/.ustiintle i-ingetragen, 
wobei als Abszisse log r gewahlt ist. Die dem Grenzzustand eiitspredienden a,. I.iuien sind 
parallele Geraden mit der Neigung —2K. Man sidit, daB wenn man mir folgende lumle- 
rungen stellt: 

5 a) es soil Gleichgewicht herr-sclien, 

|; _ b) im inneren Bercich soil die I'lieBlH-dingung, im auUeien die l-'.lasli- 

ll I zitiitsbedingung geltcn, 

I so bleibt die Aufgabe unbestimmt. Die ( ileidigewiehtsbedingmig fordert 
t x\ ” namlich fiir die Uebergang.slinie offeiiliar die Stetigkeit vtm <7,., inde.ssen 
\\\ 

nicht die Stetigkeit von O/, d. h. von Die Beriieksiehtigung der Ver 

j ' schiebungen bringt auch kdue Be.stinimtheit in ilie .Xufgabe. Fs liilJt .sich 

J vielmelir zu jcdcin Spanmmg.sverlauf ein V'ersdiielumgsvei laitf !>estiininen, 

der alien Forderungen geuiigt. Die.se Unhe.stimmtlieit w ild jedm'h .selhstver 
A standlicb, wenn man siclt uberlegt, daB man durdi Bdrmiung iiher «iie Elasti 
zitatsgrenze und Entlastung bis ZU dnem nifdrigeren Dnirk die ver-Hchieden 
I sten Spannungszustande herstdlen kann. 

I Es sclieint mir inde.ssen riditig fiir die eisimalige 1 'eliersehreitung 

/ der Elastizitatsgrenze, fiir die .sog. jimgfrauliche Bdanftnig, zu fordern, 
/ daB das Material an der (irenze des dastindien Beieidis ilje l>'lieBh 

Afb 2 

dingung gerade erreiche, daB sozusagen mtr Miviet Material in den Grenz 
zustand geraten soil, als es unbedingt erforderlich ist, wenn man nicht gegeu die F'lieOfiedingimg 
verstoBen will. Dies ist in unserem Falle gleichheileutetid mit dent .stetigen t ‘ehmgang fiir 

_ k., I?™ kx J.1 ,1* V !■ • « ■ . • . .1 . 
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Der von Herrn NAdai und von Herrn Trefftz sehr schon in Einzelheiten durchgefiihrte 
Fall des allmahlichen Uebergangs beim tordierten Stab reiht sich imter das Variationsprinzip 
zwanglos ein. 

Es ist indessen die Berechnung des Uebergangs nicht in alien Fallen so klar durch- 
zufiihren. 

Ein wichtiger Fall ist der idealisierte Druckversucli: ein elastisch plastischer Korper 
zwischen zwei starren, reibenden Flatten. Ich beschranke mich wieder auf das zweidimensionale 
Problem und setze vollkommenes Haften an den Druckfiachen voraus. 




Der erste Schritt ist wohl das Aufsuchen der rein elastischen Losung. Einer meiner 
Mitarbeiter, Herr Knein, hat diese Aufgabe in hiibscher Weise durchgefuhrt, indem er zuerst 
die durch die Randbedingungen hervorgerufene Singularitat an den Ecken untersuchte und durch 
ein Spiegelverfahren die Losung fiir einen Streifen, wenn auch nicht in geschlossener Form, in- 
dessen mit einem verhaltnismaBig geringen Aufwand von numerischer Rechnung ermittelte. In 
Abb. 3 ist die Druckverteilung an der Druckflache eingetragen, fernerhin die Linien konstanten 
Wertes |ai - 02 ], 

Man sieht, daB die FlieBbedingung zuerst in unmittelbarer Nahe der Ecken, dann aber 
in einer Zone erreicht wird, welche von einer Ecke zu der andern sich hinzieht, wpbei sowohl 
der innere Kern als der auBere Teil des Druckkorpers von der FlieBgefahr weiter entfernt 
bleiben. Es tritt offenbar zunachst unser Fall (2), d. h. Grenzzustand mit verhindertem FlieBen 
auf, bis der Grenzzustand sich quer durch einen Querschnitt verbreitet Eine vollstandige 
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..rM Hpn oben auKCHlcutotcii Wi-j: finschlagcn uiid <lie gc- 
Theorie des Druckversuc es italic krmiUoti wir unscr Miiiimalprinzip 

mischten Spannungszustande ;,,,,ischet. (ichiot. trenn,. 

anweud^n wdches claB die Breite des Kin-,, -'s k-pvn den Ahs.and der 

D»„ is., an™ 

rf" rT"' 

Begrsnsung de. Druckplatte 

liefert die Losung emer neuen Extreraalautgaoe . u h 

welche der fliefiende Korper uberhaupt aufzmKhnHni vennag. 

Die letztgenannte Extremalaufgabe fiihrt uns zu den ! roldeinstetlnng' n d< t l.td.Iiuck- 

theone Aufgabe der Erddruckthcorie is1 .lie l-'.nnitt.dung d.a hruckkralt auf 

Stiitzmauern und zwar wird nach dem kleinstci un-l .le.n gr.Hben W er. . er Stulzkrafi 
gefragt, zwischen welchen mit Riicksicht auf die b'lieUhe.hngnng ( de.ehgew.eht h.-Mehen kan„. 

Es ist unschwer, zu beweisen, daB wenn man lAsungni in .ler W .-im- k.msin.uTen kann, 
dafi die Fliefibedingung im ganzen betrachteten Gehiet erfullt isl und .he Wand emen (deit- 
streifen bildet, die so bestimmten Spanuungszusfiinde .lie gesuehlen (nen/wert.- u-ferii. 

Wenn wir geradlinige Begrennmg des F.nireiclies und dan I^Jgeiigrwuiil lu'de a!s 
einzige Belastung annehmen, so kdnnen wir nach Boussinesti alle Spanmingskniiipoiienten pro- 
portional der Entfernung von der Krone .ler Stiitzmauer r un.l sunst nur als {•unkfi.m des 
Winkels ■8- ansetzen 2 ) . Unter den Spannungszustaixlen. die .liesem Au'-atz entsprechen, tmdcn 
wir die sog. RANKiNESchen Losungen mit geraden (deitlinien: diese eiftillen indessen z. R. 
fiir vertikale Wand nur in den beiden Grenzfallen, daB die Hegrenzung des iM-.lreiehs unter 
dem Reibungswinkel ansteigt bezw. abfallt, die Forderung. daB .li<‘ Wan.i selhM eine Gleitlinie 
bildet. Aber auch fur den zweiten dieser Grcnzfiille • ahfallendes (»rl;in>te liefert die 
Rankinesche Losung ein Ergebnis fiir die Druckkraft, .las .ilfenbar phvsikalisrh wi.lei.sinnig 
ist (gleiche Grofie als bei aufsteigendem Gcliln.le un.l .lie Kraft nntei .lent Reibungswinkel 
nach oben gerichtet), bezw. nicht die riclitige Lfisuiig unserer .Anfgahe sein kann, 

Eine einwandfreie Methode, den Spannung.sznstan.I oder das f didtliniens\ste!ii so zu 
bestimmen, daB die Wand bei beliebigcr Regrenzung des Gekitides utid ladiebiger Luge der 
Wand einen Gleitstreifen darstellt, ist bishcr nicht gegeben w.ir.leti, rnfer \'eiiiae!dassigung 
des Eigengewichts und unter Annahme einer gleichmiiBigeii Belastung kings der tieim Ober- 
flache ist die Losung — wie es von M. LitVY gezeigt wunle sehi eintaeh zu linden, weil 
wir mit geradlinigen Gleitlinien auskommcn. Fiir den hall des sehueren {‘‘idndelu-s ist indessen 
von H. Reissner, dem man auch eine sehr klare Darstelhnig des {'rnblenis mit liilfe der 
AiRYschen Funktion verdankt, gezeigt worclen, daB die RANKlNEsdieti Lbsimgen this einzige 
Gleitliniensystem mit geradlinigen Gleitlinien rlarstellen. 

Ein Gleitstreifen ist im mathematischen Shine dailiirch aiisgezeiclmet, daB. wahrend ini 
allgemeinen eine mit Spannungen belegte Link .lie I/>sung in der Naelibai '.diait eindeiitig 
bestimmt, dies fiir Gleitstreifen nicht gilt. Mit andcren Wrirfeii: es k.aim ini allgeiiieinen durch 
einen Streifen nur eine Losung des Gleichungssystems duiThgrdegt w.-rdm; mir durch .ten 
Gleitstreifen gehen unendlich viele Losungen himlurch. 

Es folgt daraus, daB wenn wir von der freien Oherilache ausgeheii, die gesiudite Lbsung 
bis zu der Gleitlinie, die von dem Schnittpunkt der Geliiiideoliet ll:ieb»* nml der Wand aiisgeht, 

In der KoTTERschen Auffassung entspricht dieser Aiisat* der Besi hranlung der BewegUeh- 
keit der Wand auf Drehung um die Kronenlinie. 
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mit der RANKiNEschen Losung identisch sein muB. An dieser Gleitlinie findet eine Verzweigung 
statt und unsere vornehmliche Aufgabe besteht darin, den mathematischen Charakter derselben 
zu finden. 

Man kann unter der Annahme, daB alle Spannungskomponenten mit der von dem er- 
wahnten Schnittpunkt gemessenen Entfernung r proportional sind, das System der Gleitlinien 
und den zugehorigen Spannungszustand durch z'wei GroBen festlegen, etwa durch den von r 
unabhangigen Neigungswinkel der kleineren Hauptspannung gegen den Fahrstrahl, wodurch 
auch die Richtung der Gleitlinie bestimmt ist, und diircli eine SpannungsgrbBe; wir wahlen 
als solche wieder die kleinere der beiden Hauptspannungen ; sie soli durch den Ansatz 
02 = 3-usgedruckt werden, wobei y das spezifische Gewicht der Erde bedeutet. 

Wir erhalten alsdann, indem wir die Spannungskomponenten durch und q ausdriicken 
(Abb. 4) : ' , 



Abb. 4 . 


^^5 — (l CCfS 2 OC COS 2 cp) 

2 cos'^ a 

f - (i — cos 2 a cos 2 cp) 
2 cos^ oc • 

rrq 

— cos 2 a szn 2 cp 

O /'✓IP* /V * 


(7) 


(p= Reibungswinkel, a =— + -j ist der Winkel zwischen Gleitlinie und der kleineren Haupt- 
spannung) und in das System der Gleichgewichtsgleichungen (Abb. 4) 


T dd- + dr + r 


einfiihren, die zwei folgenden gewohnlichen Diflferentialgleichungen fur cp und q 

n 

— ^ (cos 2 cp — COS 2 cf) q sin 2 cp = 2 cos {%• — 2 cp) cos^ a 


I 1 


— ^sm2(f->rq(cos2cf + cos 2 a) — 2 g ij cos 2 x = 2 sm {&■ — 2 cp) cos^ aj 

Die RANKiNESchen Losungen befriedigen naturgemaB diese Gleichungen. Sie sind durch 
die Formeln 

= To + ^ ) 

I “4— cos 2 cpA cos 2 oc • Ck I sift 2 cp^ cos 2 oc Q ^ 1 * ' ^ ^ 

Q ^ ! jo szn -4 ^ cos^ = C szn — z) \ 

T r/)C On -I COS 2 OL 1 


I — COS 2a 


I — cos 2 a 


gegeben, wobei cp^ durch die Beziehung sin (2cpQ+0 
landeneigung nach unten positiv gerechnet). 


bestimmt ist (■/ = die Ge- 
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. ,1- 1.R man 7u einem singuliircn I’liiikl golungt, vvenn cp tlea Wert a 

0.^.... 

• , .• mn ,'n der ersten der bcideu Glciclumgfn (o) Null, Wir schreiben 

des Differentialquotienten ^ m der ersten 


die Gleichung in der Form: 


~~ cos 2 a — 2 cp 


(11) 


Es Sind zwei Falle zu unterscheiden, jc naclnk-m der /.:ihU-r ebeu.-alk y.-.M-hwindet oder 
von Null verschieden ist. Der erste Fall entsprichyler Vor.we.gung der k.VNKiXKscI.en 
Losung, der zweite Fall tritt auf, wenn wir einc Watid. die n.uh .lei kANKiNrsdum kosung 
keine Gleitlinie bildet, zur Gleitlinie zu machcii haben. 

In der Tat betragt fiir den Fall, dafl die Gera.ie W ei.ie tdeillinie l.ildet. <1. h. 

■a- = a — 9 o> 'Po = “ ~ 


I -|- cos 2 a sin (2 a — 
I — cos 2 a 


sin 2 a — — ^ ■ - sin 2 a 2 a (stn 2 « stn It i . 2 a cos It), 

^ R 


SO daB der Zahler in Gleichung (n) vcrschwindet. 

Urn den mathematischen Charakter der Verzweiguiig zu itesliinmui, setzeii wir 

<p — fjg \ 

g q^~\- f{t) 

^ 6*0 ’4“ ^ 


. ( 12 ) 


und vernachlassigen hohere Glieder in t, f, g. Die Dil'iereufialgleicbimgeu eihaltesi daim die 
Form: 


df __ /'— 2 jg cot,g 2 a sin {a — -p,, 
dt ~~ 2{.i: i r) 


.. (ki) 


^ sin 2 a + 2-^ sin {a — %— i) cos 2 a - 2 /'cos 2 a ■™ 2 .4* cos 2 * cos (* • % i) 

cLt ctt 


Wir machen nun den Ansat:^: 


f a g hohme Glieder in / uihI g 
und schreiben die zweite Differentialfkichiing in tier Imhiii: 


.. (14) 


df . . . , .. ,di ii t 

2 a 4- 2 ^z« (a — cpo — i)cos2a~z2/ 


>** I s\ 

-r- cos 2 a — 20 ~7~- .ux 2 a cos m • t). 

tig 

Diese Gleichung bestiramt offenbar die Konstaiite « zu 

« = 2««{a — fo — #) 2 « ... (is) 

Fiihren wir nun den Ansatz (14) in die erste der (ileiebuugru li.G eitj, m erhaiten wir 
lach leichter Rechnung; 




•"^nT^iiwIlMilillilP™ 
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g 4 " hohere Glieder in g und t 
g -{- t -{- hohere Glieder 


Diese Gleichung bestimmt nun die Art der Verzweigung in dem singularen Punkt. Die 
Losung lautet: 

2f zr: ^ 1 ^ 1 + hohere Glieder .. ... ... (17) 


Wir kdnnen die vollstandige Losung in der Form schreiben: 


/= 


1^1 + ^2^® 4 - . . .! — 2 (a — cpo — «■) C0tg2a.g + a^g^ + • ■ • . 1 


^ = ^og\g\lg + c,g^-\-c,g^ + ...\+Ag + d^g^ + d,g^ + .... j 

Es entspricht offenbar jedem frei gewahlten Werte der Konstanten A eine Losung; 
wenn wir A festlegen, konnen die weiteren Glieder der Entwicklung berechnet werden. 

Wir haben nun jene Losung auszuwahlen, bei welcher eine vorgegebene Wand eine 
Gleitlinie bildet. Bezeichnen wir den Neigungswinkel der Wand mit -9’^, so muB der Winkel cp 
fiir =: -S’ wieder den Wert a annehmen. Nun haben wir in dem Punkte %' zz:- 9 * den zweiten 

w w 

Fall des singularen Verhaltens der Funktionen (p und q, indem in Gleichung (ii) wohl der 
Nenner, aber nicht der Zahler verschwindet. Es sei der Wert von q an der Wand be- 
stimmt den gesuchten Wert des Erddruckes), so haben wir 


d q Qw 29—2 cos (S’ — 2 cp) cos"^ a 
cos 2 a — cos 2 cp 


Wenn wir nun den Ansatz machen 


5^ = ^ {*)> ^ 

^ u{t) 


z=: ^ —t 


••• ( 20 ) 


und z; z= a w -f- hohere Glieder setzen, so bestimmt die zweite Gleichung die Konstante a zu 


2 q cotg 2 a ... 


und wir erhalten fiir it die Entwicklung: 


i/I 


q^ cos 2 a 


cos(K— 2 a.)--^^^]{K-%-) + (22) 


Fiihren wir den Wert = cos (9*^ — 2 ^) cotg der einer RANKiNEschen Gleitlinie 
entsprechen wiirde, ein, so konnen wir schreiben 




d u ' 

Der Diff erentialquotient ist an der Wand unendlich; dies bedeutet, daB die Wand 


die Enveloppe von Gleitlinien bildet. Die einzigen regularen geraden Gleitlinien, die durch den 
Ursprungspunkt gehen, sind die Rankineschen. 

1 st man im Besitze beider Entwicklungen — an der Verzweigungsstelle und an der 
Wand^^ — , so ist es leicht, durch bekannte numerische oder graphische Methoden die zusammen- 
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gehorigen Losungen zu verbimkn. Dk Abhililmij'cn 5 im.| ». /ngm ,j„. 
liniensysteme und zwar fiir horizontak.s iinil Miili-r •Um jokrl 

beide Falle fiir vertikale Waiui gercchiii't. ibc (iU-ilUiur brsuh? )„ 


'«»«»nen Gkit 
(kliinde, 

aus einen 




KillfM# 441 ^ 


.»•*« !♦* •# I 


61 «IHIni#n fijr bfuonrtlfs vmmmm 


«’H lift iturimtafes 


die die Rankinesche Theorie fiir hori«im«!r. l.rJm. hu .ditrilrii 


Kltjf fulgriiilr \\rMr J biltrl ™ jw®); 

*^•79 a.jo I 

0.71 

IiKirk lipfrrt fui kriiji* wrsmtiid 

eific vidWwii.lrlir, kl 4 »»»»r}ir 4 r» frdmkhen 


Molekulare Krafte und ihre Deutung^) 

Von P. Debye, Zurich 

I. Die Zeiten, in denen es gestattet war, in den Theorien mit Molekiilen wie mit liarten 
Billardkugeln zu spielen, sind vorbei. Selbst die Verfeinerung dieser Vorstellung durch Ein- 
fiihrung von Kraftgesetzen, die nacli Analogic der NEWTONschen Gravitation etwa durch eine 
Potenz der Entfernung ausdritckbar sind, ist iiberlebt. Wir glauben heute zu viel iiber den 
Aufbau der Atome zu wissen, um befriedigt sein zu konnen, ohne daB wir den Versuch unter- 
nommen hatten, jene Kenntnisse in organischen Zusammenhang zu bringen mit unseren Er- 
fahrungen iiber die Molekularkrafte. 

Das erste, was wir iiber die Atome wissen, ist, daB sie elektrische Systeme sind, auf- 
gebaut aus Ladungen, die nicht beliebig teilbar, sondern ganzzahlige Vielfache einer Elementar- 
ladung, derjenigen des Elektrons sind. Fiir die Kraft zwischen zwei makroskopischen elek- 
trischen Ladungen hat Coulomb vor einem Jahrhundert experimentell das Gesetz gefunden, 
wonach sie sich gegenseitig anziehen oder abstoBen, umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Entfernung und proportional dem Produkte ihrer Ladungsmengen. Auf diesem Gesetze ist 
das iibliche elektrostatische MaBsystem aufgebaut; es hat sich anderseits bis jetzt bewahrt bis 
auf Abstande, welche etwa 10,000 mal kleiner sind als der Durchmesser eines Atoms. 

Bedeutend weniger gut sind wir unterrichtet iiber die Bewegungsgesetze der Ladungen 
und iiber die Verkniipfung jener Bewegungen mit den elektromagnetischen Feldern, die wir als 
Strahlung empfinden. Zwar legen die groBartigen Erfolge, z. B. in der Deutung der Spektren 
Zeugnis davon ab, daB die Einfiihrung des Wirkungsquantums durch Planck und seine Ver- 
kniipfung mit dem RuTHERFORDschen Atombilde durch Bohr notwendige Schritte sind, die 
tins zu einer neuen Mechanik fiihren werden. Aber die wirklichen Gesetze dieser Atom- 
inechanik haben wir noch nicht vollkommen crfaBt. 

So mag es trotz allem verfriiht erscheinen, Betrachtungen iiber Molekularkrafte anzu- 
stellen, die nichts anderes sein konnen als Betrachtungen iiber die Felder, die von einem Molekiil 
ausstrahlend ein zweites erreichen. Aber wenn auch bei solchen Ueberlegungen nicht die letzte 
Wahrheit erreicht wird (etwa dadurch, daB mit der klassischen Mechanik operiert wird, wo 
wir doch wissen, daB wir eine neue Atommechanik verwenden sollten), so sind doch die 
Resultate deshalb nicht bedeutungslos. Genau so, wie wir wissen, daB die klassischen mecha- 
nischen Gesetze verbesserungsbediirftig sind, ebenso gut wissen wir, daB sie nicht ganz falsch 
sind. Sie stellen vielmehr denjenigen Grenzfall der richtigen Gesetze dar, den man erhalten 
wiirde, wenn das PLANCKsche Wirkungsquantum verschwindend klein ware, und von dem, 
was wir mit ihrer Hilfe erschlieBen, werden wir erwarten durfen, daB es eine gewisse Aehnlich- 
keit behalten haben wird mit den Naturgesetzen, Oder anders ausgedriickt, da£ eine Korre- 
spondenz zwischen den errechneten und den wirklichen Gesetzen vorhanden sein wird. Ueber- 
legungen dieser Art wurden von Bohr zum «Korrespondenzprinzip» erhoben und mit Erfolg 
verwendet. Deshalb scheint es durchaus berechtigt, zunachst mit Hilfe der klassischen Gesetze 

1 ) Die KongreBleitung war der Meinung, dafi Ausfiihrungen iiber Molekularkrafte auch fiir 
Vertreter der technisch-mechanischen Richtung einiges Interesse haben kbnnten. Ich weiB wohl, daB 
der Raum, welcher hier meinem Vortrage eingeraumt wird, zu groB ist, verglichen mit dem Interesse, 
das die KongreBteilnehmer naturgemaB dafiir aufbringen. Ich mochte deBhalb nicht unterlassen, der 
Leitung meinen Dank fiir ihr Entgegenkommen darzubringen, das sie durch den Abdruck bekundet 
in der stillen Hoffnung, daB in ferner Zukunft doch noch die BrUcke zwischen technischer Mechanik 
und Molekularphysik begangen werden wird. 
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auf diesem Wege eingefiihrt warden inull, \\ir»i aiich sniitcr ssiduf 
Anderes wird durch Neues zu 


vorzugehen. Manches, was 

• • • ’ crsctzi'H Kciii. Ahcr gentik* tiort, w{i 


Berechtigung behalten. Anderes wird durch Neues zu erselzen stnii. .\i>cr gera.le tiort, wu 
sich die deutlichsten Widerspriiche mit dem wirklichen Naturverhalten zt-igi-u, winl tier {'imkt 
sein, wo man mit der besten Hoffnung an die Konstruktiou cider VtTvciilsiitndigutig lier (iesetze 
der Atommechanik herantreten darf. 

2. Man wird von vornherein erwarten, dafi man die elekiii»ehe Naim der Mutekular- 
krafte in jenen Fallen am leichtesten erkennen wird, wo die Atoiite in borin vun Icnien exi* 
stieren und deshalb ihr Feld, entsprechend dem Coulombscheii (iesetze, unit wacliMuider Erit- 
fernung nur wenig geschwacht, ausdehnen konnen. Die kleinste laiduiig, (lie vitrkminnen kamt, 
die eines einwertigen Ions Oder des Elektrons, ist nacfi Millikan itn fU-ktHiNtatiMiteti Mall- 
system 4,77.10—^® elektrostatische Einheitcn 

Man hat friiher gelegentlich fiir die Erkliirung tier Mulekulai krafle die allgenieine 
Gravitation heranziehen wollen. Indessen sieht man sofort, dah diese nngelu’iier kkdii is!, ver- 
glichen mit den elektrischen Kriiften. Beide Kriifte nelimen im eiiifaehsten inngekchrt 

proportional dem Quadrate der Entfernung ab, in jeder Entferming stelu-n -ie aKo iuj selheii 
Verhaltnis. Fiir die Wirkungen zwischen einem Na imd eiiiem (V-ltiii tindet man zalikmmiifiig. 
dafi die elektrische Kraft 10®® mal so groB ist als die tiravitatitinskrafl, 

Wir konnen uns nun fragen, ob die soeben abgeschatzten elektriselirn Krafic von der 
richtigen GroBenordnung sind, urn die tatsachliche Stiirke des imdekid.ireii Ztssaiimifnlialts 
etwa eines Steinsalzkristalles zu erklarcn. Ehe man aber diese BereeJmitng ui.iclit. nniB man 
sicher sein, daB wirklich auch im festen Steinsalz die Hausfeine von den bmen X,i mstl Cl 
gebildet werden. Diese Sicherheit hat man nun heute in der Tat. I'eber die \niu.fming der 
Einzelteilchen (jedes JVo-Ion umgeben von 6 C 7 -Ionen und jedes O-ion unigelieii von ft Sa- 
lonen) haben uns die Beobachtungen von Bragg fiber die Reflexion von Riinigfiistraiilen im 
Sinne der LAUEschen Interferenzidee unterrichtet. Nicht ein hypo! bet isclics Mok-kul NaCl, 
sondern die einzelnen Atome sind demnach die Bausteine. DaB ferner die Atotne aU Ituien 
vorkommen, erhellt am einfachsten aus der Tatsache, daB Sfeiijsalz iinsiande isi. die Kumkns- 
schen Reststrahlen zu erzeugen, d. h. daB dieses Salz im ritrarolen ein fiehiei sein st.-uker 
selektxver Reflexion aufweist. In der Tat versteht man. daB das elekfroniagneJische Im-M der 
Strahlung an dem Kristall angreifen kann, wenn die Einzelteilchen gedaden sind und begreift 
le Existenz emer ausgezeichneten Frequenz als die Eigcnfreqnenz. des posiiiven A'.id ht ter« 
gegen das emgeschobene negative C/-Gitter, ganz so, wie das Mauki.un.! .uk-I, zeitJieh vor de„ 
Braggsehen Beobachtungen geschildert hat. 

■'«" 'l™ Al.sl;,,,,! X„ 1 7 im 

dZi St alL, ''■'"kl ,„„l. 

wTd to n Sf n '"' I" 

diJ R^r dndlichtn M,sln,„|n „.i„. I1 „h», ,I« 

R.nhn m.g z„„st ansfnhrte, sieht sich deshalb geawung™, i„.ch Z„«,*,:ii,e 

Nimmt man z. B. i '"‘'1'“^' anlSi-i..i<h-iiili- ist. 

wertiges, positives Ion und jedes Cl-Teilchen (NaCl) so ist daiin jedes Na-lVik hen ab ein- 

nun die Na-Ionen, im ierA Gralt emwertiges negatives Ion vorhanden. Man denke sich 
35 Gramm, an den SMpol befOrdert Es werden? r, «'‘d die ( i-lcnet., im e.cuzen 

Gesetze anziehen, und trotz ihrer groBen Entfem**^ die beiden Teik; .I'ein.tb -Sem l .lulMinksi ken 
kraft der Betrag von 52000 So^ geg.mseitige Auziehmip- 




P. Debye, Zorich 


zwisclien den lonen einzufiihren, deren Ursprung dunkel bleibt, deren Existenz indessen nicht 
zu bezweifeln ist. Er setzt sie proportional einer Potenz der Entfernung und bemiJBt ihre 
Starke so, daB der tatsachlich beobachtete Abstand resultiert, walirend der Exponent der Potenz 
durch die Forderung festgelegt ist, daB das Modell auch den Betrag der wirklichen Kom- 
pi'essibilitat wiedergeben kann. Zum Gliick erweist sich dieser Exponent relativ groB, ent- 
sprechend einem sehr steilen, an die «harten Kugeln» erinnernden Anstieg der AbstoBungs- 
krafte bei der gegenseitigen Annaherung. Infolgedessen spielt die zu diesen Kriiften gehorige 
Energie nur eine untergeordnete Rolle und ihre Fehler konnen das Hauptresultat nur wenig 
beeinflussen. Diesem Befunde entspricht aufierdem die Tatsache, daB man, wie Bragg und 
Wasastjerna zeigen, jedeni Atom und jedem Ion in den verschiedensten Kristallen stets den- 
selben nur fur das Atom oder Ion cliarakteristischen Raum zur Verfugung zu steilen hat. 

Die Energie eines Mols NaCl in Krystallform laBt sich durch Kombination von Beob- 
achtungen liber Bildungs- und Sublimationswarme, sowie der lonisationsenergie experimentell 
bestimmen. Sie ergibt sich zu i8o kg Cal, Born zeigt, daB diese Energie ubereinstimmt mit 
der errechneten. 

Der experimentelle Wert fiir die Energie eines solchen Krystallgebildes ist immerhin 
nur auf Umwegen, durch Kombination mehrerer Beobachtungen zu erzielen. Es scheint viel 
naher zu liegen, daB tnan friigt, ob es denn nicht moglich sein sollte, ein MaB fur die Krystall- 
krafte zu bekommen durch Ausfiihrung eines einfachen ZerreiBversuches. Man kann in der 
Tat, wie es Zwicky gemacht hat, berechnen, wie sich die lonenebenen unter seitlicher Kon- 
traktion voneinander entfernen, wenn man Zugkrafte in Richtung einer krystallographischen 
Achse an einem Steinsalzstiick angreifen laBt. Man findet dann eine Kraft, welche mit zu- 
nehmender Dehnung immer langsamer anwachst, um bei einem bestimmten Werte der Ver- 
langerung ein Maximum zu erreichen. Man wird offenbar diesen Maximalwert mit der Zer- 
reiBfestigkeit identifizieren miissen. Tut man das, so ergibt sich theoretisch, daB man an einem 
Stabchen vom Querschnitt i mm^ mit einer Kraft von 300 kg ziehen mitBte, um es zu zer- 
I'eiBen. Das Experiment ist weit entfernt davon, diese Zahl zu bestatigen, das Stabchen reiBt 
schon, wenigstens bei der ublichen Anordnung, wenn man 0,5 kg anhangt. Soli man diesen 
Widerspruch als ein Beweis gegen die Richtigkeit der Grundvorstellungen ansehen? Vieles weist 
darauf hin, daB man besser daran tut, die Erklarung darin zu suchen, daB ein groBeres Krystall- 
stiick in den allermeisten Fallen wesentlich abweicht von dem Bilde des fiber seine ganze Er- 
streckung mathematisch regelmaBigen Gitters und vielmehr einen Bau aufweist, den man mit 
dem sofort einleuchtenden Namen «Mosaikstruktur» benannt hat. Ist dem so, so ist keine 
Gewahr mehr daffir vorhanden, daB das Resultat der Rechnung mit der Wirklichkeit fiberein- 
stimmen wird. Das besonders technisch interessante Problem der Materialfestigkeit ist damit 
theoretisch als eine sehr schwierige Frage gekennzeichnet. Und obwohl ein endgfiltiges Urteil 
heute noch nicht erreicht ist, darf doch darauf hingewiesen werden, daB Joefe bei geeigneter 
Anordnung des Versuches 80 % der theoretischen ZerreiBfestigkeit praktisch erhalten hat bei 
Steinsalz, so dafl ein triftiger Grund zur Beunruhigung nicht vorliegen dfirfte. 

3. Ein groBes Gebiet, auf dem die Auffassung der Molekularkrafte als elektrische zu einem 
tieferen Verstandnis zu ffihren scheint, ist das der Elektrolytlosungen. Das klassische Gebaude 
der Losungstheorie wurde aufgebaut auf zwei Grundgesetzen, Das van T^HoFFsche Gesetz 
des osmotischen Druckes, wonach dieser und zugleich die verwandten Erscheinungen der 
Gefrierpunktserniedrigung und der Siedepunktserhohung der Zahl der gelosten Teilchen pro- 
portional sind, ohne daB deren besondere Art eine Rolle spielt, ffihrt Arrhenius zu der Auf- 
fassung der Existenz freier lonen in der Losung. Die Zahl dieser lonen, der Dissoziations- 
grad wird festgelegt durch das zweite Grundgesetz, das Massenwirkungsgesetz von Guldberg- 
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^TTT., Gleichmvicht zwischen uii<ii^^'vii»’i 'I'ti uii4 >!j.m..mi. s i. ;, Mpirkidrii tjuii,,. 
Waage, we ches ^ .IfS UsTWAi.tiM-lnnt \ n .iunnnm: -i.- « .„mi„uni, 

titativ regelt un ».rs! g;,,./ ..Hituhlirh 4...-U 1 , .u,. |,-,i^. 

So groB war ^er ^ „.,t ..ilnil.ti ^ . j MS'.-jt, i.lnvuhl .iK- 

genauer zu ^ friihzeitig erkaiHit wui.lru l>tr;tiagrn 

Schwierigkei en “ j gespalttn >iii<l. 

^TLndSe“. tl.™ -a.,, 

;SSert"zu dieser Ktoc ‘ •'■I''; 

Aneesichts dieser Tatsache wir.l man vm-urtH-n. -lu- n„.|i.M;rH nst/ai 

stellen au. denen die GaWgkeit der ktoiscl.;.. i ..1,1 „ l.,,„„ m,„ 

Lerkt daan sofoit ihre AnaloRie mi. . 1 ™ I.'".'''." 'I.' > I-' "I k •;'■ .i.J 

L daB sie theoretiscl. nur so laLBi- ga..'.. al- 1« .■ a.'..:' .I- M, J. k„l„l.,.„„ 

als oebensachlich iiberhaupt a„ veraaclilassign. H.-. d.-. I I 

Krystallen die wie aSteinsalz aus lone.i auM«ui Mud. s.d.rn kv,,. «*.- Mu«k .!„■ ,lvkt„HclK,, 
Krafte sin’d welche zwischen lonen enlspn-cliai.l drm » ..nU.iMl-rtu-., i ..uHtrirn, Ik- 
denkt man ’dann, daB die auftalligen Almeklumgru dn KI.isshcIh:,, gnadv in .hi 

Fallen auftreten, wo man auf cine sehr vveilgciu-mlr m Hldirilcn hat, 

so liegt es nahc. an einen Zusammenhang zu .knken d.-. \i,. dn .i«tkcn Elek- 

trolyte einerseits tind den Korrekturen .kf titnudKeM-izr. «rkhr du- Hn HrlMdiiigurig 4*r i 
lonenkrafte anderseits herbeifiihreti mufl. 

Aber auch ohne das I’rabkm Vdii dit'tiii !.|»i'znlkii t ,i Mdii»jH)Hkii .m/iigtrikii, kuiB 
man sich zuniichst, in Kontakt mil .leu allKeuwimn Hegdu d. i I uU-tkgw, in ~ 

weleher Weise man wolil das Verhalteii .let EUktrolyU- |n..kii.di <..«cu k..i.iur Ibiriii. «ia 0 , 
es sich urn eine praktische Fassuiig hamklt. toimui gkidi /itm Huk.imrki . d.»JJ da% Kmiltst 
nicht eindeutig sein kann und es vide M.iKlkUkiiicu grlnii vut.l, mun dinni man .ianii inebr 
aus Gefiihlsgrunden eine als praklisdi l«-\i.izugeii wind G 1 HU‘. h.is d..^ griaii ihirch 
Einfiihrung des thermodynamisch hegrumleieu lkg»illi» dr* VkfiMi .i 

Betrachtet man z. B. das GkiciiKewidn zwiselw'ii S^til .\lMlikulrii und dm luncn A’li ^ 
und Cl, so ist der einfadiste Ansatz .kr vmi tit tumrau VV saui . «.m,idi m dn Zi Hrinlieit .!« ' 
Anzahl zerf allend e Molekiilc (jrojHfrtinnaf ihrer /.ilit »mi wird, w ihirnd glndwrdig dir Anzah! 
Molekule, weldie sich bildet, i)rc»jK>rtinn.tl grM'lzt wh*! drm ri<»h!kt«- dn /alilm soihandeiter ‘ 
Na,Ttap. Cl-Ionen. Die TheniKKlyiamik zrigt imk'.'m. d.iH im allgnin .m n l alh Ih i \iiwewii 
heit von Molekularkriiften die Zahkn tnkr KHiizriuratmnm M /u nmuni *11)1 ilmeli ksii i 
pliziertere Funktionen dersdbeii, weldic tiian Vkimi .fm ikihmh mul *.«» nninitirii k.ifii!. ; 

dafi das Massenwirkungsgesetz theriiii»lyn.iiiii»di nelnig i«i, «rii!s mu di«- i 

durch die Aktivitiiten ersetzt wcrUeii. I>as Vrrh.dliii* Akinii.n /y k4nii tMu i 

noch mit dem Namen Aktivitfitskoeffmient lirkgrn uml mm .»«< dm « njinmA'imlkit 

Ergebnissen auf die Abhangigkeit der .Akliiiiiiiisk«ir<lizim!rii dn rmttUtrn l•<»)n) v.ii 4 tii 
innern und auBern Bedingungen (kr L6»ung *ii sehln ikn 

Diesen Weg haben insbesomkre RRn!«.sTr(iT mid I.iwis km»«.«ii,ri(i ’ 

terer hat 1921 zusammen mit Uanoai.l dir lirfahrmig /u-amm. jign.itJi sn rmn IktJel 
welche ef die HypothCsSe der (.independent activity cocftkinUk ut ihr )«.!>*. > nmtj. 'b.udj dn'Ki 
Regel soil fur den Aktivitatskoeffizienten einrs ltin» nkhi *lir iMt(riiki.ii.'i ij’j.«’ii>!. 1 1 1 
sondern viel mehr eine fiktive Ktxizentratitwi, «lir Mq{m.i(mir I«<iirm!.*sS-< , xm!*},;. ‘ s ■.ria. 

welche in ihrer Bilduug auf Konzent rat ion und VVertigknt glnch/niis; . t! ssr 
geschieht, indem man zunachst jede lonmkonzentralkNi mulnidiidn! mu •Jii., k. 
Wertigkeit des betrefFendcn Ions und daiin er*i die Ikodiikir /m j'-dd.jxi; d. ixiscii+taikf 
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der Losung addiert. Offenbar wird sornit der EinfliiB der verschiedenen lonen mit einem um so 
grofieren Gewicht versehen, je hohei* ihre Wertigkeit, d. h. ilire elektrische Ladung ist. 

So sieht man in dieser Regel in klarerer Form erneut einen Hinweis auf die Wirk- 
samkeit der lonenkrafte hervortreten, denn diese sind entsprechend dem Coulombschen Gesetze 
den Ladungen iind damit den Wertigkeiten proportional. In der Tat fiihrt eine eingehendere 
Betraditung der Wirksamkeit der lonenkrafte auf eine Begrttndung der Lewisschen Regel. 
Nimmt man z. B. eine NaCZ-Losung und betrachtet etwa ein Na-lon und seine Umgebung. 
Es wird dann, eben infolge der Coulombschen Krafte wahrscheinliclier sein, daB man in einem 
irgendwie herausgegriffenen Abstand ein umgekehrt geladenes C/-Ion als ein gleich geladenes 
Na-lon findet. Und trotzdem die Regelmafiigkeit in der Anordnung, welche sich lierstellen 
mochte und die Ghosh in gar zu weit gehender Idealisicrung mit der Anordnung in einem 
Steinsalzkrystall verglich, infolge der Temperaturbewegung nicht zustande kommen kann, so 
wird doch ein Rest von dieser Ordnung vibrigbleiben, iiber deren GesetzmiiBigkeit zuerst 
Milner Untersuchungen angestellt hat. Man wird behaupten konnen, daB jedes Ion ini Mittel 
von einem wSchwarm timgeben sein wird, in dem die entgegengesetzt geladenen um so starker 
iiberwiegen, je naher man an das Ion herangeht, Unter vereinfachenden Voraussetzungen 
gelingt es nun zu zeigen, dafi die mittlere Dichte der Ueberschufiladung ini Schwann mit der 
Entfernung vom Ion so abnimmt, dafi fiir diese Abnahme eine vStrecke mafigebend ist, die nur 
von der oben eingefuhrten loncnstarke abhiingt, sofern die Krafte zwischen den lonen dem 
Coulombschen Gesetze geniigen. Dieses fiihrt dann ohne weiteres zu einer elektrostatischen 
Begriindung der Lewisschen Regel. 

Zugleich mit der Erklarung dieser GesetzesmaBigkeiten erhalt man die Erklarung fiir 
das ebenfalls merkwiirdige Verhalten, welches die Leitfahigkeit der starkeii Elekti-olyte in 
groBer Verdtinnung kennzeichnet und das schon von Kohlrausch auf eine Perm gebracht 
wurde, von der er feststellen muBte, dafi sie mit dem klassischen Massenwirkungsgesetze keinen 
Zusammenhang haben konne. 

Bjerrum hat seit vielen Jahren die Wichtigkoit der lonenkrafte hervorgehoben und gibt 
seiner Ueberzeugung Ausdruck, dafi in vielen Fallen der gewohnlich angegebene Dissoziations- 
grad von weniger als too % nur durch die Wirkung der lonenkrafte vorgetauscht sei. Nernst 
dagegen findet in neuester Zeit bei Beobachtungen fiber Verdfinnungswarmen ein individuelles 
Verhalten der lonen, welches ihm in Widerspruch mit der Lewisschen Regel zu stehen scheint 
und ihn veranlaBt, an der Bedeutsamkeit der Coulombschen Krafte zu zweifeln. Die Diskussion 
wird vielfach unter dem Schlagwort: «vollstandige oder unvollstandige Dissoziation» gefuhrt, 
was zur Folge hat, dafi der eigentliche Kern der Frage verschleiert wird. 

Um was es sich m. E. wirklich handelt, kann am besten illustriert werden an Hand 
einer Analogic. Bemerkt man, daB Joddampf nicht den idealen Gasgesetzen genfigt, dann findet 
man daffir die Erklarung in der Tatsache, dafi das Jodmolekfil in Jodatome dissoziiert und man 
wendet zur Berechnung der Abweichungen das Massenwirkungsgesetz an. Es sei gestattet, 
diese Methode die «chemische Methode» zu nennen. Nun weiB man aber, dafi alle Gase, auch 
solche, bei denen von einer Dissoziation nicht die Rede sein kann (wie etwa die einatomigen) , 
Abweichungen von den idealen Gasgesetzen zeigen, Alle Gase lassen sich ja verflfissigen! Fur 
die Erklarung dieser Abweichungen greift man nach van der Waals auf die Hypothese der 
Molekularkrafte zurfick und wendet damit eine Methode an, welche die «physikalische Methode» 
genannt werden solU). Es besteht wohl darfiber keine Uneinigkeit, daB fur ein vollstandiges 

Die Bezeichnungen sind gewahlt im Zusammenhange mit der historischen Entwicklung; warden 
wir nur an die durch die modeme Atomtheorie geleistete grossartige V erschmelzung von Chemie und 
Physik denken, so mtisste man die Wahl als unstatthaft bezeichnen. 
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veisLciicn ueiae ivieuiuuen g^ieicnzeing nerangezogen wercicn uiu.^.sru. \vanri-n<i tn(‘Sfs nun im 
Falle der Case durchweg geschieht, hat man fiir die Tlieorie dor Ldsungoii laugo Zo{( hindurch 
die «chemische Methode» allein bevorzugt. Die Meinung ist, dab danoln^n oino luTiicksichtigung 
der lonenkrHte, die zu ihrer Behandlung .die «physikalische Mothodo^ orfordern. uiUTl-ibHch 
ist Man kann nur noch fragen, welcher Gesichtspunkt praktisch der wioh(igst<‘ isf. Das wird 
wie bei den Gasen, in jedem Falle fur sich entschieden wcrden nuissen. Idi halto es inuuerhin 
fiir moglich, die allgemeine Feststellung zu niachen, dab die «physikalisclu* Methodoo, die bei 
den schwachen Elektrolyten nur eine praktisch wenig bcdetitsatne Korri^ktur hedingt, im Imlle 
der starken Elektrolyte den weit tiberwiegenden Teil der Erklilrung liefoii. 

SchlieBlich kann man sich noch die Frage vorlegen, ob zwisciuai den Kriiften, iui{ doneti 
beide Methoden operieren, in der Tat ein prinzipieller ITntorschied exist iert. b'riiuu'rt man 
sich an eine Arbeit von Boltzmann, in welcher davS dem Massetuvirkungsg(‘s<‘fz onfspriadumde 
Dissoziationsgleichgewicht zwischen Jodmolekiil und Jodatomen ahgeleitet wird auf (irund 
ier Annahme, dafi die Jodatome an ihrer Oberflache «kleine empfindliche Iiereiche» hahen. <lie 
ien Sitz groBer Krafte sind, so sieht man, dafi formal kein soldier I 'nterschietl existiert, 
mdessen wissen wir heute, dafi die in der Boltzmamischen Rechnung auftretimde Cin’ilJe <Ior 
impfindlichen Bereiche, sich auf dem Umwege itber die NERNSTschen chemisdum Konstanton 
lurch das PLANCKsche Wirkungsquantum ausdriicken laflt. Man darf dalua* vitdkdcht ver^ 
nuten, dafi zwischen einer wahren chemischen Bindung, wie sic der «chemisdum Methoden 
u Grunde liegt, und einer kontinuierlich und stetig veranderlichen «physikalischen Hindung», 
on der die andere Methode ausgeht, doch ein wesentlicher Unterschied exist ieren mag, indem 
lan im ersten Falle die Bindung als Folge eines Quantensprimges mit endlicher Eneriritv 


gegengesetzt gleiche Ladungen im endlichen Abstande dargestellt werden kann und dessen 
Grofie dutch das Produkt Ladung mal Abstand gemessen werden muss. Geht man zum dritten 
Gliede uber, so ist dieses der dritten Potenz des reziproken Abstandes proportional und ist 
quantitativ gekennzeichnet dutch GroBen von der Dimension Ladung mal Quadrat eines Ab- 
standes, die man als Quadrupolmomente oder als elektrische Tragheitsmomente des Ladungs- 
systems bezeichnet. In dieser Weise kann man die Reihe fortsetzen, jedes weitere Glied er- 
fordert die Einfiihrung von Momenten hoherer Ordnung. 

Vom Standpunkte dieser Reihenentwicklung aus gesehen, ist demnach die Einfuhrung 
von Molekiilen, die ahnlich wie Magnete wirken und ihre Kennzeichnung dutch elektrische 
Dipolmomente durchaus natiirlich. Selbstverstandlich wird nicht jedes neutrale Gebilde eine 
Dissymmetric der Ladungsverteilung aufweisen, wie sie dem Dipolcharakter entspricht. Es 
kann auch die innere Symmetrie groBer sein. Dann wird das Dipolmoment Null sein und das 
System wird sein Feld so konzentrieren, daB es proportional der vierten Potenz der Entfernung 
an Intensitat abnimmt, wahrend zu seiner Kennzeichnung nunmehr die elektrischen Tragheits- 
momente dienen werden. Entsprechend der Reihenentwicklung kann das Einteilungsverfahren 
fortgesetzt werden. So verschwindet z. B. das Feld wieder, wenn die drei elektrischen Haupt- 
tragheitsmomente einander gleich sind, dann wird das Reihenglied wichtig, welches der vierten 
Potenz der reziproken Entfernung proportional ist, usw. 

Fiir den Physiker handelt es sich nun zunachst datum, die Existenz von Dipolmolekulen 
experimentell nachzuweisen. Bringt man ein Ion in ein homogenes elektrisches Feld, so wird 
darauf eine Kraft ausgeiibt und es entsteht unter geeigneten Umstanden der elektrische Strom. 
Ein Dipolmolekiil dagegen erfahrt in einem solchen Felde im ganzen keine einseitig genchtete 
Kraft; nur ein Drehmoment wird ausgeiibt, welches bestrebt ist, das Molektil so zu drehen, 
daB seine Momentenachse parallel dem Felde zu liegen kommt, ahnlich wie das mit einem 
Magnetstabchen im Erdfelde geschieht. Unter Einwirkung eines homogenen Feldes, etwa 
zwischen den Flatten eines Kondensators, werden also die Molekiile einer Fliissigkeit oder 
eines Gases sich, sofern sie Dipolcharakter haben, orientieren und infolgedessen der Volumen- 
einheit ein elektrisches Moment erteilen. Die GroBe des erzeugten Momentes steht in nahem 
Zusammenhange mit der Dielektrizitatskonstanten. Einfach ist indessen diese Beziehung nur 
bei Gasen. Sind die Molekiile so benachbart, daB sie sich gegenseitig merklich beeinflussen, 
dann kann von der Dielektrizitatskonstanten auf das Moment nur unter Heranziehung von 
Betrachtungen iiber die gegenseitige Wirkung geschlossen werden. Man beniitzt hier gewohnlich 
eine schon von Mosotti und Clausius abgeleitete Beziehung. Diese ist indessen im allgemeinen 
nicht streng richtig, eine bessere Beziehung existiert aber zurzeit nicht. Diskutiert man das 
dielektrische Verhalten von Fliissigkeiten, so benutzt man also nebeneinander Hypothesen uber 
die Erzeugung des Momentes und solche iiber die gegenseitige Wirkung. Es ist unmoglich, 
reinlich zu trennen. Auf die Nichtbeachtung dieser Tatsache sind gelegentliche schiefe Urteile 

zuriickzufiihren. ' 

Wir wissen, daB die Dielektrizitatskonstante fiir alle Kdrper ohne Ausnahme groBer 
als I ist. Alle Korper nehmen also unter Einwirkung eines elektrischen Feldes ein Moment an, 
das positiv ist. Sollen wir nun schlieBen, daB dieses Moment in alien Fallen dmch Orien- 
tierung der Molekiile ziistande kommt und demnach alle Molekiile Dipolcharakter haben? Dieser 
SchluB ist unberechtigt. Ebenso wie eine leitende Kugel in einem Felde ein Moment annimmt, 
dadurch, daB die frei beweglichen Ladungen sich verschieben, kann ein Molekul ein Moment 
erhalten, dadurch, daB es quasi elastisch deformiert wird und seine Ladungen kleine Verschie- 
bungen erfahren. Diese Art der Influenz ist sogar die einzige, welche lange Zeit allein in Be- 
tracht gezogen wurde. Es geniigt also nicht, die Dielektrizitatskonstante allein zu messen, es 


39 


aufi vielmehr nach einer Eigeaschaft diescr Koastaatea grsad.l w.-r.!.-a. .lir 
Dipolcharakter verkniipft ist. Wir wissca. daU die .\l<.lrkait' vmv uiigrni.liirh 

Vemiclit niaii a!'** 


»cii iiiit cletti 

)ipr»l!i*i*lrklllr mil 


niuB 

Dipolcharakter verkniipft 

die Temperaturbewegung, aufweisen. ^ ^ 

trischen Feldes zu orientiereii, so winl diese Orient ivniii« iiidif vnll kiiiiiiiini kmmm, 

da sie fortwahrend infolge der TeinperaUirheweguiig iliirctt dir grgniMiiigrti Stnili. |||*|. 
kiile gestort werden wird. Man wird oiTctihar iiiii so weiiigei l liiriiiii iiiiig ji, i||||i||„ 

siver die Bewegung, d.' h. je holier die leiiiperatiir isl. KrIilirUl iiiaii fl.ilirr riwa fin 
Dipolmolnkiilen in einem tinveranclerliclien Voluniiii ein. sn winl triaii /it riiv,nririi lialtnn clafi 
, die bei konstanter Dichte bestimmte Dielektri^italskoiistaiitr riiit ^iiiirfiiiirtitln IViiijirrafiir ab- 
nehmen muB. Das Gesetz, nach welcheiii dieses ge^ciiirlif, kmm iiiii Hilif i|i 
MAXWELLschen Prinzips berechnet werdein Die ilegrlitiilinig i-*^! aififp*!; drijenigfn^ 

die Langevin auf dem Gebiete des Magnetisnnis attsfitfirie mr Aliiriiiini.; ilrn Oriiir:.*f|ifii 
seizes des Paramagnetismus. Diese innere und auUrre Arlitilirfikiii bri.Irr tiriiclite 

. SoMMERFELD neulich dazii, ftir die elektrische Hrregiirig tlureli t iriitirriiitg dm Xaiiirii l\iri- 
elektrizitat vorzuschlagen. Wahrend nun die Krregtiiig niii’ toiiiid drr < iiiriiiiritiiig %k*h ills 
temperaturempfindlich erweist, ist das niit der firreginig diiieli I tnrlii d'er Full 

Durch Untersuchungen fiber die Temperatiirabhiiiigigkrii drr I tiidi’kii lirkoriiriit 

man also die Moglichkeit, festzustellen» oh die Iietretfendni %h4rknk I Jipoleliaraklrr lialirm umJ 
kann dann durch Anwendung des Terniieratiirgeset/^rs ilir Orulie dr% |Mi|»t»h 'lir'^iiiiiiiirn, 

Solche Untersuchungen wurderi schon vor laiigrt Xrit, al% ilirr limtiitig mrli iiirtif tie* 
kannt war, im NERNSTschen Lalioratorinni au’^gefnliii von lUr.itimiMi Sji-iirr fiat ilatin 
und inneuester Zeit haben besonders Zahn in Priiieriiin mid m in 74iritr!i Il-Iriisiiiigfii 

mit modernen Hilfsmitteln gemacht. Das lViii|ierrifiirgrM*f/ lwi ^lii lii*i}irr strt« lifititigt 
Die Werte, welche fur die Dipolmomente geftiiulni wtiKlni, j-iiitl v..tj .|rr « iniBrjionlnung 
10-18, Gerade diese Grofienordnung ist es, weidu' das Ziiiraiim in dir HidHigkril der Vor- 
au^setzungen wesentlich bestarkt. Die Ladifng fines Hlrktmns i.t v„n drr « irtiflenordnuni 
10 10 C.G.S. Einheiten, die Abstiinde iin Molrktil -^ind vnn drr GiKBrni.idmnig lu * crn: wir 
haben also in der Tat von vornlierein «i rrwartrn. dnlJ d;is Mr^niriu rdiud. mi fr.tdnk! fadimg 
mal Abstand zu messen) die Grblienordmiiig Kr** anfwrisrn nniH 

Unter den verschiedenen Anwendungen. wflehr m.in r.,,, .irr \nn.ilnnr i|rr Kxisteni 
von Dipolmolekulen machcn kaim, .sollm zwri rtwas njiiiri l»r«raeh!rl wrrdrii 

Die Formel, mit welchcr der C-hrn.iker e,n Mr.l.-knl hr.rid.nn, m.II gr»ri,tfrn. das 
chemische Verhalten aus ihr abzulesen. Sie kann da., wr„„ wnkl.rl. d.r grgm.rnige Eage. 

luch df fr" dann ninH man rnrarten. dad 

Twi m ^ Digonschaf.en des Mnlekul. dn.d. d.r |...nnri n .rdr.grgrhrn Hrrden, 

kMD plharairt^^^ Jes w.rklidren Moleknl,. nml rrwarten. d«ll mi un.vnnm ....dir. Mole. 

Ih besleTs VT fT U..mr.m in f.„n mdef 

e ^‘•rhal.ni.e ..i rinrr Rrd.r mn ! ...m und iK.mpfen. 

cS ^ Ver,ud,.nhirk,r w.d.t,r r, die R.-dir r7/, f/fr/, 

Dampfform und'bei k^f Sr.inidika.ion /n rmnridm; in 
elektrizitatskonstanten T ® U" D'^idr nnirrsudii. Trni|.ri..iiH.d.hangH;k« !! drr I)i 
auBersten fehlte Das H uhimd Mr !., s dm briden 

ValenzendesKddfrXr™^^^^^^ r'""”''" 

Sind, alle vier gleich dann isi k • iy T " * '*' ■* "‘dclir am t ' \r,,m gi fwitden 

gieich, dann nst kern D,|«lmoment vorhamlm Simj af..-, , ,.d.i ... ..In der 
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H-Atome durch oin Cl-Atom ersetzt, dann tritt sofort eine Dissymmetric auf, welche dem Molc- 
kiil ein Dipolmoment verleiht, das im Verhalten der Dielektrizitiitskonstante zurn Ausdruck 
kommt. Als zweite Anwendung sei die Erklarung der von Drude aufgefundenen anomalen 
Dispersion fiir elektrische Wellen besprochen. Die Verteilung der Dipolaxen im konstanten 
Felde stellt ein statistisches Gleichgewicht dar. Wiirde man nun das Feld plotzlich verschwinden 
lassen konnen, so wiirden trotzdem die Axen nicht momentan zu derjenigen Richtungsverteilung 
zuriickkehren, die im Felde Null herrscht und bei welclier keine Riclitung bevorzugt ist. Der 
ProzeB des Entstehens oder Vergeliens der von der Feldstiirke erzwungeneu Einstellung wird 
zeitlich durch eine Relaxationszeit charakterisiert sein. Dicse Relaxationszeit aber ist zu be- 
stimmen mit Hilfe einer Gleichung, die eine Verallgemeinerung darstellt, der EiNSXEiNschen 
Betrachtungen tiber die BrownscIic Bewegung, welche sich im vorliegenden Falle auf die 
Drehungen der Molekule zu beziehen haben. Nehmen wir an, daB diese Relaxationszeit bestimmt 
ist, so wird das Medium auf Wellen, deren Schwingungszeit groB ist, gegen die Relaxationszeit 
so reagieren, daB diese sich mit einer Geschwindigkeit fortpflanzen, die der statischcn Dielektri- 
zitatskonstanten entspricht. Ist dagegen die Schwingungszeit kurz verglichen mit der Relaxations- 
zeit, so konnen die Molekiile sich nicht mehr einstellen und reagieren nur noch wepn ihrer 
Polarisation, die der quasi elastischen Verschiebung der inneren Ladungen entspricht. Die 
Dielektrizitatskonstante hat dann urn den Betrag des Orientierungseffektes abgenommen.^ Im 
Wasser entspricht das einem Abfalle von 8o auf 3- Die oben erwiihnte Gleichung, welche diesen 
Abfall als Funktion der Frequenz beschreibt, zeigt, daB gleichzeitig eine Absorption auftreten 
muB, die in demjenigen Frequenzbereich ein Maximum hat, wo der Abfall dei Dielektiizitats 
konstanten stattfindet und links und rechts davon verschwindet. Beide Erscheinungen: anomale 
Dispersion und Absorption konnen also nur dann auftreten, wenn das Molekul Dipolcharakter 

hat. Diesem entspi'icht der experimentelle Befund. 

Urn zu entscheiden, ob die GroBenordnung der Relaxationszeit der Frequenz entspricht, 
fiir welche praktisch anomale Dispersion und Absorption von Drude gefunden wurde, muB man 
sich eine Vorstellung bilden iiber die GroBe des Momentes der Reibungskraft, das in einer 
Fliissigkeit auftreten wiirde an einem Molekiil, welches gezwungen wird, mit gleichmaBiger 
Geschwindigkeit zu rotieren. Ebenso wie sich gezeigt hat, dafi man fiir die Diffusion die rich- 
tige GroBenordnung findet, wenn die Molekiile der diffundierenden Substanz hinsichtlich der 
bei gleichmaBiger Fortbewegung auftretenden Reibungskraft wie Kugeln endlicher Dimensionen 
im SxoKESSchen] Sinne behandelt werden, wird man es hier wagen, das Molekiil mit einer gleich- 
maBig rotierenden Kugel zu vergleichen. In der Tat folgt auf diesem Wege die GroBenordnung 
der Relaxationszeit zu io-i° Sec., einer Wellenliinge von einigen cm entsprechend. Wenn 
es auch zu viel verlangt ware, absolute Uebereinstimmung der Erfahrung zu fordern mit den 
SchluBfolgerungen, bei denen die benutzte Idealisierung des Molekiils in wesentlicher Weise 
eingeht, so darf man doch vermuten, dafi der Ansatz weiter tragt als bis zur blofien Abschatzung 
der GroBenordnung. Die Theorie zeigt, daB die Erscheinungen wesentlich abhangen von dem 
Verhaltnis gebildet aus dem Produkte Reibungskonstante mal Frequenz einerseits, und dem 
Produkte Boltzmannsche Konstante mal absoluter Temperatur anderseits. Diese Kombination 
wachst bei konstanter Temperatur mit steigender Frequenz. Glaubt man aber, daB die auR 
tretende Reibungskonstante im Sinne von Stokes der gewohnlichen Zahigkeit der Fliissigkeit 
proportional ist, so kann man jenes Verhaltnis auch vergroBern, indem man bei konstanter 
Frequenz die Temperatur erniedrigt. Man sollte also erwarten, daB ahnliche charakteristische 
Kurven, wie sie fiir den Brechungsexponent und den Absorptionsindex erhalten werden, wenn 
man bei konstanter Temperatur die Frequenz erhoht, auch auftreten miissen, wenn man bei 
konstanter Frequenz die Temperatur erniedrigt. Dieses aber ist in der Tat der Fall; hiibsche 

41 



Versuche von San-ichiro Mizushima haben ncumlinKs ili« iMwa! tiin;4 hi,, hidok- 

trizitatskonstante von Dipolsubstanzen zeigt mit abm'hmviulvr IViiiiH'i.tfui <!< )t au.tin.il, n Ahfall 
und gleichzeitig wachst die anornale Absorption zuiTs! an, vm-iclit riii Xl.iximum uiid f-iHt 
dann wieder ab. 

5. Die dielektrischen Versuche, von denen oben *lif KrtU- w.ir, hahni un^ jn 
zeugung gestarkt, da6 das elektrische Bikl des Molektils dcr \\ irklicbkcii «•»! k fiMichen 

wir jetzt, ob die Molekularkriifte, vvie sie z. B. bei lier Vi‘rtlti....igui!g ti.iM-.. ^iditbar 

werden, in Zusammenhang mit jenera Bilde gebracht werden kiiinn'ii, 

Als VAN DER Waals zcigte, dafl eine Kontinuitiit sewixelien «lii« muj 

fliissigen Zustande existiert und er das cliarakteristiscbe Vcrlialtm in gmllrn Zngrn dureh cine 
beriihmte Zustandgleichung wicderg<ab, war er aiisgegarigen voii /vvri I imn.laitnabmeH, Die 
Molekiile sollen sich erstens in groBerer Entfernuiig .stet.s gt'gens('(}!g /hck.'us .snllcn 

sie in kleinerem Abstande abstoBende Kriifte aufi'inantier ansiibeii, dir nrhi ia».i'!i mil abnrhmen- 
der Entfernung zunehmen und durch die Einfiifirung wirkliebrr M,»!rksd,biH*!imrssrr approxi- 
miert werden konnen. Diesen zwci Grundannahmen enls(»ricbi dir b.initilirimg /wrirr indi- 
vidueller Konstanten der Anziehungskonstanten a uiid der VtiluiiirnKun^ianirn h. hi,- ki itiHchcn 
Konstanten (der kritische Druck, das kritischc Volumen uinl ilir kriliH-br 'rrmprialun siiid nach 
van der Waals durch die beiden Molekularkonstantcn a und h ausdniekb.M Ih bat .*ieli grzeigt, 
daB die van der Waalssche Formcl nur eine er.ste groin' Xiilu-rung daisirlll, wrim rt ..ieb tim die 
quantitative Darstellung des wirklichen Verhalteiis eines Ga-rx bandrll, w alin-nd dagegcn dag 
qualitative Verhalten allcr Ga.se in .au.sgezeiclmelrr Wrisr wiriirigegrlu-n wild Ms isi denmach 
als sicher anzunehmen, daB die von van der Waals postuliertr uiiivnsrllr An/ieluing existiert 
und wir haben uns nicht nur zu fragen, ob eine {ioldte .\iizirbinig am* unsrirm rlektrigchen 
Bilde folgt, sondern aufierdem zu untersuchen, ob die elektriscben Krafir gn.a grmig sind, urn 
die tatsachliche molekulare Anziehung zu erklitren. 

Man denke sich zwei Molekiile von Dipolcharakter in einer grwi*«n Mnl rmning von- 
einander. Sie werden dann noch alle moglichen Orient ieriingen ilirrr hijnilaciisen lisiten konnen. 
Die Frage ist, ob unter diesen Ilmstanden im Mitfel eine result ieiendr Kiaii roii einem aitf <Ias 
andere Molekiil ausgeiibt wird, als Folge der eleklrischen Febler, die vmii rmnn I widungggystem 
ausstrahlend am anderen angreifen. Nach den Grundgeset/eii der !• iektrostaiik folgt ieiehf. 
dafi uberhaupt kerne resultierende Kraft vorhanden ist. falis all,. C Jrient.eiungrn der .-leklrisdien 
^ omente im Raum^ gleichberechtigt sind. Kbenso alH-r. wir ei« Mumettt in einen, iiufleren 
It™ ", * ['•'‘^••“’'‘•‘“risebe Jirtrgung /ustande komtnt, 

Orttr '*■ »'«rntir.eu Aueh diesc 

ausvesnrot^ indessen durch dte Temperaturlrevvegung ge^tdrt. .Kir «itd also mu i-o ru-niger 

demBoltzmt Ak'r so lange sie vinliamten ist, werden ,i;id, 

zugt ahnlich iinrrgir bevor.. 

unLre Atmlr ' ^'^‘'“’HTflacbe iH-vor/ngen und infolgrdessen 

Ums^ndes erne gegenseitige Encrgie. die als Anziehung in dir IGsehrimmg nitt, 
in zwei groBe GruifrT'^ ‘ dWektrisd^ Eigenschaften salien w ir, d;»!S .lie .'^ttf.stanzen 
raturempfindlich bei de ^ • I* **”*” Grupfie ist die dielektrisebe Etreguug tmiiie- 

tr^er «f dt^^ "" " crstgenauntm .<o,rr sind IH,Ll- 

z. B., diekein elektrisches Mof t K ^ IWrerlegting anwrndba, Imu ^|gonilb«ne 

-ig anzieher“^^^^^^^^^ -J* 


ausgegangen sind, auch wenn die elektrischen Systeme der Molekiile symmetrischer sind und 
erst mit Hilfe von Momenten hoherer Ordnung charakterisiert werden konnen, besitzen sie 
gegenseitige potentielle Energie. Die Orientierungen kleinster Energie werden nach wie vor 

bevorzugt und eine gegenseitige Anziehung stellt sich ein. ^ ri • 

Insbesondere Keesom hat Rechnungen durchgefuhrt uber diese « Anziehung durch Orien- 
tierung». Wie nicht anders zu erwarten, wird die so errechnete Molekularanziehung temperatur- 
empfindlich. Aber auch die Experimente fordern diese Abweichung vom ursprunglichen van der 
Waalsschen Ansatz. Die elektrischen Tragheitsmomente, welche z. B. bei denjenigen Molekulen, 
die keine Dipoltrager sind, notig wiiren, um die Formeln quantitativ den experimentellen Ergeb- 
nissen anzupassen, ergaben sich von der GroBenordnung lo-^e. Diese GroBenordnung ist wiedet 
in Uebereinstimmung mit dem, was wir erwarten miissen. Ein solches Moment hat namlici 
die Dimension Ladung mal Quadrat eines Abstandes und da die Elektronenladung die GroBen- 
ordnung 10-10 und die Molekiildimensionen die GroBenordnung lo » haben, folgt dei zu er- 

wartende Wert ebenfalls zu lo-^o. _ 

Bei naherem Zusehen ergeben sich indessen verschiedene Einwande, die von wesentlicher 
Bedeutung scheinen. Die Ansatze, welche im Sinne des Boltzmann-Maxwellschen Prinzips den 
Keesomschen Rechnungen zu Grunde liegen, erfordern implicite die Existenz einer re ativ be- 
trachtlichen kinetischen Rotationsenergie der Einzelteilchen. Diese Energie muBte smh in der 
spezifischen Warme bemerkbar machen und wir wissen, daB dieses, wemgstens bei 
atomigen Edelgasen, die doch auch die van der Waalssche Anziehung zeigen, nicht der Fall ist. 
Nur eine Abanderung des Rechnungsprinzips, die vielleicht allerdings nicht von yornherein as 
unberechtigt abgetan werden kann, wiirde den Widerspruch beheben konnen. Ueberdies aber 
haben die bisherigen Versuche des Leydener Laboratoriums zwar gezeigt, daB die «Konstante» o 
keine Konstante ist, es hat sich indessen in alien Fallen ergeben, daB die Molekularanziehung 
bei zunehmender Temperatur einem festen Grenzwerte zustrebt und nicht verschwmdet. Dieser 
Forderung kann die «Anziehung durch Orientierung» nie geniigen. Wenn die kinetische Energie 
der' Rotation groB wird im 'Vergleich mit der potentiellen Energie der Orientierung, wer en 
alle Achsenlagen gleichberechtigt und damit verschwindet, wie oben bemerkt, die Anziehung 

nach den Grundgesetzen der Elektrostatik. . . tt- • -e ^ 

Eine Revision der 'Voraussetzungen zeigt bald., daB diese nicht in jeder Hinsicht ein- 
wandfrei sind. Schon bei der Besprechung der dielektrischen Eigenschaften fanden wir es notig, 
auf die alte Idee von Mosotti zuriickzugreifen, daB das Molekul nicht ein starres Gebilde is , 
sondern durch ein elektrisches Feld deformiert werden kann. Die Tatsache, daB die Licht- 
■ geschwindigkeit in einem Gase eine andere ist als im Vakuum, liefert den experimentel en e- 
weis fiir diese Deformierbarkeit und der Brechungsexponent ist ein MaB fur die Beweglich ei 
der Ladungen im Molekul. Wenn dem aber so ist, dann muB schon ohne Orientierung eine 
gegenseitige Anziehung der Molekiile, die «Anziehung durch Polarisation, existieren. Jedes 
Molekul wird mit Hilfe seines Feldes ein benachbartes beeinflussen, ahnlich wie eine kleme 
leitende Kugel influenziert werden wurde. Infolge dieser Influenz entsteht eine gegenseitige 
potentielle Energie, welcher nach den Grundgesetzen der Elektrostatik Krafte entsprechen, die 
das influenzierte Teilchen nach solchen Stellen treiben, wo die Feldintensitat am grofiten ist 
Was hier geschieht, ist dasselbe wie das, was wir beim Grundversuch in der Elektrostatik 
beobachten, wo wir feststellen, daB ein beliebig geladener Korper alle anderen neutralen Korper 
ohne Ausnahme anzieht. Eingehendere Rechnungen haben gezeigt, daB die GroBenordnung der 
Polarisationskrafte in der Tat ausreicht, um z. B. das quantitative Verhalten der Moleku ar- 
anziehung bei den Edelgasen wiederzugeben. Es ist also schlieBlich kein Grundl mehr vorhanden, 
an der Moglichkeit einer elektrischen Deutung der van der Waalsschen Attraktionskrafte zu 


43 



mg ist iiiEwischen mguv il;ili m iwmmt Zmt 

-r (lie .FolarisatioiiHkritfte ab wvMttiUdt hrfmmi*/ugm liiiliin, imi 
DU heteropolaren Molekiileti wie I HI iiii*l II /it i*fklarc*ii, 

;Iie (lesaintheit ties !>islier vt^rgebraelileii ^lairri.ikn mi wenleri wir 
i, ckiB (lie Erfolge hmmv «lt«i erreirhl iviirilm. i%ii t-s nm 
lentlich clurch tien IMth'erliiiif iiii MroOerrii .^li^taiiiir vriiii Mcilekii! 

(ler IieterrijMilareii Atr hri i^^riiBerer 

(lurch eiiieu p!i4ii(»iiirtiM!Mgisiiirii i{iii||*|^ 
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f\noii!ieruii|^ lir^cltiaiikt \t*n uiii i «aiilriieliii*ii,|en 
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Frageslellimg i^amaeliHf in ilrr nnta-rli^i iiinglirliiii ibiriri iinxii- 
iiicht tiiMi Zusaiuiiieii^toil /wmri Mnlr’kiiit"' cwlrr Atoitie,. 
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Born und eiiiige Mitarbeite 
sogar den inner en Aufbau vc 

6 . Ueberblicken wir d 
durch die Tatsache getroffen, 
sclieinungen handelt, die wes< 
bestimmt werden. In der BoRNschen Theorie 
Annaherung wesentlichen Al)StoBungskrafte 
eines Potenzgesetzes gefafit werden, 

Molekiildurchmesser, der die gegeuseitige 
Erklarung dieser in kleinen Abstiuiden 
daraus wohl schliefien, dab d: 
sclieinungen zuriickzufuhren, 
wird man darauf gefuhrt, die 
greifen. Das geschieht, indein man 
sondern den ZusammenstoB eines 
elektrisclien Felde den Elektronen beliebige Ciesc: 
nacliweisen kann, hat man nelienbei nocli den Vurleih 1 
variierten Bedingungen ex])erimenteli verfolgen kanii, !si»lc!ir \ m sueUr 
ausgefiihrt worden. Zunachst lint er festgeslelll, ilalJ tli! 
keiten ohne starke Riickwirkung durclilassem wtirnil die Cniiiidliigr gr%eli;illrri mirtli* fiir iifistf 
heutiges Atombild. Eine vStorung der ElektrcHienlirweginig vi.tri dm' iriiigrit i iirillriiiirdiiiiiig, wic 
man sie nach dem Bilde der harteu Kugeln erwarten wiirdr, rr»»l riii Itri rrliilif klfintu 

Gesch'Vvindigkeiten. Das interessante Gehiet der iniltleren t.#rsclnviiiiligkriirit, wrlelir^ ticsfifiilcfs 
von Franck und Hertz sowie einer groBen Reitie vim atnirrm tirlrlirtni titiirr^iiclii wiiriie, 
und das sein eigenes Gepnige erhiilt durch die Oiiainen^^priiiigr. iivdcfir dir idrktttiiirii rmnipa 
konnen. liegt auBerhalb des bier zulassigen Raliirien^, h^iir mis isi an dirsrr Strllr weseiillicll* 
daB auch im Bereiche kiciner GescIiwiiKligkeilem dii^ krinr iliiiirriidrii ■\riiflrriiiigrii iiii Atcin 
verursachen, sehr merkwiirdige unti tmerwartele l^rsrlleitlnflgrn rvistjrini, dir riiiigrii 
Jahren von Ramsauer experimentel! iiachgewirMm und sriiilriii iiirliifarli first at igl miiidrii 

Als Beispiel sei das Verhalten von Argon etwas mihrr Isiiracliiri, Elrktrinirii* wrlciie eiiic 
Potentialdififerenz von etwa 40 Volt durchlaufeii liabrin wndrii iiliiilie}i ttir this aiif 

Grand des gewohnlichen gaskinetischeri Animdyrchinrssers atti rrwiiririi lirlit iiiif'i mill 11 
kleineren Geschwindigkeiten iiber, so wird zunachst dir Zrr^tirtiiiiig gii»irr ^ir ^irigt iiide%>i*ii 
micht dauernd, sondern erreicht bei 13 Volt einen Maximalwrit, widclin irdi riiiriii ver- 

groBerten Atomquerschnitt entspricht. Von da an winl itmi iiinkMiirdigri iiiit a!e 
nehmender^ Geschwindigkeit die Zerstreuutig wiedrr grringrr yml niijijiiirlif / II Iri riiier 
Geschwindigkeit von i Volt nur inehr cineni tJiuTwIinin. welclii-i tiuKrOlu •Iriti drluvii 

eile des gaskinetischen Quersdinittes ist, Giewisse Wri>ufhr Ivgrn tlir VmiJiiiu!!}; daB 
bei ganz klemen Geschwindigkeiten wieder eriieut riii (nwadiM-n »lri /.'juirusmg idii-ruen 
durfte, so daB die Kurve eine vielleiclit nicht nur auflcrliche Arlmltdikni tni! einer 

Uispersionskurve in der Nahc einer Absorptionslinie. 

Glaubt man, daB ein Atom, welches nach Bona ein Sv^iens t-«. nicht 

yon emem e ektrostatischen, sondern von einem elel<tro(ivitam)<>ch(-n Wtvh-.vKt lil*- iHiigcl«m 
^ , so ann man verstehen, daB die ankommenden Elektronen drshalb mir /\l»4i<»ihing erfalircn 

Annahcrung kinetische Energie von «lrr An rnn-r ^fhrtiiiKnng-vwrKic 
aufspeichern werden. Auch die i, . . . 
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VergroBerung der Zerstreuung zustande kommt, folgt, wenn beriicksichtigt wird, da6 das Atom 
vom Elektron polarisiert werden muB und deshalb das Elektron anzieht. In diesen Gedanken 
gangen bewegen sich einige Arbeiten von Zwicky. Aber es scheint kaum wahrscheinhch, dafi 
man mit Hilfe der klassischen Vorstellungen verstehen kann, daB bei nocli klemerer Ge- 
schwindigkeit die Ablenkungen wieder abnehmen. Es ist deshalb von Hund versucht worden, 
die Regeln der Quantentheorie so zu formulieren, daB die Beobachtungen mit ihnen, wenigstens 
qualitativ im Einklange sind. Obwohl man offenbar von einer wirklich quantitative!! und ein- 
leuchtenden Theorie noch sehr entfernt ist, scheint es doch sicher, daB nur eine Abanderung 
der Grundgesetze im Sinne der Quantentheorie zum Erfolg fiihren wird. Heute ist man woi 
trotz einigen bemerkenswerten Ansatzen noch nicht im Besitze einei genflgend um assen en 
Formulierung der Quantengesetze um das Problem der ZusammenstoBe mit Aussicht auf einen 
durchschlagenden Erfolg in Angriff nehmen zu konnen. Indessen schon die Erkenntnis a ein, 
daB die Quantengesetze wesentlich sein werden fiir den weiteren Fortschntt auf diesem Gebiete 
ist nicht gering einzuschiitzen. Die stetig fortschreitende Entwicklimg auf dem Gebiete dei 
Quantentheorie, welche neuerdings durch die Namen Heisenberg, Born, de Broglie, 
SchrUdinger gekennzeichnet ist, laBt hoffen, daB auch das hiei zuletzt beiancete ro em 
in nicht zu ferner Zeit gelost werden wird. 
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The Distortion ot bingie i^rysuiKs ui ivietdis 

By G. 1. Taylor, Cambr i.lK»* i ii ! .i u .h 
(See piate I for fiKnirc!* l- .5. '> i.U 

Our knowledge of the distortion of indallic cry>t:il» Ing.in. 1 thmk. writ th,. vu„k of 
Rosenhain and Ewing who showed that when certain iiiei.iN air stramrd on.] ih,. 
surface examined under a microscoiie a number of straighl ai.|«-.u. Thr.,- h;;.-, opp.ar to 

consist of steps, and the authors came to the ctmcluskin tlut th.-v .rw ih, -i.o r. ..j eustal 
planes on the surface of the metal and that tliey are due to slipping ..ji ihux,- pi.uo-,, \ liple 
advance beyond this was possible however till file disctiveiv ni inrtloHU i..i i.s.dtiij;. bv ni«ms 
of X-rays, the orientation of crystal axes in grains nf iiu-tal winch h.ivr in. 1 1 v .‘..d hut 
are crystals as far as their internal structure is conemied 

Simultaneously with the development of systems ui .iiiaHsin In \ (.n, 
a great development during the last few years of metlimb for 5 »t«»UiciHK lug.- mrt.dlie crysUils. 
Methods of slow crystallisation from the molten state and of Ciys<.illis,i!i..n ..it .i ntukus Imv 
been developed in Germany, America, Russia and other eiiimnn-s wlnl«* t,i go.ivmg 

large crystals from small ones in the solid stale have Ihtij derrh.pr.l ehirlly »« i ;ng|,4i)d. ,\s a 
result of these researches we are now in a position to devrloj. the ihi-orv of dotmtioji of mvtals 
to an almost unlimited extent. For this reason it seem., ripiaitlune at the pir..rn'. fnijr !» di«ii« 
the methods that may most usefully he employed in the %«thiln»n of ptiddetiH ot this tvjw. This 
is specially so because the problems are essentially niai!ieniala%d m cli.iiaclei .uni most of the 
worker's in this field are experimental pliysicisis. 

The simplest elements of the problem are the fdbwing. A pn-er «if fnft.d sshicli cwwisu 
of a single crystal throughout its volume is subjwted to a given di.»ioiiiuii, Its sh.ijw and sw 
can be measured before and after distortion and the oriental nm of ti« rrystal determine!! 
in each case. In some cases lines due to the distortion apiwat on tlir mii face It i» required 
to find the relationship between the distortion, tlic crystal axe« and these »hp hm-.. 

In all cases except, I believe, in the work of Miss KtaJu and tin self on atmionmm erystali, 
the principle of the methods used has freer! to In^gin Ity tinding a kind of test svhich give'- uniforiu 
distortion and also one set of slip lines on the surface. In ca»r» like tlrat of ini, /toe an.) hi'.iimtlt 
these conditions are satisfied by a simple tensile test of a uniform liat It n ihnr a^Mimed that 
the meaning of the slip lines is known (in many case.» it i» indeed «4»viomi, and iliat they aie 
the traces of planes of slipping on the surface of the sirccitnen. T'lie next onwedme n to <li- 
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mark out that plane on the surface of the specimen. They depend in fact on knowing the form 
which the answer will take before starting to solve the problem, and the work consists in verify- 
ing the correctness of the original assumptions. There are however many cases to which these 
methods do not apply. In the case of aluminium for instance Miss Elam and I have shown 
that under certain definable conditions the distortion is due to simultaneous slipping on two 
crystal planes and she has extended that result to the cases of silver, copper and gold. Again 
the case of iron has proved an insoluble problem to metallurgists who have arrived at an 
enormous number of mutually contradictory results because, as I shall show later, the lines 
of slip though definitely related to the distortion, are related only indirectly to the crystal axes. 
Then again one may want to experiment with metals under conditions where slip lines are not 
observable as for instance when aluminium crystals are tested under compression between 
parallel steel plates, a type of experiment to which I shall refer later. , . . r 

To-day I propose to describe the general method which I have developed for dealing 
with all problems of this kind. The advantage of this method lies in the fact that it gives 
all information which can possibly be obtained from external measurements of a specimen 
uniformly distorted, and that it makes no assumptions in regard to the nature of slip lines. 
The method consists in determining all the directions which remain unchanged in engti uiing 
a uniform distortion. I will not go into the details of how this is done. It is quite simple in 
idea though sometimes laborious in practice. I will content myself with a general description 

of the metliod. . ■„ 

In order to get the greatest possible accuracy special precautions are necessary in the 

experiment to ensure uniformity in the distortion. I need hardly go into the details of the 
experimental methods, but in order to illustrate the degree of uniformity which can be 
obtained, photographs of a circular disc cut from an aluminium crystal before and after com- 
pression between parallel steel plates are shown in figs, i and 2. It will be seen that the squares 
ruled on the surface before compression become oblique parallelograms after compression, fhe 
uniformity of the distortion may be judged by the remarkable straightness of the ruled lines 

in the distorted specimen. ^ ^ i i 

Fig. 3 is a photograph after distortion of a flat piece cut from an iron crystal and 

compressed between parallel plates. This piece was originally marked in squares with the same 
pattern as the aluminium specimen shown in fig. i. It will be seen that the uniformity of 

distortion is remarkable. . 

From measurements of the shape and size of similar elements in the material before 

and after distortion it is a simple matter to obtain formulae connecting the positions, of a 
particle before and after straining. For this purpose rectangular coordinate axes are chosen 
in some convenient manner, thus in the case of compression specimens marked as shown in 
fig I the axis of .3 may be taken perpendicular to the surface of the specimen. ^ The axis 
of ^ may be parallel to one set of ruled scratches and the axis of y also in the surface of the 
specimen but perpendicular to the axis of ^ so that before distortion it is parallel to the 
second set of scratches. With this choice of axes the formulae connecting the coordinates 
Vv •®i) particle in the distorted material with y^, Zq) coordinates of the 

same particle before distortion are: — 

I yQ-\- V-H 

j/j = wjj/q + ^^0 

H = r^o ) , , . 

In these formulae a, I, (x, m, v, y are foundby simple formulae from measurements ofthe specimen 
It is now a simple matter to calculate the equation to the conical surface on which all 
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the crystal axes remain fixed relative to one of the planes and not relative to the other, the 
slip plane is clearly the one with respect to which they remain fixed. In addition to this 
the plane with respect to which the crystal axes remain fixed is usually, as in the case of 
aluminium, a crystal plane. In fig. 4 the pole of the slip plane is marked at A^, a (iii) plane 
determined by X-rays at A the direction of slip at and the nearest (no) direction at B. 

It will be seen that this method of representation brings out very clearly the accuracy with 
which, in the case of aluminium under compression, the slip plane and direction of slip agree 
with a crystal plane and a crystal axis. 

(fc) We can examine the slip lines, if there are any. In many cases they are the traces 
of the slip plane and even if they are not marked clearly enough to permit of measurement 
they may indicate which of the two alternative planes to choose: 

(c) We may carry out the distortion in two stages, so as to obtain measurements for 
3 states of the material, (i) unstretched, (2) after first distortion, (3) after second distortion. 
We can then work out the second position A, of the unstretched cone for the transition from 
states (i) to (2), and the first position B, of the cone for the transition from states (2) to (3). 
Both these cones exist in the material in state (2). It is found that one of the planes in A 
coincides in position with one of the planes in B. This is the slip plane because it remains 
unstretched during both distortions. The other plane in A does not coincide with the cor- 
responding plane in B, that is to say the second plane of particles which is unstretched by the 
first distortion does not remain unstretched in the second distortion. Hence from the external 
measurements alone we can determine which of the two parts of the unstretched cone is the 
slip plane. 

Examples of the use of the method 

Our first use of the method was to determine the plane and direction of slip for tension 
specimens of Aluminium. In this work we made no use of slip lines which in oui experiments 
sometimes did not appear and were very indistinct when they did. The problem however may 
also be solved by the method first described in which the answer to the problem is first assumed 
and then proved to be correct. The result is similar to that of other workers with other 
materials, the distortion being entirely due, except in special cases, to slipping on one crystal 
plane in the direction of a crystal axis. Experiments with compression specimens give identical 
results. 

Since most of us are familiar with this type of distortion I will pass on to the con- 
sideration of the cases in which the crystal axes have moved, as a result of distortion, into 
symmetrical positions with respect to the principal direction of stress. Here there is an 
a priori reason to suppose that the material might slip on two planes at once and an examination 
of the unstretched cones has enabled us to prove this to be the case. 

The oval curve in fig. 5 is a stereographic projection of the unstretched cone for a 
small extension of a specimen when two possible slip planes were nearly symmetrically placed 
with respect to the axis. The two slip planes are shown as two arcs of circles AC and AB. 
The unstretched cone nearly passes, as it should if the hypothetical double slipping actually 
occurs, through the point of intersection of the two planes. From a consideration of the nature 
of the distortion due to slipping through two small, but not necessarily equal shears on the 
two planes AB and AC it can be proved that the unstretched cone must pass also through 
three other crystal axes, making 4 in all. These are marked in fig. S as A (loi), B (on), 
C (110) and D (iH). It will be seen that the cone passes very close to all these points. 
By choosing different ratios of the amount of slip on the two slip planes we can find a distor- 
tion of this type which will give rise to every possible second degree cone which passes through 
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The direction of slip is therefore a crystal axis. To find how the plane of slip is 
related to the crystal axes the pole P of the plane of slip was marked on each diagram. It 
lies necessarily on or very close to the (m) plane because the direction of slip coincides 
with or is very close to the (iii) axis. A portion of the (iii) plane is drawn as an arc 
of a circle in each diagram figs. 6 to 8. This plane contains 3 (no) and 3 (112) axes. The 
positions of the two nearest (no) axes are marked by the symbol while the position 
of the nearest (112) axis is shown as @ on the diagrams. It was found that P could occupy 
any position on the (in) plane. In different specimes with different orientations of the 
crystal axes in relation to the principal direction of stress, the position of P varied from 
coincidence with the (112) axis to 18® away from it. The point P was in fact always close 
to the direction of maximum slope in the slip plane and seemed therefore to be related chiefly 
to the direction of stress rather than to the orientation of the crystal axes. 

The question now arises how it can happen that a material can slip parallel to a crystal 
axis, but on a plane which is related to the direction of stress rather than to the orientation 
of the crystal axes. 

Two theories suggest themselves immediately (a) the material may slip simultaneously 
on two planes parallel to their line of intersection. It might for instance slip on two (no) 
planes or two (112) planes, (b) the particles of the material may stick together along the 
(in) directions and may not slip on crystal planes at all. The resulting distortion may be 
likened to that of a large bundle of rods which slide on one another. There is a strong 
inherent improbability that hypothesis (a) is true because the two slip planes would in general 
have different orientations to the principal direction of stress. Previous experience with 
metals of cubic symmetry has shown that under these conditions slip confines itself to that 
plane among crystallographically similar planes, for which the shear stress is the gieatest so 
that if there is a tendency for the material to slip on crystal planes we should expect it to 
slip on one plane only. On the other hand it is not possible to distinguish between (n) and 
(h) from distortion and X-ray measurements alone. Both are capable of accounting fully 
for all the facts so far brought forward. 

Observation of slip lines however furnishes us with the clue required. In our 
experiments it was found that the slip lines were much curved or jagged, but that when the 
distortion is uniform (i. e. when straight scratches on the surface of a specimen remain 
straight after distortion) they preserve a general direction which is constant all over a flat 
surface, and can be measured in most cases with a probable error of 3 I'his direction was 
found to correspond with the trace of the slip plane found from distortion measurements. 
The error was never greater than 4 ® for the tension specimens and 3 ** ft)r the compression 
specimens. These are both within the limits of our experimental error. The directions of 
the slip lines on the top face and on two flat faces ground on the curved edge of the com- 
pression disc shown in fig. (8) are shown in fig. 8 by means of the symbol It will be seen 
that they are very close to the plane of slip. It appears therefore that the general direction 
of the slip lines marks out the trace of the plane of slip found in distortion measurements and has 
therefore no direct connection with the crystal axes. 

.These observations appear to offer conclusive evidence against hypothesis (a) because 
whenever we have observed slip lines on occasions when double slipping has been proved to 
occur, two sets have been visible crossing one another. In the case of our tests there was 
never more than one set in cases where distortion measurements showed a single direction of slip. 
Hypothesis (b) however offers a complete explanation of the slip lines. Fig. 9 shows a bundle 
of hexagonal rods standing vertically and photographed from above. Initially they were all 
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standing on a horizontal board and as they were ail the hanie length the tup Mu faee was a 
horizontal plane and the traces of the faces of the rods could not he seen, hi tig. i, Hu.y 
been given a shear by tilting the board on which they arc standing. The gem ral direeliun of 
the lines which appear are parallel to «crystal planes*, i. c. parallel <n perpendicular to thy 
faces of the rods. The distortion represented by this however i.s an itupussihle une because 
if each rod is representing a molecular cell the slip of every rod on its ueighhutir represents 
a fraction of a molecular distance and the crystal lattice distances are changed, an effect which 
X-ray analysis proves to be unknown. Fig. to represents the .same model disturted in the 
same way as the model shown in fig. 9, but the rods have la-en caused tc. .Mick together in 
such a way that they slip at least one «molecular distance* on their neighhours if they slip at 
all. The trace on the horizontal plane of the top of the rods of tin- .slip plane which would 
be determined by external measurements is represented by the line.s [»aralh-l tu the huttom of 
the photograph, which will be seen at each side of the moilel. It will he .seen that the «modcl 
slip lines* which appear are bent or jagged, and that tlic jagged elements of which they are 
composed are directly related to the crystal axes but that their gem-rai direction is parallel 
to the trace of the plane of slip determined by external measurements. 

This conception of the nature of slip in iron crystals leads to a remarkalde p.ediction, 
namely that if a face is cut and polished so that it contains the direction uf slip, tin- slip 
mes, if they can be made visible, will all be straight, whereas they will in- more ami more 
jagged as the surface of the specimen is more and more inclined to tlie direction ul slip, 
and tJiJ^d^ specimen shown in fig. 3 was first compressed by a small amount 

to the fa rr 'vere then cut parallel ,u ,he normal 

slio directtonT^sin TV photograph fig. 3 ami their po.sitim, relative to the 
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Some Mechanical Properties of Matter under 

High Pressure 

By P. W. Bridgman, Cambridge U. S. A. 

(For figures 8 and 9 see plate 11 .) 

One does not ordinarily think of hydrostatic pressure as very important in affecting the 
properties of the solid and liquid bodies of our commun experience. Thus it is only when special 
precision is sought that we specify that the measurements must be made under standard 
atmospheric pressure in, for example, defining the zero of the Centigrade scale, or in defining 
the calorie in terms of the thermal properties of water. The justification for customarily 
neglecting the effect of pressure is that the pressure range of ordinary experience is small. 
If, however, pressure is sufficiently increased, effects may be produced large enough to give 
useful information about the constitution of matter. For a good many years I have been 
experimenting with pressure high enough to produce such significant effects: pressure of the 
order of 10,000 to 20,000 kg/cm^, and sometimes even considerably higher. The effect of such 
pressure on a large number of the physical properties of matter has been determined; in this 
lecture I propose to briefly summarize a few of these facts which are more distinctly mechanica 
in character. 

Perhaps the simplest effect of hydrostatic pressure is to decrease volume. Ordinarily, 
changes of volume under pressure are not considered important — thus the error still persists 
in some books that water is incompressible. However, important changes of volume are 
produced by the pressures with which we are concerned, as may be realized from the fact that 
12,000 kg/cm2 will decrease the volume of many metals by an amount several fold greater 
than the volume contraction produced by cooling to o® Abs. at atmospheric pressuie. ^ 

It is perhaps worth while to mention in the first place a point on which there is some- 
times considerable misapprehension; pressures of this order of magnitude never produce the 
slightest permanent change of volume, but volume changes under pressure are perfecdy elastic. 
There is no reason to think that this is not also the case at pressures indefinitely higher than 
those yet reached; effects which at first seem to indicate a permanent change of volume can 
always be traced to flaws in the original material, or failure of the stress to be truly hydro- 

static, so that plastic flow of the material results. 

With respect to the effect of pressure on volume we may roughly divide matter into 
the two groups of solids and liquids, since under these high pressures there is no essential 
difference between a liquid and a gas. All the ordinary liquids, leaving out liquid metals, 
behave roughly alike at high pressure; the volume decrease under 12,000 kg/cm^ varies from 
about 20 % for water to 30 % for ether, the most compressible organic liquid. The greatest 
volume decrease yet found in any substance is that of hydrogen and helium; the volume of 
these at 12,000 kg/cm^ at ordinary temperature is less than one half the volume of the cor- 
responding solids at atmospheric pressure at a temperature close to o® Abs. 

The compressibility of ordinary liquids is a very strong pressure function; typical 
organic liquids decrease in compressibility by a factor of about 15 from atmospheric pressure 
to 12,000 kg/cm2; for water, on the other hand, the corresponding decrease is by a factor of 
only 5. By far the largest part of the decrease of compressibility occurs in the first two or 
three thousand kg/cm*. This we may take to indicate that initially the effect of pressure is 
mainly to squeeze out the empty spaces between the molecules. This effect is exhausted com- 
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The compressibility of amorphous quartz increases with rising pressure by a marked amount. 
This is a genuine effect; there is no hysteresis in the connection between volume and pressure, 
the effect is perfectly reversible, and the experiment may be repeated an indefinite number of 
times. One is at first inclined to see a connection between this and the amorphous condition, 
since quartz may also exist in the crystalline form “with a smaller volume. But that the effect 
may be more intimately connected with the law of force between the molecules is suggested 
by the fact that crystalline quartz shows the same effect at high pressures along one of the 

directions in the crystal. -j 

After compressibility, perhaps the most purely mechanical property of a liquid 
is its viscosity. I have measured the effect of pressure up to 12,000 kg/cm 2 on the viscosity 
of a large number of liquids, most of them organic, but including water and measurements 
not yet complete on mercury. In general, the effects of pressure on viscosity are higher than 
on any other physical property yet measured, and vary by a far greater amount with the 
character of the liquid. In every case except that of water, viscosity increases under pressure. 
Roughly, viscosity increases geometrically when pressure increases arithmetically, so that 
log (viscosity) plotted against pressure is approximately linear. Fig. i shows a typical curve of 




Fig. I. 

The common logarithms of the relative viscosity of methyl- 
cyclohexane at 30^ 75 ^ ^ plotted as ordinates against 

pressure in thousands of kilograms per square cm. 


Fig. 2. 

The relative viscosities of water at o®, lo®, 30®, and 75 *^ 
(reading downward) plotted as ordinates against pressure 
in thousands of kilograms per square cm. 


this sort. At low pressures, however, there is usually a departure from this rule in that the 
initial increase of log (viscosity) is less rapid than the increase of pressure, the graph being 
initially concave toward the pressure axis. There are also departures at high pressures from 
this rule; often log (viscosity) of those liquids which show the highest pressure effects 
increases more rapidly than linearly with pressure. The increase of viscosity produced by 
12000 kg/cm 2 varies from something of the order of 20 % from mercury to more than 10 
fold for a complicated organic liquid. It seems then that some substances ordinaril^y liquid 
may be made to approach the behavior of a glass by high enough pressures. The change o 
viscosity under pressure is always perfectly continous; there are no phenomena indicating 

freezing under pressure. _ • t-i. 

Water is an exception, as it is with respect to so many of its other properties, ihe 
results are shown in fig. 2. At low temperatures, the initial effect of increasing pressure 
is to decrease viscosity instead of to increase it. This abnormal decrease does not continue 
indefinitely, however, but presently the viscosity, has a minimum and beyond this the normal 
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increase. As temperature increases, the initial abnormal ncj^ativt- jircs.^iuf ciH t'ticii'ni bfcoinc.s 
smaller, until at 30® C. it reaches zero, and above this the .sip:n oiiaii^n-s tn p(t.siti\c, as is 

normal. In general the effect of pressure on the visco.sify of water is like that ttf tiie nther 

properties, that is, initial abnormalities arc wiped out at high pressure.s, and at picssure.s 
high enough water tends to become completely normal. The fact that under mdiiiarv eunditinn.s 
the properties of water are abnormal, which is so essential to phenomena of lifi-, ue owe to i1h> 
fact that atmospheric pressures are so extremely low. 

The relations found between viscosity and pre.ssiire indicate that the nieehanism of 
viscosity cannot be as simple as has been supposed in nuwt of the theories hitheito propo.sol 
for the viscosity of liquids. There are not many such theories, Init ail are simil.ir in supposintr 
that the viscosity of a liquid is due to the same sort of momentum transfer tiiat it is in a 
gas. It is a consequence of such a mechanism that vi.sco.sity must lie a fuuelitm of volume 
only, or at any rate must change only very slightly when volume ch.-mges. If. then, the 

temperature of a liquid is raised, and at the same time the pressure is iner.'as.-.’i s,, as to 

keep the volume constant, there should at most be a very small change of viseitsitv. Th:it this 
is not the case is shown by fig. 3; viscosity decreases whwi temperature is inere;.sv,l at constant 
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Fig. 3. 


The common logarithms of the relative viscosity of i-amyl 
alcohol at 30 0 and 75 0 c plotted as ordinates against 
relative volume, 


The common logarithm of the ratio «if tht viiecmitv at a 
pressure of 500^ kg/cm® to that at atwoiipliwic prttimr© at 
^ oumher of Ikpiiili, plottni as ortfioateK 

against the common logarithm of the t com|i!rxily mmihrr#. 
bee the text f<ir a definition of ihk immher. 
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with the fact that at constant volume viscosity decreases with rising temperature. Such an inter- 
locking effect may perhaps be important in determining the properties of liquids as mechanical 
lubricants. In a liquid in which the interlocking is great we would expect that it would be 
comparatively easy to tear apart a film which has become very thin, as in the journal of a 
machine, and thus destroy the lubrication. Now it does seem to be an experimental fact that 
other things being equal, a liquid is a better lubricant if it has a small pressure coefficient o 

viscosity, that is, a small interlocking effect. 

The two effects hitherto described (compressibility and viscosity) are homogeneous 
effects, in that the substance is submitted to a stress the same in every direction, and unless 
we are dealing with a non-cubic crystal, the strain is homogeneous also. Besides simple effects 
of this kind, there are more complicated ones produced when part, not the entire, surface of a 
body is exposed to hydrostatic pressure, so that non-homogeneous conditions are pr^uce . 
In this way, solids may be subjected to permanent deformations and eventually rupture. Results 
are to be obtained in this way which cannot be otherwise obtained, because the extreme 
uniformity of external conditions when stress is applied by a liquid makes it possible to reaci 
higher stresses than can ordinarily be reached without rupture, and so to observe the e- 
formation and rupture under extreme and instructive conditions. In my early pressure wore 
I have observed many cases of this sort, and I have thought a description of them would bo 

particularly appropriate to a Congress of Applied Mechanics. 

We first discuss phenomena where there is no rupture, but only permanent deformation. 
The results here differ from those of ordinary experience chiefly with respect to stress-strain 
hysteresis, which presents many anomalies, such as abnormal directions and abnoima y aige 
values. Interesting results are found sometimes in minerals. A mineral need not be a homo- 
geneous substance, so that even when the surface is exposed to a hydrostatic, pressure all over 
L as to produce in the mineral a hydrostatic stress uniform from the macroscopic point of 
view, the strain on a microscopic scale may be non-homogeneous. Under these conditions 
there may be hysteresis between pressure and deformation. In fig. 5 is shown such a hysteresis 



loop for pipe-stone. The most surprising feature is the abnormal direction of tie oop. 
Properly we do not have hysteresis here at all, for the deformation, instead of lagging behind 
the pressure, is in advance of it. Evidently a highly unusual type of mechanism must be 




involved in such an effect as this, but there is noflunjj iin[H>s.sil.l<' 
mechanisms can be invented which show effects of just this kind. 

Other unusual hysteresis effects are found when a hdlhnv cvl 
is exposed to hydrostatic pressure over the entire exferttal surfat 
internal volume. The results of one such test are shown in tip;, (i. M( 
test are shown also by simple tension tests, such as the raisinp of 
strain to the previous maximum stress, hardening by resting after e 
But the particular character of the stress applied here, whicli dtn's n 
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instability does not occur, but instead the internal volume decreases regularly with increasing 
pressure until it vanishes and the hole is squeezed shut. The internal diameter is very nearly 
a linear function of pressure; the pressure at which the cavity is closed is a function on y o 
the material of the cylinder, and is independent of the ratio of internal to external diam^er. 
This pressure is about 10,000 kg/cm^ for copper, and 20,000 kg/cm^ for a mild steel. One 
important conclusion can be drawn from the linearity of the relation between internal diameter 
and pressure, namely that plastic flow of the metal is not determined by the maximum stress 
difference. It is easy to show that if the maximum stress difference is constant after flow 
begins, such a cylinder would support an indefinitely great pressure without completely closing, 
the internal diameter decreasing logarithmically as pressure increases. The fact that the 
cavity eventually closes shows, that in the later stages of flow the maximum stress difference 
is less than in the initial stages; in other words we have here a weakening by excessive flow 

instead of a strengthening. . , 1 , ■ 

Suppose now we experiment with a brittle substance like glass, whose breakmg stre . 

in ordinary tensile tests is perhaps 500 kg/cm^ instead of a metal, and 7“^’ 

hollow cylinder of glass to hydrostatic pressure all over its external surface. Will the glass flow 
like the metal? Experiments show that nothing happens— pressures of 25,000 to 30.000 kg/ci 
produce in the glass neither flow nor rupture, and such a cylinder recovers 
of pressure unscathed. Now this failure to break is most instructive in what it tells abo 
conditions of rupture. At the internal surface of such a hollow cylinder when 
25,000 kg/cm2 external pressure there is a maximum stress (compressive) of 25,000 kg/ , 
a maximum stress difference of 25,000 kg/cm^. a shearing stra^n corresponding to a stic 
difference of 25.000 kg/cm^ and an elongation of the fibres in the radial ^ 

produced by an ordinary tension of 12,500 kg/cm=> (assuming Poissons ratio ^ 

example is sufficient to show, therefore, that rupture is not determined eitiei y c ^ 
stress, maximum stress difference (or strain), or maximum elongation, the three critena whic 
are most usually considered. Furthermore, these criteria fail to hold by enormous amounts. 
We notice, however, that the stresses in this case are never tensile m character, but are eveiy- 
where compressive, or at most zero. May it not be possible then that rupture -hen he 

maximum tensile stress reaches a critical value? Imagine now a solid cylinder of glass exp . 
to hydrostatic pressure over its curved external surface, but with ^ ’ 

so that there 'is no stress across planes perpendicular to the axis. Experimentally we may 
realize such a stress distribution by leading a rod of glass into and out of a pressure chamber 
through two stuffing boxes. What now happens when pressure is increased indefinitely. The 
experiment is easily tried. The rod parts on some plane perpendicular to the axis m the regi 
exposed to pressure, and the two pieces are expelled from the pressure chamber through the 
two stuffing boxes, exactly as if the rod where pulled lengthwise by a tensile This I 

call the Apinching off» effect. Here then we have rupture across planes on which theie is 
approximately no stress (actually there is a slight compressive stress across this plane arising 
from the friction of the packing), so that it is perfectly evident that maximum tensile stress 
does not determine rupture. We would be inclined in this case to say that it is fte maximum 
elongation which determines rupture, but the experiment above with the hollow cylinder disposes 
of this criterion. That maximum tensile stress is not intimately concerned in rupture we can 
show still further by experiments on hollow glass cylinders exposed to internal pressure, 
is possible to raise the internal pressure on such a cylinder to a point where tic maximum 
circumferential fibre stress is more than twice the fibre stress at rupture under orcmaiy 
tensile conditions. 
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These results just described with glass dq)emi essotitially its aiuuti-huus character 
and results entirely different in character may he obtaiiie<i with a luitilc ei \ siallii». hwUt'm' 
such as quartz. ’ '* ' 

Thus a hollow cylinder of quartz, exjx>.sed to e.xtern;il jni'sstue, is whe 

pressure is pushed to high. In fig. 8 (Plate II)' is shown one such cylinder rupfuit-l hv external' 
pressure. Rupture takes the form of a microscopic disintegration of the innei smface. TliJr- 
are obviously interesting geological applications here. ^ 

Tests similar to those on glass may be made on metals ctti.ahle of plastic deformation 
Such metals show the pinching-off effect just like brittle materials. Thcie is a ditferetice of 
appearance in the ruptured surface, however, in that instead of a clean niptnie on a si,»ri» 
plane we get a drawing out and necking down, in apirearance lik<- an m dinarv tensile .specimen 
This however is not an important difference, and the es.sential fact remains that we have mt.fur^ 
by simple parting of the fibres across planes on which there is no stress. Tin* results of rupture 
tests on hollow cyhnders subjected to internal pressure are. however, different foi brittle ami 
plastic materials. The rupture of a brittle material is smhlen, and I have n..i been able to folbw 
the details of it; there is every reason to think, however, that rupture begitfr at the intennl 
^^ace w ere we would expect, where all stresse.s and strains have their t.ia x innun vate 
With plastic metals on the other hand, if the cylimler is sufticientlv tliiek so that hitrh 
pressures can be reached before rupture occurs, it will be found lliat the crack starts „« the 
outstde and travels inwards. In fig. 9 (Plate II) is shown a section of one such cvlittder of sfed 
which was burst by internal prssurc. Besides the fact that rupture starts a, Ih^lxtrio,' surhe 
there are two important features to be emphasiml. In the first pkice. the m.agnitude (,f*the 

SderSonTXw ka^d'onrto 

cylinder of fig 9 althoudi the nf ’l 

is onlv this ^ rTf ® strength was only to.ooo kg/ems. In fact it 

In the second Ze the 

does not occur! are stnificant Grt T 
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at least one consideration not usually entertained is pertinent. It is evident that the hollow 
cylinder of glass under external pressure did not break for the reason that there was riowhere 
for the fragments to go if rupture did occur, because of the perfect symmetry, and similariy 
in the case of the metal cylinders under internal pressure, rupture did not occur at the inside 
because rupture could not propagate itself after starting. We must therefore add to our usual 
conditions geometrical considerations, such as those of the familiar problems of instability, 
which shall state that rupture can occur only if it is of such a nature as to relieve the applied 
stress and bring about a decrease of potential energy of the whole system. In these geometrica 
considerations symmetry relations must be involved, so that the conditions of ruptuie will 
in general be different for crystalline and amorphous substances. 

But a much more serious consideration is whether properly speaking there is any 
such thing as a criterion of rupture. I believe we have no right to expect any general criterion 
in view of the extremely varied structure of different sorts of matter. It is sufficient m dealing 
with many phenomena to think of the molecules which compose matter as being to a certain 
degree like small rigid bodies, in which are located, according to more or less complicated 
patterns, centers of electrical and magnetic forces which hold the substance together and give 
it its properties. When such a substance is subjected to stress, the molecules must readjust 
themselves to each others irregularities in the most complicated ways, and according as one 
or another pair of the local centers of force are separated by more than the critical amount, 

we may have rupture under the most varied conditions. • -k 

The theoretical considerations, as well as the experimental facts summarized above, 
indicate therefore that we should attempt to establish general criteria of rupture only as a 
matter of practical convenience, as for engineering purposes, and that we should expect any 
such criteria to be valid only in a narrow range of conditions, both of stress and material. 
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die scheinbaren Schubspannungen 


t' = /i 4 - u. s. (i) 

Of 

hinzutreten (u = zeitlicher Mittelwert der Geschwindigkeitskomponente «). Diese Foi muliei ung 
hat aber den Nachteil, da6 der Austausch selbst wieder von der Grofie der Geschwindigkeit 
abhangt, die doch erst gesucht werden soli. 

Nach zahlreichen vergeblichen Versuchen ist es mir nun in letzter Zeit gelungen, fiii 
die scheinbare Reibung einen Ausdruck zu gewinnen, der, obschon auch nur eine grobe Nahe- 
rung, doch die wesentlichen Eigenschaften der Strbmungen in schwachreibenden Flussigkeiten 
recht gut wiedergibt und dabei von dem oben erwiilinten Mangel frei ist. Um den Impulsaus- 
tausch, der die scheinbare Reibung hervorbringt, zu formulieren, pflegt man nach dem Vorgang 
von O. Reynolds^) die augenblickliche Geschwindigkeit in zwei Teile zu zerlegen, den zeit- 
lichen Mittelwert und die Schwankung um diesen: 

21 71 U* 

' V V V* ‘ 

zv — ZV zv\ 

Die Schwankungen verursachen dann im Mittel einen scheinbaren Spannungszustand, 
dessen Komponenten durcli die Impulskomponenten 

p p u* z 7 u.s.w. 

(p = Dichte, Ueberstreichen als Zeichen der Mittelbildung) gebildet werden. Diese Ausdriicke 
Sind sehr bekannt, es handelt sich nun aber darum, fiir sie eine Form zu gewinnen, m der die 

mittlere Stromung («Grundstromung») u, v, w auftritt. 

Hierbei ist nun die Einfiihrung einer fiir den Turbulenzzustand charakteristischen Liinge 
wesentlich, die hier eine ahnliche Rolle spielt, wie die freie Weglange in der kinetischen Gas- 
theorie. Man kann sie als Durchmesser der jeweils gemeinsam bewegten h liissigkeitsmassen 
deuten, aber auch als den Weg, den eine solche Fliissigkeitsmasse zuriicklegt, bevor sie durch 
Vermischung mit Nachbarmassen ihre Individualitat wieder aufgibt. Man findet unschwer, daB 
diese beiden Strecken, wenn die Reynoldssche Zahl ®) hinreichend groB ist, sich nur durch einen 
konstanten Faktor unterscheiden (Widerstandsarbeit beim Vordringen in fremde Fliissigkeits- 
massen = kinetische Energie der Masse). Wir wollen diese Lange, der zweiten Bedeutung 
folgend, Mischungsweg nennen und mit I bezeichnen. Nimmt man an, daB eine solche mit 
Eigenbewegung begabte Flussigkeitsmasse, die sich in einer Stromung mit Geschwindigkeits- 
gefalle quer zur Stromungsrichtung befindet, eine Geschwindigkeit gleich der mittleren Ge- 
schwindigkeit derjenigen Stelle besitzt, aus der sie stammt, und daB sie sich um den Mischungs- 
weg Lquer zur Stromungsrichtung verschiebt, so wird sich ihre Geschwindigkeit von der an 
dem neuen Orte vorhandenen mittleren Geschwindigkeit unterscheiden und zwar ist dieser 
Unterschied, wenn die mittlere Stromungsrichtung zur X-Achse gewahlt wird, in erster 

Naherung = Man kann deshalb die durchschnittliche Schwankung u' proportional J 

4) 0 . Reynolds, Phil. Trans. Roy. Soc. T. i86 A, S. 123 rziScientif. Papers, Bd. i, S. 535 
auch H. A. Lorentz, Abhandl. liber theoretische Physik, Bd. i, Leipzig 1907, S. 43. ^ 

Und zwar die aus Durchmesser der Fliissigkeitsmasse und Relativgeschwindigkeit gebildete 

Reynoldssche Zahl. 
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setzen. Die Querbewegimg v' kann man sich in tier Wei.se entstamien denken, (jab Mu.ssi<r 
keitsmassen mit verschiedenem die sich vor einander hefnuhau /usainnu-niirallm, mlrr sidi 
voneinander entfernen. Die auf diese Weise entstehenden (iesclnviiu{igktdt<*n r" ktuuien daher 


inau 


proportional u' gesetzt werden. Die scheinbare SchiibspannungT' p//V uirt! alsfi, 
die Proportionalitatsfaktoren von u' und v' and auch den Korndationsfaku.r. ilar Uvi liil 
dung des Produktmittels hinzutreten wiirde, unterdruckt, indein man .sic siinnlieh auf das tduie 
bin noch unbekannte I wirft, 


Beriicksichtigt man noch das Vorzeichen, das mil dcin von — wvehsvln iniifl, so wird 
richtiger geschrieben: 


p/^ 


df 


d 7 r 

Of 


(2) 


Der Vergleich mit der BoussiNESQschen Form zeigt. dafi I 'vhcrvinstimnump lu-rmsfellt 
wird, wenn man den Austausch s ■ n 


( 3 ) 


A=f,/’ p 

Of , 

schreibt. Diese einfache Fonnel hat sich fiir <Ien bei der Ableitung zugnunlcgflcgten hall dat 
es sich urn erne Strdmung mit Geschwindigkeitsgefulle qucr .ur Str.-ln.m.gsricht..ng hamlelt 

rstim^nfltTe" gut bewiihrt. Vor allem livS-rt sie in Ueber- 

mit diesem Ansat. gewonnen werden, vor Augen halten. <laO cs sich mn .dm- crstc grobc 
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Maximumsstelle nicht vollig auf. Nimmt man zur Verfeinerung der Theorie eine Ausbreitung 

der Austauschgrofie durch den Austausch selbst an, so ergibt sich an den Stellen ^ = o noch 

ein von Null verschiedener Austausch 6) und man bekommt nun wieder richtige Asymptoten, 
und Maxima mit endlicher Kriimmung. Indes zeigen die Versuche, dal 3 die Kriimmung der 
Geschwindigkeitsprofile an der Stelle des Maximums haufig auffallig stark ist, woraus zu 
schlieBen ist, dafi dort der Austausch, wenn auch nicht Null, so doch betrachtlich kleiner ist als 
in der Nachbarschaft, so da6 der einfachen Formel (2) eine gewisse innere Berechtigung nicht 
abgesprochen werden kann. 

Wir haben bisher nur die Spannungskomponente betrachtet, die in hydraulischen Auf- 
gaben gewohnlich die Hauptrolle spielt. Es ist aber nicht schwer, fitr vorkommende Falle auch 
einen mit den Symmetrieeigenschaften vertraglichen Ausdruck anzugeben, der einen vollen 


Spannungstensor liefert. Man kann dazu 2. B. den Faktor 


bu 
b f 


in Formel (2) dutch das maxi- 


^ 2 /- 

male Geschwindigkeitsgefalle quer zur Stromlinie ersetzcn, und den zweiten Faktor ^ dutch 

den Tensor y V ^) ; gewisse Versuche, auf die ich noch zu sprechen komme, deuten 

jedoch darauf hin, dafi die Sache nicht immer ganz so einfach ist; der Austausch selbst muB 
vielmehr auch als ein Tensor angesehen werden, so daB in der Verallgemeinerung von Formel 
(2), sobald man iiber das ebene Problem hinausgeht, das Produkt zweier Tensoren auftritt. 
Eine niihere Verfolgung dieser Angelegenheit mag hier unterbleiben. 

Der «Mischungsweg» I verlangt noch eine besondere Untersuchung. Er wird im allge- 
meinen als eine Funktion des Ortes angesehen werden konnen, von der zunachst festzustellen 
ist, daB sie bei Annaherung an Wande zu Null werden muB, well hier die Querbewegungen 
behindert sind. Die Beobachtungen in Rohren mit glatten Wanden weisen allerdings darauf hin, 
daB die Zahigkeit nicht ganz ohne EinfiuB ist. Im Bereich der Blasiusschen Widerstandsformel 


muB I proportional mit //’ • / ^ — \ gesetzt werden, daniit sich bei Anwendung von Glei- 

' ' '^Wand P ' 

chung (2) die richtige Abhiingigkeit des Widerstands von der Reynoldsschen Zahl und gleich- 
zeitig die Proportionalitat der Geschwindigkeit mit der 7. Wurzel des Wandabstandes y 
ergibt ®) . 

Einfacher scheinen die Verhilltnisse bei solchen turbulenten Bewegungen zu sein, bei 
denen keine Wande mitwirken, wie z. B. bei der Vermischung von Flussigkeitsstrahlen mit der 
umgebenden ruhenden Fliissigkeit und bei der Abbremsung der Nachlaufstromung hinter einem 
bewegten Objekt. In diesen Fallen der «freien Turbulenz» kann, wenigstens fiir geniigend 
groBe Reynoldssche Zahlen, angenommen werden, daB in vergleichbaren Fallen immer die Vor- 
gange in einem quer zur Langserstreckung gezogenen Querschnitt geometrisch und mechanisch 
ahnlich verlaufen. Dazu gehort, daB die Mischungswege bei wachsender Breite des Strahles 
Oder des Nachlaufstromes immer proportional mit der Breite des Stromes bleiben, wodurch 
dann vermoge der der Formel (2) zugrunde liegenden Ueberlegung auch die Quergeschwindig- 
keiten proportional der mittleren Relativgeschwindigkeit u gegen die ungestorte Fliissigkeit 

6) Vergl. Z. f. angew. Math. u. Mech. 1925,8.138. 

^ Ti ~ Defonnationsaffitior, u ^ konjugierter Affinor. Dieses Verfahren ist vor allem dann be- 
rechtigt, wenn eine Scherungskomponente weit liber die anderen Deformationskomponeten tiberwiegt. 

8) Vgl: etwa V. Karman, Z. f. angew. Math. u. Mechanik 1921, S. 233 oder « Hydraulische 
Probleme*, Berlin 1926, S. 3— 5 (Prandtl). 
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werden®). Diese an sich plausible Annahme uucj; i uuu mu »vun man will auch 

als eine Folgerung davon herleiten, dafi die Abbremsung der mittlercu Ik-wcgung a .iurclT 
in Formel ( 2 ) gegebenen Schubspannungen erfolgt, und dab aiulror.sfif.s das /vrUidu. \nn- i ' 
der Breite eines Abschnitts des turbulenten Strahls usw. proportional <1ct lioschwindi-l- > T" 

Querbewegungen yor sich geht; die verschiedenen Betrachtungswoisen si,.d also in hosmn P 
klang miteinander. ’ " 

Unter Hinzunahme des Impulssatzes fiir die Ilauptbevvcgung liibt sich dann Udoht r 
Beziehung fur das Anwachsen der Breite und fiir die Abnahme <ier (ieseliwindiglodt n.it ' 
sender Entfernung vom Ort der Storung fiir zahlreichc liinzelfiille v<n-anssagen Hc-i 1- f 
breitung von Strahlen ergibt sich bereits ohne Impulssatz ein Anwachsc-n dvr'u ' 
tjonal mit der Entfernung vom Loch und damit wegen des ln.pulssa:;:^:i;:; ^ ' 

abnahme umgekehrt proportional der ersten Potenz der Entfernung hein, Strahl vo.n 1 

'■» 

wu™. a„. da. Abstand, die Geschwindig.eb ' : ~ TlT' 

wurzel bezw. 2/3ten Potenz des Abstandes ab. Bei alien diesen kLwh P l ■'' ' 

- - 

s.rd.„„, ai„L e j. Rofaits::r:cLt'f It* tt-'rtt t “tt 

<)// /« 

- -v a « wtrd. 


Nachlaufstromes, es sei I _ah, so dab die Quergeschwindigkeit v' 


Aus der Aussage 
wird beim Strahl abschatzend 


dr 


also 


Pi 

dt 


db 

b ^ c(,x 


Der in alien Querschnitten konstante Impuls wird / ^ p„. 


b -; hivnuLs u 


amsi 

X 


Rein 


Nachlauf ist rj— wa rr r i 

wird aus (a) G'^hwiudigkei. der «„g.,,iir,„. is,, a,, 

dx ... ... ... 

D» tapuls is. 

des Krpers, r- Widerstaudsaiffer). / = w liefer. 


c il—p (F 

w 2 


Quer 


PF 

2b^ 


) Aus ^ ^ ^ ergibt sich ftir einen mittleren Wert 9 d / “* 

" = “«-»«««»», V Rd.dvgeschwiudig.ei,, ' ‘v 

* df -5 + “5 + »|; + u 4 - 


. Breit( 


dy 


Bz 


In (b) eingesetzt, wird 


/2 /- 
^ dx ~ 


also 


und 


V 


V CwPx 

"V- 
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Die experimentelle Priifung der in dieser Weise gewonnenen Regeln ist, soweit es sich 
urn die Strahlausbreitung handelt, bereits erbracht worden; bei den Nachlaufstroinungen zeigen 
(lie bishcr gemachten Vorversuche gewisse Abweichungen, die moglicherweise mit zu kleiner 
Reynoldsscher Zahl zusammenhangen. Die endgiiltige Entscheidung steht hier noch aus. 

Nimmt man wie erwahnt, den Mischungsweg / in Formel (2) proportional der nach den 
eben erwahnten Regeln bestimmten Strahlbreite, und nimmt im iibrigen an, dafi er in ein und 
demselben Abstand von der Storungsstelle fiber die ganze Breite konstant ist, so sind genfigend 
Angaben vorhanden, um die durch das Reibungsglied von Formel (2) erganzten hydrodyna- 
mischen Differentialgleichungen in derselben Weise zu losen, wie das bei den «Grenzschicht- 
rechnungen» fiblich ist (die Druckunterschiede quer zur Strbmungsrichtung werden vernach- 

liissigt, ebenso die Wirkungen anderer Deformationsglieder als |^) . Auf dieser Grundlage hat 

mein Mitarbeiter Dr. Tollmien verschiedene Rechnungen durchgeffihrt, die demnachst in der 
«Zeitschrift ffir angewandte Mathematik und Mechanik» erscheinen werden 9 ^). Die folgenden 
Bilder geben einige Resultate wieder. Dabei ist zunachst eine 
besondere, bisher hier noch nicht erwahnte Stromungsform, 
namlich die Vermischung eines breiten gleichformigeii Luft~ 
stronies, dei aus einer Oeffnung komnit, mit der angi’enzenden 
Luft, behandelt, vgl. Abb. 6. Die Rechnung fur diesen Fall 
mag als Beispiel etwas naher ausgefuhrt werden. Auch hier 
ist die Breite h der Vermischungszone und daher auch / pro- 
portional X zu setzen wie bei den anderen Strahlausbreitungs- 
aufgaben = Entfernung von der Oeffnung) lo). Eine Abhangigkeit von :y soli nicht an- 
genommen werden; damit kann I cx gesetzt werden. Der Ansatz ist hier • w = 
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Abb. 6. 


wo 


’l — — Am einen Rand des Gebietes ist m = D, am andern u = 0 . Der Druck sei in 


dem ganzen Gebiet konstant. Es gilt nun 


- h 21 . - hzc 

'll _i_ ry 

oy 


dx 


dj/ 


2 cx^ 




dj/ 


d^ u 

dy 


Durch Einffihren der Stromfunktion i> =xF (y]), wo F (rj) = / /(rj) dy] ist, erhalt man 
nach kurzer Rechnung die hier besonders einfache Differentialgleichung, 

FF" -j - 2 F F'' F"' = o 


9 ^’) Inzwischen erschienen: ZAMM 7 (1927) S. i. 

™ Da-ten der Aufgabe hier keine Lange vorkommt und aus ihnen auch k(=( iTie ge- 
bildet werden- kann, sobald die Zahigkeit auBer Acht bleibt, ist hier die einzige Lange, der man / 
&gebnis^^^ setzen kann. Die frilhere SchluBweise ist natiirlich auch anwendbar und fohrt zum selben 



die sowohl durch F" 


(JeschwindifikeiLsverteilung an Uer Strahlgr««. 

rirr;- '" 

die Geschwindigkeitsverteilung in dnem Strahl tl > ^ 

Nacin ■p,.u^u 1 T .. ^Hiun .'itrani, dcr aus ciiictn I 




L. Prandtl, Gottingen 


Vermischung mit der umgebenden Luft gemessen worden hat Herr Tollmien einen 

p 

Ueberdruck von rund 0,006 berechnet. Vielleicht interessieren noch die folgenden Zahlen: 

Breite der Vermischungszone fc = 0,255 x; Mischungsweg / = 0,0174 .r = 0,068 b; von der 
Turbulenz erfafiter Teil des ungestorten Strahls b' = 0,325 b ~ 0,083 Zustrom- 
geschwindigkeit der ruhenden Luft zum Strahl, zum Ersatz fiir die von diesem mitgerissene 

Luft: = 0,032 U. Von der Uebereinstimmung der berechneten Kurven mit den beobachteten 
geben Abb. 9 und 10 einen guten Aufschlufi, wo zwei Staudruckregistrierungen mit den ge- 
strichelt hineingezeichneten theoretischen Kurven wiedergegeben sind. 



Abb. 9 und 10. 

Staudruckregistrierungen fiir die Strahlgrenze und fiir den Strahl von Kreisquerschnitt. 

AuBer den hier erwahnten Fallen ist bislier noch das Abklingen der Storung liinter eiiiem 
Gitter aus parallelen Drahten gerechnet, wobei die Geschwindigkeitsabweicliungen umgekelirt 
proportional dem Abstand abnehmen, ferner das zeitliche Anwachsen der turbulenten Schicht, 

dt 


die aus einer Trennungsschicht mit Geschwindigkeitssprung hervorgeht. Das Anwachsen 


erfolgt mit einer konstanten, der Starke des Geschwindigkeitssprunges proportionalen Ge- 
schwindigkeit, Mischungsweg (u^ — u^) Fine theoretische Abschatzung itber 

die bisher nur empirisch bestimmbare GroBe c wird sich, wie ich glaube, in diesem wie in 
anderen geeigneten Beispielen aus der Forderung gewinnen lassen, daB die so gebildete Schicht 
gegen kleine Schwingungen gerade nicht mehr labil ist. Allerdings wird es nicht leicht sein, die 
Schwingungen soldier Gebilde unter Beriicksichtigung der scheinbaren Reibung auch der 
Schwingungsbewegung wirklich zu berechnen. (Beweis fiir diese Behauptung: ein zu kleines c 
gibt zu schmale Uebergangsschichten oder Strahlen, die dann dynamisch labil sind ; die La- 
bilitat bedeutet aber dann Wirbelbildung, d. h. vermehrte Vermischung, Verbreiterung usw., 
q. e. d.)i^). 

Es ist jetzt noch von einer anderen Problemstellung zu sprechen, die sich auf die ver- 
wickelteren Aufgaben bezieht, die nicht mehr so bequem theoretisch erfaBt werden konnen. 
Hier kann unsere Formel (2) bezw. ihre Erweiterungen dazu verwendet werden, um zu der 

Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt in Gottingen, 11 . Lief. (1923), S. 73. 

^ 2 ) Einziger aus Dimensionsgriinden moglicher Ansatz. Das Geschwindigkeitsprofil gemaB unserer 
Formel (2) ist hier einfach durch eine Funktion dritten Grades von der Form 4417 — gegeben. 

Es kann auch sein, daB eine kurze Zeit hindurch fiir die StSrung von einer bestimmten 
Wellenlange oder Schwingungsdauer Labilitat herrscht, die dann aber durch Anwachsen von i von 
Stabilitat abgelost wird. In solchen Fallen wird dann der wirklich eintretende 6: -Wert von den Anfangs- 
stdrungen abhangen. 
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durch den Versuch festgestellten btromung aie uruwc vtjin 

Ort in der Fliissigkeit, zu ermitteln. Dies gibt ein bcsoiulcns anschnuliclu^s iUlt! \tni d<‘r Iniinisl 
tat der Vermischungsvorgange an jeder einzelnen Stelle, un<l man erhalt dalnd rin s%*hv leicht 
vorstellbares MaB dieser Intensitat, das sich, da es sich urn cine cinfachr Liingc hamU-lt, auch 
besonders bequem vom Modell auf das groBe Objekt iibertragcn liiBt. Uainn /rigm sich in dni 
bisher gepriiften Fallen bemerkenswert geringe Unterschiedc im mittUncn Wha t van /. Inir 
glatte Gerinne ergeben sich bei konstantem wie bei wachsemlem (xlcr ahnrhmcndcm ( Jucrsclmitt, 
wie auch bei den gewaltsamen Vorgangen fainter einern Wehr und l>ci der Ausin'ritung von 
Strahlen Mischungswege, die etwa bis der Wassertiefe hezw. der Iialfjcn Kanalbreite 
Oder der halben wirksamen Breite des Strahls sind. Fiir glattc crwcitcrti' luui verengte Kanalc 
zeigt Abb. ii den ortlichen Verlauf von Ratihe Kaniilc wcialcn in Cintting<*n zurzeit be- 

arbeitet. Die Ergebnisse stehen noch aus. 


Verteilung der Geschwindigkeit und dcs Mischungsweges tber <\m Qiiersehtiitt. 

— — — erweiterte KanUle. 

’ verengte Kanlle, 

- Kanal von konstantem Qnericliaitt 

Eine der wichtigsten Arbeiten der nachsten Zeit wird das Stu<Iiuin der K 
an festen Korpern betreffen, und zwar sollen bier besonders die Bedingimgen ft 
Abreifien der Stromung an Flugzeugtragfliigeln, in Diffusoren usw. niiiuT .s 
Auch hier sind bereits' Anfange vorhanden. 

Zum SchluB soil noch von einer Erscheinungsgruppe gesprochtni wertk-n, 
rauinliche Tnrbulenzproblem bezieht (im Gegensatz zu dem ebenon odor n.taf iot: 
das_ bisher allem behandelt wurde). Es handelt sich urn die Geschwimligkeitsvc 
reisformigen Rohren Ich babe besonders sorgfaltige Messungen dariihor anst 
^ uberraschend. Statt einer Verteilung mit nach innen 

282, Dissertation von Fr. Donch (Forschungsarbeitei, 
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abgerundeten Isotachen wie man sie bei der Laminarstromung bekommt, erhielt man beim 
Dreieck und beim Rechteck die folgenden Bilder^®), von denen das fiir das Rechteck noch 
sonderbarer ist als das fiir das Dreieck. Lange Zeit konnte ich keine verniinftige Erklarung 
dafiir finden. Eine Notiz iiber alte Beobachtungen betreffend spiralformige Bewegung des 
Wassers in einem geraden Flufilatif brachte mir schlieBlich die Anregung zu einer brauch- 
baren Erklarung: Das Wasser fiihrt in alien geraden Kanalen von konstantem nicht kreis- 
formigen Querschnitt «Sekimdarbewegungen» aus, und zwar von der Art, da6 in einer Ecke 



Abb. 12, 

Isotachen in einem Kanal von dreieckigem Qucrscbnitt. 



die Stromung langs der Winkelhalbierenden in die Ecke hinein und zu beiden Seiten davon aus 
der Ecke herausfiihrt. Durch solche Stromungen in Zusammenwirkung mit der gewohnlichen 
turbulenten Mischbewegung lassen sich die Beobachtungen nun gut erklaren. Durch die Sekun- 
darstromung wird immer Impuls in die Ecken hineingetragen, daher die ungewohnlich groBen 

Linien gleicher Geschwindigkeit 

Aus der Dissertation von Nikuradse, 1. c. 

Die Wasserkraftlaboratorien Europas, Berlin 1926, S. 66—67. 





anfangs erwahnten Gerinne wiedergibt. Die freie Oberflache ist danach durchaus kein Quer- 
schnitt durch eine ebene Stromung, wie man es der Versuche wegen hatte hoffen mogen. Im 
iibrigen schlieBt die pliotographisch bestimmte Geschwindigkeitsverteilung an der Oberflache gut 
an die mit dem Pitotrohr gemessene an. 




Abb. 16. 

Isotachen in einem offenen recbteckigen Kanal. 


Wie sind nun aber die Sekundarstromungen zu erklaren? Meines Erachtens gibt es keine 
andere Erklarung als diese; Die Mischbewegung ist von der Art, dafi neben der Hin- und Her- 
bewegung in der Richtung des starksten Gefalles der Geschwindigkeit eine noch kraftigere Hm- 
und Herbewegung senkrecht dazu, also in der Richtung der Isotachen vorhanden ist. Wenn 
dieses zutrifft, so ergibt eine einfache Impulsbetrachtung, dafl durch diese Art von Bewegung 
Krafte geweckt werden, die nach der konvexen Seite der Isotachen weisen und urn so starker 
sind, je starker die Kriimmung ist. In Abb. 17 ist ein Abschnitt zwischen zwei Isotachen dar- 
gestellt. Die Pfeile bedeuten die von der hinundhergehenden Bewegung ausgeubten Impulse, die 
bekanntlich fiir auswarts und einwarts gerichtete Stromungen immer nach innen zeigen. Be- 
trachtungen iiber die Produkt-Mittelwerte w'®, v' w' und w'* liefern Ergebnisse, die mit dieser 
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denn den dreidimensionalen Flussigkeitsbewegungc. p'gnit 
schen Hilfsmittel leider im allgemeinen recht uiu-ureiclunnl 
tatsachen durften aber meist die in diesem Vortrage gtwig 
Verzicht auf eine vollstandige Erklarimg winl venvniai*ii 
Im Anschlufi an den Vortrag winl oiii Film vorge 
einem Gerinne zeigt; dabei werden auch Versuche iilwr « 
fav,rt iiher die soater an anderem Orte zusammcnhangem 



Sur la theorie des coups de belier 

Par C. Camichel, Toulouse 

En raison de la duree tres limitee de cet expose, je ne pourrai envisager que les points 
les plus importants de la theorie des coups de belier. Je me propose seulement de resumer les 
methodes employees pour le calcul de ce phenomene, en laissant de cote les conduites bifurquees, 
munies de collecteurs, les conduites munies de capacite remplies d'un milieu elastique, de re- 
servoirs d^air, d’un piston maintenu par un ressort, parechocs de cheminee d’equilibre i), etc. 

Dans la premiere partie de cet expose, je considererai une conduite dont le diametre et 

I’epaisseur sont constants sur toute sa longueur. 

Dans la seconde partie, j'etudierai les conduites industrielles dont le diametre et surtout 

Tepaisseur varient d’une extremite a I’autre^). 

I. Conduites a diametre et 6paisseur constants sur toute leur longueur 

Equations generales. 

Comme I’ont montre Korteweg, Joukowski, Allievi, on fait intervenir la compressi- 
bilite de heau et la deformation de la paroi; ces deux phenomenes mettent en jeu dans les con- 
ditions de la pratique industrielle des variations de volumes du meme ordre de grandeur. 

. On ecrit d^une part Tequation generale de la mecanique, de la proportionalite des forces 
aux accelerations et d’autre part Tequation de continuite. On demontre ainsi que les pressions 
et les vitesses resultent de la composition de deux ondes circulant dans la conduite lune avec 

une vitesse -f a, Tautre avec une vitesse — a. 

Si Ton designe par .r la distance du point considere comptee positivement a partir de 

Textremite aval de la conduite, jusqu’a Fextremite amont, 

par y et par v la pression et la vitesse de Feau, au point d abscisse et a 1 epoquc t, 
cette vitesse etant comptee positivement de Fextremite amont a 1 extremite aval, 
par la pression statique au point considere au temps 0; 
par Vq la vitesse au temps 0 
on a les deux equations: 

(t+~) I .... (I) 

F et F' designant deux fonctions que I’on determine par les conditions experimentales. 

La vitesse a est fonction du diametre de la conduite, de son epaisseur, du coefficient 
d’elasticite du metal employe, du coefficient de compressibilite du liquide. M. Allievi a mis la 
formule theorique, sous une forme particulierement commode: 

■ 9.900 

a =: - . 

p'48.3 + ^4 

Pour ces demieres, on trouvera dans les travaux de M. Eydoux un expose complet de la 

question. 

Dans Tune et Fautre partie, j’utiliserai les rfeultats des recherches de MM. Rateau, De Sparre, 
JouGUET, Eydoux, G Ariel, Camichel. ■ * 
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dans laquelle a designe la vitesse en im 
D diametre d( 
c son epaissenr 

A' = o,S pour i 

K = I pour 1 

K = 5 pour ' 

Diverses remarques peuvcnt etre 


meme dans tous les points ae la secciun ue ui wuuuum . 

terminee par des jaugeages. Or en realite, la vitcsst* ii fst (las ia nniiu* •Ian*' Itniir l.t 'vi'ction de 
la conduite; nulle a la paroi elle a sa valeitr maxinuim Mir I’aM- >lf l.t i-uii-Iiiiir. id pn'seiite 
la repartition correspondant au regime turbulent qui regiu' le pbi'' •'Utm'iit il.ui’> !.i eimtliiite, 

Une autre remarque est la suivante: 

Dans I’etablissement des equations, on n’a pas fait inleiuntir b- cmnlf**, livures sans 
parler des ancrages, qui peuvent etre assiniiles a une augnientalion «ie rep.u-M'iu dr la ciniduite. 

II faut en outre signaler un pbenomrm' imjKtrtant, erlui dr la drformatiim drs ondes. 
Comme nous le verrons dans quelques instants (tig. l) les inidrs sr drfonnriil dans Iriir ile(ilace- 
ment; par exemple, une variation de pression dc tres cout tr dnrrr cunr%jmndant a une cmirbc 
tres pointue, s’etalera en meme temps que son maximutn diininnna. On |H'n! dire qiie, dans 
I’etat actuel de I’industrie, avec les longueurs de conduitrs rinpliivtVs. aiire !r in^tal utilise, 
I’acier, I’experience montre que la deformatiort des ondes pent etre MniHihiriiirnl nrgligee. 11 nVn 
serait plus de meme si les conditions de Pexploitation cbangrairtii. si par rneinplr les oinikute.s 
industrielles avaient des longueurs bien plus considerables mi bini nne epai‘“'enr Itranemip {iltis 
faible ou un coefficient d’elasticite different. Une deeouverte dan' la nudalliiigie perineltant 
I’emploi d’un metal plus resistant et se d^fonnant davantage, entrainerait imr mndifieatioii rum 
plete de la theorie des coups de belier, car alors les ondes se defornieraient beauemip plus ra- 
pidement qu’avec le metal employe actucllement. Kn fait, ee ipii dmninr dans le ealrtd des 
conduites, c’est la nature du metal. C’est du jour ou Ton est arrive ii piuduire des ariers 
particulierement bien definis, que le calcul des conduites esi devenii jiossilde ef tpi’mi a pn 
rechercher, sans compromettre la s&urite, le uiaximum <I econoinie ilu metal, dans P s iiistal 
lations industrielles. 

Signalons une derniere remarque: dans les coups de Indier coinine ilans tons les doinaines 
d’ailleurs, il est necessaire d’avoir affaire 4 des phenomenes bien drtinis. eonipai ablrs a enx 
memes; c’est de toute evidence, la condition iiKiispen.sable de rapplie.atimi dr la thrmir. Trup 
souvent, en hydraulique, on a affaire a des melanges de jiheiiotnenes en proportions v.ariabk*s 
suivant les circonstances, c’est par cela que les risultats ohtenus par des ohservateiirs difff'rents 
sent eux-memes differents. Dans les conduites industrielles, 2 Elements intrrvirnnenl; I’eau et le 
metal. L eau est comparable a elle-meme. II est nlccssaire qu’il ni 'oit dr mrinr du metal, et 
que des phenomenes accessoires ne viennent pas apporter des perturbations, roinmr pai exemple 
la purge incomplete des conduites. 

VeriUcations experimentalef. 

La Vitesse a se determine par exemple par la m^thaie de la dipressim brusque qui con- 


siste a provoquer en un point de la conduite, par exemple a I’extremite aval, une perturbation dc 
courte duree. 

A Fextremite aval de la conduite etudiee, se trouve un petit robinet, qu’on ouvre pendant 
„„ temps tres court, vis-a-vis du temps6=A, <ju. I'oude met pour aller et revenir de I’ex- 


tremite aval a la chambre de mise eu charge, et pour parcourir par 

J de la conduite. La variation de pression eslj inscrite par un manometre. elle est retehre a tx 
tremite amont et change de signe et ainsi de suite. On obtient ains. dans le ^ 

une sdric d'encoches. tantot dans un sens, lantdt en sens inverse, gui pennetlent de detetra 
tres commodement la vitesse a. Le temps est inscrit sut le cylindre cnteg.streur an moyen dun 
diapason ayant comma periode un •/„. de seconde, par exemple. Vj 

la Lduite reste fermee. La tig. r indigue renregistrement <*“ 'tcr° 

4 la panic superieure du clichd I'inseription du diapason; au-dessous se trouvent msetes 

''"'“tTva'le3.rouX concordent d'une iayon trds satisfaisante avec ,a formule theorigue. 


Jt-.-,,.- A.. 


fig. I. 





Fig. 2, 


La fie. 2 repr&ente le (liagramrae des pressions provenant d’une fermeture de tres courte 
duree. Conforraement a la theorie, le diagramme des pressions est constitute par des portions de 
droites parallHes et normales a I’axe des abscisses. 
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C. Camichel, Toulouse 


F F 


P^de la fonction F pour ^ = o 

A 


On obtient en meme temps les valeurs F 
et pour des epoques 

X, X -|- 6, ■ • • - 

II suffit d’appliquer les equations generates (i) pour avoir les valeurs de 3; et de z/ a une 
epoque quelconque et en un point quelconque de la conduite. 

C’est ainsi qu’on peut etudier les problemes les plus complexes de fermeture et douvei- 
ture d’une conduite, rechercher la valeur de la surpression la plus grande et 1 epoque a laquelle 
elles se produit^). Je laisserai de cote malgre son interet cette question. — Je me contenterai 
de dire seulement quelques mots sur les phenomenes de resonance. ^ 

PhenomHes de resonance. Ces phenomenes sont tres importants, car I’lntensite des 
variations de pression qu’ils d6veloppent peut depasser beaucoup celle des coups de belier propre- 
merit dits. 

Dans une conduite a caracteristique unique, existe une periode fondamentale egale a~ 

c’est-a-dire a 2 fois la duree de Taller et du retour de Tonde dans la conduite^ On peut dans 
une conduite faire resonner la periode fondamentale et ses divers harmoniques. On emploie poui 

cela le precede suivant: 



Ke5onan.£eS.. 
a. ^<ts. it ^outotiiC' 

S^pie : Ua 80 . 

Fig- 5- 

On munit la conduite a son extremite aval d’un petit robinet tournant (Fig. S) mu par 
un moteur M dont on fait varier lentement la vitesse; le manomMre I branche a cote de ce 
robinet, met en evidence les diverses resonances. 


|---)YV>V'ArA'VMr^ 


•avwwcvvaaaaaAAAAAAA/WU^^ 


I^VVVAMWVVVWV^^ 


Fig. 6. 7- 

La fig. 6 montre la resonance du fondamental onde) en haut et en bas la resonance 
du 2«, 3«, 4« harmonique (I/2, %, i. onde). La fig. 7 la resonance du 5« harmonique (»/^ onde). 

4) On se reportera utilement pour ce sujet aux recherches de MM. DE Sparre et de M. Gariel. 
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II. Conduites industrielles 

Les conduites industrielles ont en general une epaisseur variable croissante de I’extremite 
amont a I’extremite aval. L’epaisseur du metal etant choisi pour que dans les divers tronqons 
le metal se trouve place dans des conditions analogues: 6 a 8 kg. par mm“. 

Citons par exemple une conduite P3 (Chute du Gave de Pau) ayant: 

Longueur totale: ^ = 346 metres, 

Diametre inter ieur: — 1200 mm., 

Pression statique au bas de la conduite: y,, = 120 m. d’eau. 

Cette conduite est en tole d’acier soudee avec brides. Elle est formee de 25 tronqons 
ayant des epaisseurs variant de 7 a 13 mm. de la chambre d’eau au distributeur. Les fig. 17, 
18, 19, 20, correspondent a cette conduite. 

Nous donnerons de meme des resultats d’experiences correspondant a une autre conduite 
(Chute du Gave de Cauterets) dont les caracteristiques sont les suivantes: 

Longueur totale: ^ = 536 metres, 

Diametre inter ieur moyen: D = 810 mm., 

Pression statique au bas de la conduite: = 252 m. 50. 

La conduite est formee de 40 tronqons d’epaisseur variant de 7 a 20 mm. de la chambre 
d’eau au distributeur. 

Les figures 13, 14, 15 et r6 correspondent a cette conduite. 

Emploi d'une vitesse a moyenne. 

On pent ramener le cas d’une conduite a caracteristique variable au cas d’une conduite 
a caracteristique unique en faisant usage d’une valeur moyenne a,„ donnee par la formule: 

SA- 


Ui 


designant la longueur d’un tron^pn de la conduite, 
a,- la vitesse correspondante ; 

— le temps que met I’onde pour le parcourir. 

La vitesse moyenne est done le quotient de la longueur totale de la conduite par le 
temps T que met I’onde pour aller du distributeur a la chambre d’eau a travers les divers 

tronqons.^^ calculs se font par la methode indiquee dans le cas d’une conduite de la premiere 
categoric; la fig. 13 «) repr&ente la comparaison du calcul fait sur la conduite pour laquelle 
on a a,« = 1068 m./sec., et T = 0,502 sec., dans le cas d’une fermeture. La fig. 14 correspond 
au cas d’une ouverture. 

On voit que I’accord entre le calcul et I’experience est satisfaisant. 

Assimilation d’une conduite industrielle d une conduite formee de deux trongons pour 
lesquels les durees de propagation sont les memes: Methode de M. de Sparre. 

M. DE Sparre a indique une methode qui permet d’etudier avec plus de precision les 

conduites industrielles. 

B) Ces cliches, comme tous ceux qui sont, pr&entes, sont emprunt^s h un memoire public par 
I’auteur en collaboration avec MM. Eydoux et Gariel. 
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a une periode totalement differente de 0 ; on trouve par exemple pour la conduite P3, une periode 
de 1,36 sec. (fig. 17). La premiere de ces deux periodes peut s’appeler periode theorique et la 

seconde, periode apparente. 

Par suite d’une interpretation inexacte de la periode apparente, divers auteurs admet- 
taient que la vitesse de propagation de Tonde augmentait avec la pression; il n en est rien, 
Tapplication des formules generales a la conduite formee de divers tronqons, m a permis de 
rendre compte completement de Texistence de la periode apparente. Nous allons voir que celle-ci 
joue un grand role dans la pratique. 

PhSfiofyiefics ds fesoftctfice dcLfis les cofiduites industviellcs, 

L’application des formules generales permet d’etudier les phenomenes de resonance dans 

les conduites industrielles. 

Nous allons nous contenter d’indiquer quelques resultats obtenus experimental ement. 
On a pu dans la conduite obtenir la resonance en faisant tourner le robinet avec une periode 
egale a la periode apparente. C’est par consequent la periode apparente qui resonne. La fig. 18 
montre le phenomene de resonance de la periode apparente sur la conduite P^. 

Dans une autre experience, on a pousse plus loin la resonance de Pg, et 1 on s est arrete 
au moment ou les surpressions seraient devenues dangereuses. La fig. 19 donne le graphique des 
pressions, dans cette experience, il montre que sur la conduite Pg qui a 346,5 metres de longueur, 
et 1,20 metre de diametre interieur, on peut provoquer la resonance de la periode apparente au 
moyen d'un robinet dont la lumiere n^a que 22 X 48 mm. soit 10 cm^ environ; la vitesse doit 
etre telle que la duree separant deux ouvertures consecutives du robinet soit 1,36 sec.; on a 
cree ainsi des variations de pression dont Tamplitude totale representait une colonne d’eau de 
77,6 m. L’experience n’a pas ete poussee plus loin. 

Cet exemple montre I’importance qu’il faut attacher a la periode apparente et aux phe- 

nomenes de pompage. 


Fig. 20. 

On a pu faire resonner egalement les divers periodes de la conduite P g et 1 experience a 
montre qu’on obtenait sensiblement les harmoniques 3 6 e la periode theorique 0 . 

M. Guillaumin a montre que ce n’etaient pas exactement les harmoniques de cette periode, 
mais qu’il y avait la diverses periodes suivant un phenomene analogue a celui qui se passe dans 
les antennes de telegraphic sans fil, la difference avec ces harmoniques etant trop faibles pour 
que Texperience puisse les distinguer. 

Co'y^clusion. 

J’ai termine Texpose sommaire et forcement incomplet que je me proposals de faire, 
des points les plus importants de la theorie des coups de belier. 

Nous pouvons en tirer une conclusion precise: C’est que, dans I’etat actuel de rindustrie, 
les formules generales de des coups de belier etablie comme nous I’avons rappele, 

rendent compte avec une approximation suffisante, des resultats experimentaux. 

On peut done calculer avec toute une precision suffisante, les phenomenes dont les con- 
duites sont le siege dans Tindustrie moderne. 
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The Control of Stalled Aeroplanes 

By B. Melvill Jones, Cambridge (KhkI an <1) 

(For fig. 2 b sec Plate 11) 

I. is my intenfon ,0 ou.ltns the methods which hte hei.,„ use,) in Kngl to a|„d< 

fte problems suggested by the *f ' i^'lugs.' \Ju7r..ac,l.I .hi.™?, 

^,;;.„T^e'edTo°S fte^'and L angle at which Ihe wings Ihe air .he inrideuee 

Twe «1 it At the higher speeds of flight sufficient reacl,..,, .s nh.a.ned w, 1, a s.aa I 
dite « lower speeds the incidence most he increased. There ,s however a eer.a,,. .ne.dence, 
citric stalling incidence, beyond which any further ...crease causes a ,h ..ge .. .he 
flow and a decreased reaction. All normal flight is carnctl out at nicidcmcs Indon lus tnlu.d 
incidence of maximum reaction. Steady flight at incitleitccs greater thait the cnt.ud t.s not 
impossible, but it involves either the expenditure of great power or a ..p.nl desciut and 
requires a flying speed slightly greater than the minimum po.ss.ble ,>.t<-a<lv sju-e.! 

The art of flying aeroplanes in this way — «flying stalled® as we call it ha. Intn 

developed in England, principally at the Royal Aircraft Estalilishment at harnliorough. where 
experimental flights in this condition are now a normal occurrence. I have inyselt flown aero- 
planes in this manner and I will describe, from the point of view of the pilot, what appears 
to him to happen when his aeroplane enters the stalled state. 

Suppose that the aeroplane is flying normally upon an even kei-l and that the control 
column is pulled slowly backwards so that the incidence ri.sc.s .-ind the speed falls. As the 
critical incidence is passed the aeroplane tries to dive and, if not checked, will .lo so. and 
return to normal flight; but if the elevators are sufficiently powerful the dive can be prevented 
and the aeroplane held in the stalled state. The lateral control now becomes wry difficult, the 
ailerons and rudder feel as though they have lost nearly all their power and the aeroplane 
displays an unpleasant tendency to plunge and roll from side to side. Normal use of the controls 
merely aggravates these plunges, which may increase until the aeroplane gets out of control, 
and performs a peculiar and characteristic spiral dive, which may deveIo(t info the famdiar spin. 
Continuous stalled flight upon most modern aeroplanes becomes (Ktssible when the jtilot has 
learned how to use his controls to check any deviation from straiglif flight betoie it has 
become large. 

There is no serious danger in stalling when at a considerable height alx)ve the ground, 
nor is the danger serious when a pilot, skilled in this mode of fliglit, stalls near the ground 
whilst upon an even keel. It is when the stall occurs ina<lvertently, during a turn or other 
manoeuvre near the ground, that serious disasters generally occur; for tlieu tli<’ acro[ilaue, 
already turning rapidly and probably banked to a large angle, may immctlisitely get out of 
control and dive with the familiar spiral motion into the ground. Unfortim.itely a pilot face<l 
with a difficult landing desires to carry out manoeuvres near the ground at the sUnwsl possible 
speed, and is therefore particularly liable to stall in these circumstances. 

Here then is our problem; we have to investigate the causes of th<*sc peculiar latt'ral 
motions, why they are difficult to control in any circum.stanccs, and wliy they beentne un- 
controllable when they are allowed to develop too far. 

Quantitative measurement m actual flight of motions .such as I hav** <U'.scrib<‘d, requires 
very elaborate apparatus. Thus a complete record of the motion of the aeroplane might be made 
by recording, simultaneously and continuously, three angular velocity components, three 
acceleration components, the positions of the three control organs, and the resultant air spcetl. 
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Instruments for these purposes are now in use, but no comprehensive records frotn_ them are 
available, and our direct knowledge of these motions is as yet confined to the qualitative ob- 
servations of pilots and observers. 

For detailed information therefore we must turn to experiments upon small models, 
but unfortunately the flow of air round a wing in the neighbourhood of its stalling angle is 
particularly liable to be influenced by the changes of Reynolds Number which occur between 
ordinary model experiments and the full scale, and since the phenomena to be stu le epen 
upon the behaviour of the flow at the stalling angle, the results of model experiments must be 
applied to the full scale with great reserve. To throw light on this question experiments have 
been made in free flight upon the air reactions on certain aeroplanes in the stalled condition. These 
experiments were very difficult to carry out, requiring skilled and specially trained pilots and special 
apparatus for measuring air speed. Fig. i shows close agreement between model and full scale for 


LiFb ftnd Dm o Curves For Model 
Full SczkIc Avro 504 K. 

Model Curve* 

Full 5c»lc’.- Poirit* 


Fig. I. 

lift and Drag of a Model and a full scale Aeroplane 
(Avro 504 K). 


O'© I 



0 5 I5 TO 25 30 

An ol g qF IfNCidgncg ( dgqrggg) 



one of the aeroplanes — The Avro — which we have used for experiments in stalled flight. The 
other aeroplane which we used extensively for this purpose — The Bristol Fighter — showee 
a similar agreement. We might expect from this agreement as to stalling angle a reasonable 
agreement in the forces governing control, and such is indeed indicated by the accuracy with 
which predictions from model experiments relating to the control of these aeroplanes have 
been fulfilled in practice i). 

Let us consider what model experiments are practicable. Given a precise knowledge 
of the movements of the aeroplane in free flight, it might be possible to reproduce them in a 
model moving under constraint, and so to measure the air reactions. This line of attack is 
being developed in England for the study of the steady spin, but in relation to the unsteady 
motions now under discussion it becomes impracticable and no attempt has been made o 

1) Some aeroplanes with wings of section different from those upon which we have expenmented 
do not however show the same agriment in the stalling angle for the model ^d the real aeroplane, 
and the value of experiments upon models of these aeroplanes remains in doub . 
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. 1 Alternatively the model may be moved steadily thr.n.Kl. tlm air in CTtaiu si,nple 

develop it. Alternative y information so oblained, <>1 the air K'aetion.'^ cau.sed 

ways and an estimate ma e, rom j j motions ni:iv be looked upon as eompoiient.s. 

by more complex t ^ in I am'about to de.<eribe. 

Thp latter method was that adopted in the e* i , , « 

“Lratus for measuriog, in wind tunnoU, the forcos 

„„vingTa straight line without rotation, are fatnihar t„ ev, 1 .cal 

research I will not take up time to describe them. ^ ii t t u * , * 

The stnd, of motions involving steady rotations ,ah.«.t a., as.s ,.ar., IcI 1„- wn.d 
a tnnnd is also practiable. because such rotations .uvoKt change the a I, In. .. of the 
ae roM to the direction of the wind. Fig. aa a..d b shows the u.M.„,nen, use.l tins 
pT The aeroplane is rolatetl steadily by an clcotric niotor and ,,r.,v,-„,„ ,s n.a. e 
moLts about a*is of rotation and about any tles.rcl au.s perpend, enhr the, .do, a,., I Used 

in relation to the model. . . 

Motions involving rotation about any axis perpeu.hcu ar tn the wm.l are . n. vasdy 

studied in a tunnel except by a method of small oscillaticms winch .s ^ca^crh appheahU. he 
present investigations. Such motions could be studie<l «iK,n a wlurhng aun rev.. Iv.ng m s dl 
In; apparatus for this purpose are under construction but have mu vet beet. um-.I. b.Mmtates 
of the effects of such motions have so far been ma<le by means ,d calculatum. ... winch each 
element of the wing is assumed to act as though it were part of a wing mov.ug without rotat.on. 

For the purposes of the present discussion the most iiitncsliug mfiiMiretmmts made 
upon the instruments are those relating to what is known as the .ttsyumtclric moment.. The 
air reactions upon an aeroplane are equivalent to a force acting tliiough the centre of gravity 
and a couple acting about some axis passing through the centre of gravity. 1 his couple may be 
resolved into two components, one acting about an axis lying in the pkme of symmetry of the 
aeroplane and one about an axis perpendicular thereto. We call llte bniuer t!te •aHymmetnc 
moment, and the latter the «symmetric», or «pitching moment* 'Hie former can conveniently be 
represented by a vector lying in the plane of symmetry. 

Let us consider briefly the nature of the inforniatitm resiwctiug tliis asymmetric moment, 
which has been obtained from experiments upon small models, l.iiige numbers of observations 
upon a variety of models have been made, but for simplictty i will toitliue tiivsilf to a fiw 
representative results for one aeroplane, the Bristol Fighter, ~ a conventional Hriiish Military 
Biplane. 

Fig, 3 show.s {ui outline sketch of this aero- 
plane in an attitude cliaracterislic of steady 
stalled flight without engine powei'. When flying 
in this manner the resultant air reaction upon 
the aeroplane lies within one or two degrees of 
the perpendicular to the mean chord of the 
wings, so that the latter must always he ap- 
proximately horizontal, no matter what the angle 
of descent. On this diagram the horizontal 
through the centre of gravity of the aeroplane is drawn, together witlt liner Hiiew ..homing the 
direction of motion when flying steadily at incidencc.s of IH, zj and .pi degieo. 

When the aeroplane is flying without rotation and with the direction of motion in the 
plane of symmetry, there can be no asymmetric moment, but should the aeroplane be rotating 
about any axis in the plane of symmetry or should the direction of motion be i!icliiie<l to the 
plane of symmetry, asymmetric moments will in general occur. 



Outline of Bristol Fighter Aeroplane in attitade 
of steady stalled glide. 
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Fig 4 shows the outline of the aeroplane with two vectors superposed. These represent 
the asymmetric moments occurring in normal and stalled flight respectively, when the direction 
of motion is inclined to the plane of symmetry through an angle of lo^ — when, as we say, 
the aeroplane is «sideslipping». The vectors in this and succeeding figures all represent the 



Fig. 4- 

The asymmetric moments generated by motion inclined 
to the plane of symmetry — side slip — when the wings 
incidences are and X2^ respectively. 


Fig. 5 . 

The asymmetric moments generated by angular velocity 
about the direction of motion, when the incidence of the 
wings at the plane of symmetry has various values. 


asymmetric moment to the same scale and therefore are directly comparable; their actual scale 
is immaterial to the present argument 2). The vectors are shown radiating from the centre of 
gravity of the aeroplane, and their direction is related to the sense of the moments which 
they represent as in a right-handed screw. 

At 4» incidence, typical of normal flight, the moment is such as to raise and retard 
the wing towards which the sideslip is occurring. This can be explained in a simple manner 
by the action of the fin and rudder, which urges the aeroplane to turn towards the direction 
in which it is slipping, and of the dihedral angle between the wings, which causes the ettective 
incidence to be increased on this same side. 


An incidence of 24° has been taken as sufficiently representative of the stalled state. 
At this incidence there is a relatively large moment lifting the advancing wing. This large 
moment due to sideslip on a stalled aeroplane has been observed on five different models which 
have been tested in wind tunnels. The moment increases with sideslip until the angle mace 
by the direction of motion with the plane of symmetry is greater than 30O, and it appears to 
be unrelated to dihedral angle. This moment due to sideslip is of great importance in the 

study of stalled flight. 

Fie. >; shows the effect of rotating the model steadily about an axis parallel to the 
direction of motion, the angular velocity being such that the speed of the wing tip relative 
to the centre of gravity was one tenth of the speed of the centre of gravity .^"l^^ive to the 
air At low incidences a large moment is generated opposing the rotation, but in stalled flight 
this changes progressively into a moment tending to retard the falling wing and to increase 
the rotation. Unlike the effects of sideslip this result of rotation in stal ed _ flight can be 
approximately explained on a simple hypothesis, for the rotation increases the incic^ence o he 
falling wing tip and reduces that of the rising tip, and this in stalled flight may be e^^ted 
to decrease the lift and increase the drag of the falling tip, in comparison with that of the 

rising tip. • 4 . a 

The effect of rotation about an axis perpendicular to the relative wind, has been estimated 


The scale of these vectors can be estimated from the statement that a vector equal toAhe 
ov.»U Lph of .he a»oplh„. (excloding ^ss) would be 

0-045 P Where p is air density, F air speed of the aeroplane and A and .r 

semi-span of the wings respectively. 
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Fig. 6. 

The asymmetric moments generated by angular 
velocity about an axis in the plane of symmetry 
perpendicular to the direction of motion. 



i«'ig, 7. I H*Hfri|»ttvr dtiigtiim. 

be exact, 1 do not think iliat it can he far wrong in 


with interest j though the estimate may not 
clicLr3-ctcr. 

We require also the side force — force periK-ndicular to the j.lanr id symmetry — 
generated by sideslip. This force has been measured atid is tukitn inti, accimt in detailed cal- 
culations, but since its influence upon the motions which 1 shall di-scrihi- Muall. i w ill not take 
time to discuss it. The side forces generated by angular velcwities in ths" aeroplam* are essentially 
small and have not been measured. 

Let us consider what infercnce.s we can draw from the foregoing (>si«‘!'imental evidence, 
as to the probable behaviour of a stalled aeroplane in free flight, ( thviously tiie infiirmation at 
our disposal is insufficient to allow a complete general .s<*lulion of tlu' motiim. winch inoreoyer 
would require the manipulation of six simultaneous differential ennathms. Some .simplifying 
assumptions are clearly necessary before profp'css can be made. 

Suppose that the aeroplane, flying straight and steadily with wings level, teceive.s an initial 
disturbance in the form of an impulsively applied angular velocity about some axis in the plane 
of symmetry, and is then left to itself. Assume that, until the motion has ilevialed .seriou.sly 
from the initial state, the incidence of the wings at the plane of symniflrv and the velocity of 
the centre of gravity of the aeroplane will remain unchanged, e.xce|tt in so far as the latter is 
affected by lateral forces perpendicular to the plane of symmetry. . Issiiiiit' that the forces acting 
upon the aeroplane at any instant can be found by adding the forces whieb oeenr \vhen tlu* 
various components of the motions arc occurring separately, as in the wind tunnel experiments 

These assumptions are true for infinitesimal deviation.s from the initial eondilion, aiul 
are probably not far from true for finite deviations of moderate amount. With them general 
solutions can be obtained for infinitesimal disturbances or, alternatively, the motions following 
particular initial disturbances can be examined by successive integrations, each canierl out over 
an interval of time so short that the forces at work; do not alter appreciably. 'Hie foi nH*r method 
gives information which probably applies, at least qualitatively, to Ihiite disturbances, pnnided 
that the forces generated by the various motions are approximately proportional to the motions 
which produce them. The latter method has been used when this projun tionality tloes not hold, 
as is the case with many of the motions with which we are concerneil. Both method*, liave been 
extensively employed in England to calculate, from the residts of wind timm-1 <’\perimenis, tlie 
early stages of deviation from the straight flight of a stalled aeroplam*, and from the study of a 
great number of such calculations it is possible to give, in relatively simple ti-rms, an account 
of the way in which the peculiar spiral turn characteristic of .stalled flight is generated, and to 
explain the failure of the controls to check it. 

Fig. 7 shows the aerc^lane in a steady straight glide with wings level am! at <( 4 * incidence; 
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we shall take this as our initial motion. OA is the direction of motion of the centre of gravity 
OB perpendicular thereto. The vectors Oa, Ob and 0. are copied from figs (4, 5 ^ 

indicate the characters of the moments generated by angular velocities about OA and OB and 
by sideslips to port, respectively. Angular velocities are supposed to be connected with the 
direction in which their axis is drawn from 0 as in a right-handed screw. re . f 

During the very early stages of deviation from the initial steady motion the effects of 
side forces on the aeroplane are of minor importance, so that the centre of gravity of the aero- 
^ane continues substanW to move along the straight line OA From this it 
right-handed rotation of the aeroplane about an axis such as OP will mvo ve a si es ip P ’ 
whilst a similar rotation abouli say OP" will involve a sideslip to starboard. Only when lotation 

occurs about Oa as axis will no sideslip result. ^ 

Suppose that the aeroplane, while flying steadily, suddenly receives a small angular velocity 

about the vertical axis OF. This angular velocity will have components about the axis M and 
OB; the former will generate a moment such as On, the latter a moment such as Ob A tei a 
short time the aeroplane will have received an angular displacement about OF and^ill^be 
sideslipping to port, so that a further moment such a 0^ will act upon it. Thu , y Y 
after the initial angular velocity is imparted to the aeroplane, three 

Oa Ob, Os act upon it and rapidly generate angular velocity about an approximately horizon 

axis. The result is to increase the angular velocity of the aeroplane 

OF towards OA. This motion is the peculiar rolling plunge which leads to the spi a 

turn which I described at the beginning of my lecture. . „ rnnidiv 

At first therefore we have a rapidly increasing angular veloci y, occunng ^bout a rapidly 

changing axis This will ultimately cause the axis of rotation to rise above OA to some such 
AS soon however as .be a«s of rob, ion passes OA fnrther *• 

reduees sideslip, and this, conrbined with the effects of side forces both 
which are now becoming appreciable, reduces the srdcslip to zero an en 

opposing the rotation, is now introduced and, provided the motion is w . the 

r»resefted by our simple assumptions, this moment ultimately predominates and causes the 
aeroplane to swing back towards an even keel. The motion thus becomes osallatory. 




Fie. 8, ’• 

Di.a™.sh«wi,* die rewlO o, eeleeled... .po. die w.doa Ml.w^ S /ST.L'Z 

-”SSd.r»S" eZir Tl.e U laeidel^ 1. 

seconds marked : — © • 


Fig. 8 shows the result of a detailed calculation carried out upon a motion of this type, 
by the method of successive integrations over short time intervals 3). The initial srnall angular 
velocity is represented by a short vertical vector ‘), and the broken curve traces the locus of the 


" ^hese calculations were not carried out upon the Bristol Fighter but upon an Avro aeroplane 

with exceptionally large fin and rudder. . - , . _ 

A The magnitude of the initial angular velocity is such that the additional speed given to a 
wing tip by the angular velocity is one fiftieth the speed of steady flight. 
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. • 4.1,^ oiA tjpronds following tlisturbaiK-c. Tlu- vector itself is drawn 

“S,°at fcInTof .“alLf aeoond. Within on. sm.n<l fro.., the im.ittl , lia, th. 
vd«?y o the aeroplane has been increased some five ...nes an, ts ..c„rrn,„ a a nearl, 
total axis. The vector then swings to the rear and rate of n.lln.K ,s noerscl, 1 he „„„n,„ 

in fact is oscillatory and of increasing amplitude. 

Fig Q shows the motion following an initially impros.se.l angular celoc.ty of tlu> .same 
magnitudf as in the previous figure, but acting about a horizontal axis. he motion, winch m 
this case is followed for five seconds with points for every (,uartn- .second, i.s again osc, la lory 
with increasing amplitude, but the first swing following the initial impulse is verv much Ics.s 

’"'other calculations, not here shown, suggested that the oscillation following a small 
disturbance would not continue to increase indefinitely, hut that it wouhl settle . own to a 
definite amplitude and return to that amplitude if deliberately increased b^-.vnnd it. When hi.s 
was discovered the pilots were asked to find out whether any such state ot attairs cotild he 
observed upon the aeroplane for which the calculations were made. 1 hev found that, after 
carefully adjusting the lateral controls so as to eliminate aiiy tendency to turn, the aeroplane 
did in fact take up a rather unsteady oscillation which continue.l mdetimtely ;it ti more or less 
constant amplitude, and even returned to that amplitude after :my small delihertiie disturhance. 
Great care was however required to obtain the nece.ssary accur;ite setting of the controls; any 
appreciable asymmetry, such as a slight persistent tendency tt. turn in eitlier direction, sent the 
aeroplane fortwith into a spiral dive. This experiment afionls a valutible cheek upon the 
validity of the assumptions on which the calculations were based. 

It still remains to explain the fact that the calculations show oscillatory incitioii, whhst 
experience of stalled flight shows that serious disturbances generally result in continuous spiral 
turns. It the first place the calculations assume an aeroplane whicli in eciui!il>riuni when 
flying symmetrically, whereas in practice an aeroplane is seldom so accurate! v adjusted as not 
to have some definite tendency to turn in one direction rather than amuher. Itie expeument 
just quoted, for example, showed that the oscillatory motion di<l nut occur unless tlie controls 
had been more accurately adjusted than would be usual in the experience the average pilnt. 
But again the calculations themselves show how a large disturbance can fnlfrav automatically 
from certain small initial disturbances. Thus a relatively small initial yawiitg impulse can, 
according to calculation, generate a motion which resembles the early part <4 the familiar 
spiral turn, and which will cary the aeroplane into attitmles for which the a^^suniptions under^ 
lying the calculations are no longer sufficient. Although therefore wa* cannot, with the ex- 
perimental data at our disposal, follow accurately the whole motion the aeroplane as it 
departs from symmetrical flight and develops the steep spiral dive, yet we can explain how 
the peculiar plunges noted at the beginning of my paper arise and how violent mot if ms closi‘ly 
resembling the earlier stages of the spiral turn, can be generated from relatively Muall initial 
disturbances. 

An important conclusion to be drawn from these calculations, which is essential to an 
understanding of the action of the controls, is that any small angular vrlocitv alfout an axis 
much inclined to the direction of motion is quickly followed by a nmch largta angular s Andty 
about an axis nearly parallel to the direction of motion. Stated less precisely, hut p^^s^ildy more 
clearly: if one wing tip is at any instant moving slower than the other, it will Vi-ry ^hmily he 
rapidly falling relative to the other. 

We have next to consider the action of the controls. In hdg, lo flu- hmger vixifm.s show 
the moment generated in normal flight by moving the ailerons up ami dfmn ri'spectively through 
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loO from the neutral position. The shorter vectors show the moment generated by moving 
the rudder through its maximum travel of 30® from the neutral position. By suitably com- 
bining aileron and rudder movements within these limits a moment can be generated which 
is represented by any vector terminating within the rectangle. 



Fig. 10. 

Moments generated in normal symmetrical flight by ailerons 
and rudders. Longer vectors relate to ailerons moved J: lo®. 
Shorter vectors to rudder moved through 30 



Fig. II. 

As Fig. 10 but relating to stalled flight at some 24 ^ 
incidence. 


Fig. II similai'ly shows the power of the controls in stalled flight —24® incidence. 
The rudder and aileron powers are reduced and the axis about which the ailerons exert their 
moment is changed. It is this change of axis which is mainly responsible, for the failure of 
the ailerons in stalled flight, for they generate angular velocity about an axis inclined to the 
direction of motion and this in turn generates moments about the direction of motion as axis, 
which are of opposite sign to those required. The ultimate direction of roll of the aeroplane 
will thus be in doubt and will depend upon the inclination to the direction of motion of A® 
axis about which the ailerons exert their moment. The broken curve in this fipre, which 
starts along the aileron vector, shows the locus of the ends of vectors representing angular 
velocities following an application of the ailerons; from it we see that, with these ailerons, the 
indirect effect just described overpowers the direct effect, with the result that within one 
second from the instant of application the aeroplane is rolling in the opposite sense to that 
intended. 

The failure of the ailerons is even more apparent if they are conceived as being used 
to check one of the sudden spiral turns which we have been discussing. Subconsciously the 
pilot will set them to raise the wing tip which he sees to be falling, and this action will increase 
the angular velocity about the vertical which was the root cause of the motion he is trying 
to check. It is clear from the calculations we have discussed, and from many others not here 
shown, that no increase in aileron power which leaves unchanged the axis about which they 
exert their moment can make them effective in stalled flight. To make the ailerons effective 
we must bring this axis more nearly parallel to the direction of motion. 

We may state the matter less precisely, but in a way more easily understood by the 
practical man. Conventional ailerons used on stalled wings retard the wing which they are 
set to raise, they should be altered so as to reduce this retardation. 

Turn now to the rudder, this control might be used to prevent the aeroplane from 
turning about a vertical axis when ailerons are applied, but fig. n shows that its power 
on the aeroplane in question is insufficient to be of much help in this respect. If the rudder 
were very powerful it could be used in this way, but it could then be used to roll the aeroplane 
about a horizontal axis without the help of the aileron, for we have already seen how rotation 
about a vertical axis will generate large rolling moments about a horizontal axis. In other 
words if the rudder can be used to force the falling wing tip forwards, moments will soon be 
generated which will raise that tip. 

The broken curve in fig. ii which starts along the rudder vector, gives the calculated 

93 


insular velocities following an application of the 

of d.e ends of vectors i, „o„ sho,™. 

rudder: the rapid rolling motion w a,.,-o|.l:ine is revolving alH.iit the 

If we compare figs. 5 cnnntaneously, of sufficient nuignitude to over- 

direction of motion, applied until the spiral motion has well .leveloped, 

power the rudder, so ^ ^ ^ ^^ent the falling wing from being retarded. In these 

even its full power will be ms j-udder power, and tins 

circumstances effective use 

To mlnsr/pr-htid. rhfsplral motion from "" 

his control column forward and allows frohablv the simplest wtiy of 

consider now possible “L l,.v iiicvasing power. 

affecting an improveme exocriencctl in stalled thiiig» to keep the 

sufficient rudder power should a«w a pd^^^^ 

aeroplane upon an even k , ,vressivolv larire nnltier :uid ihiwn bv manv pilots. 

this matter a„ a.ropl^e " ;t“v l.« gviierul eoii.r,,, was 

The expected power of restoiation to an satisfactory control over two 

‘T"'i u"?' 

the rudder on roll is indirect and therefore delayed. Opinion m b.ngland is that some mu ease 
Iver thrconventional rudder power is urgently needed, but that tlnit mcret.se nee.l .tot be 

'Tsecond line of attack is to modify the ailerons .so that when the wit.gs a.^e stalled 
they will give larger moments about an axis more nearly parallel to the d.teet.on of mo ton. 
Onl method of doing this is to provide a slot in front of the wi..g winch opens when the at leron 
moves down; this in effect unstalls the wing to be raised. Fig. i2 shows an arra.igement tried 



Fig. 12. 

The slot-and-aileron control and the enlarged rndder of the Iriitol higliter. \eetor«i 
for same conditions as in Fig. 1 1 . 

experimentally upon an aeroplane which, when so fitted, could he ct)nt rolled idiuost as eiusily 
in the stalled condition as in normal flight. The vector diagram is slitiwti for the luoiiieuts 
produced by this device. The defects of this method are that it leads to inrchaiucal Ciaupheatum 
and to added weight and head -resistance; it is also very sensitive to change in wing secibin 
and its use with new wing sections must therefore be proceded liy consitlerahle experiment. 

Another method of achieving a like result is to provi<!e ailerons in the ftirm nf daps Ijeyoiul 
the wing tips, which normally lie along the direction of the relative wiiul amt !ience» when nanol 
differentially, give a moment acting approximately about an axis paralhd llu* iliriTtion of 
motion. This method has the additional advantage that l)y it the temlencv* indicated in fig. 5» 
for an angular velocity about the direction of motion to increase automatically can he eliminated. 
Ailerons of this form are used in the now well known Mill I'aiUess aert^plam^ and ctattribute 
largely to its remarkable controllability in stalled flight. 
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Other methods of achieving the same end occur to the mind, as for instance the deliberate 
increasing of the resistance of the wing to be depressed, but these have not yet, to my know- 
ledge, been thoroughly tried in practice. 

Apart from modifications to the controls, the problem may of course be attacked by 
altering the design of the wings so as to reduce or reverse the moments, indicated in figs. 4, 5 . 
6 and 7, which arise from sideslip or angular velocity. This line of attack has not been followed 
far in England. 

I wish to add that only a fraction of the work I have been describing is my own. Ihe 
whole is the result of co-operation between many departments and people, in which I have 
been privileged to play a part. 
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1) Voir, pour les renseignements historfques et WMiograpbique*. i «»* t 
umGO II problemadeitrecorpi (Milano, HoepU, t9*9)- 


Depuis Lagrange jusqu’aux savants qui, dans le sens qu’on vient d’esquisser, se sent 
en quelque sorte rattaches a lui, les efforts des chercheurs avaient suivi plutot une autre voie.' 
Sur I’exemple de Newton lui-meme et de ses premiers successeurs, ils se sont adresses sur- 
tout a I’integration approchee des equations differentielles du probleme des trois coips (ou 
meme d’un nombre de corps quelconque) dans les circonstances qui interessent de plus pres 
le systeme solaire, oil trois astres s’influenQant mutuellement (sans etre d’une maniere appre- 
ciable influences par les autres corps du systeme) sont representes par les deux triplets 
typiques: Soleil, Jupiter, petite planete; ou bien Soleil, planete, satellite (par ex. Terre, Lune). 

Sous cet aspect, qui peut d’ailleurs se rallier a la theorie generale des pertuibations, il 
est a peine necessaire de rappeler I’ceuvre grandiose de Laplace et, parmi ceux qui ont realise 
des progres substantiels, Poisson, Gauss, encore une fois Hamilton et Jacobi, Airy, 
Delaunay, Plana, Leverrier, suivis, dans une epoque plus recente, par Adams, Hill, 
GyldSn, Newcomb, Tisserand, PoincarS. Tel que Laplace, Poincare marque une epoque 
en mecanique celeste. Ses Methodes nouvelles de la mecanique celeste ont retabli le contact 
entre les speculations les plus elevees de I’analyse moderiie, si fecondement poussees pai lui- 
meme, et les aperqus et pi'ocedes de calcul employ^ par les astronomes, dont la bonte pour le 

but envisage ne pouvait ni pour r ait etre meconnue. 

J’ai nomme jusqu’ici des savants disparus, mais fort heureusement on peut citei encore 
M. Bohlin parmi les devanciers de Poincar:^ et MM. Andover, Birkhoff, Brown, 
Charlier, Moulton, Whittaker parmi ses nombreux continuateurs. 


Les d^veloppements classiques, prepares pour satisfaire et aussi pour prevenir les besoins 
de I’astronomie, convergent, meme tres rapidement, pour un inter valle de temps assez petit: 
bien entendu e’est un petit toujours tres respectable puisqu’il embrasse plusieurs siecles et 
parfois des milliers d’annees. Mais on ne peut toutefois en tirer aucune prevision rigoureuse 
a longue echeance, e’est-a-dire pour des valeurs arbitrairement grandes du temps t, ou, en 
langage mathematique, pour t — 

Dans ce sens les demonstratiotis fameuses de Lagrange, de Laplace, de Poisson sur 
la stabilite du systeme du monde n’ont qu’une portfe subordonnee aux traitements reductifs 
qu’on fait subir prealablement aux equations differentielles correspondantes. 

D’ailleurs dans les cas usuels ofi il s’agit du mouveraent d’un point soumis a Taction 
preponderante d’un corps central et a Taction troublante d’une troisi^me masse petite ou 
eloignee, les series employees couramment avaient montre des le debut Tinconvenient, dont je 
parlais tout a Theure, pour ce qui se rapporte aux previsions a longue ech6ance, dans une 
maniere pour ainsi dire materielle, e’est-a-dire par la presence de termes dits seculaires, qui ne 
restent pas bornes lorsque t— i-oo, notamment des termes lineaires en t (en premiere approxi- 
mation), quadratiques (en seconde approximation), ou bien de la forme t sin a t, t cos a t 
(a designant une constante), etc. 

On avait pense que la presence de ces termes fut une accidentalite due a 1 espece de 
developpement adopte; et on en a envisage d’autres, purement trigonometriques, e’est-a-dire 
tels que t ne sort dans aucun terme des signes sin ou cos. Ceci a apporte des avantages au 
point de vue de la construction des tables astronomiques, mais au point de vue theorique ce 
n’est qu’un detour et meme un detour dangereux. En effet les series ordinaires, tout en 
n’^ant pas utilisables pour t grandissant indefiniment, convergent neanmoins jusqu’a ce que t 
ne depasse pas une certaine limite. Les series purement trigonometriques sont au contraire 
toujours divergentes comme Ta fait constater Poincare, qui d’ailleurs ne s’est pas borne a 
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f).Acta Math., T. 8, 1886, pp. I— 

*) Acta Math., T. 10, 1887, pp. 109 

5 ) Annales de I’Ecole NormMe Supfe 





T. Levi-Civita, Rome 


d’une et par suite aussi de Tautre distance du troisieme corp P', il est bien clair que tout 
va se passer asymptotiquement : 

pour P', comme si les deux masses de 0 et de P coincidaient dans un meme point 
geometrique (qu’on peut identifier indifferemment avec 0 ^ ou bien avec P, ou bien avec leur 
centre de gravite G) ; 

pour le couple 0 , P, comme s’il fut sensiblement soustrait a Taction troublante de P . 
Voila les deux problemes des deux corps auxquels on se trouve reconduit a la limite. 

Au point de vue astronomique, representons-nous le point 0 comme corps central (soleil) , 
qui fournit au systeme la chaleur et par la Tenergie dans ses manifestations multiformes, et 
soit P' Tastre (planete ou satellite) sur lequel on fixe Tattention. Dans les cas £ > o, ou 
E = o qu’on vient d’envisager, les habitants (eventuels) de P' doivent toujour s s’attendre la 
fin de leur monde: tout a coup, si un choc intervient; par cessation progressive de toute forme 
de vie, a cause de Teloignement de la source de chaleur et transissement general, lorsque c’est 
le regime asymptotique qui va s’etablir. 

Le cas ou Tenergie totale E est negative a ete egalement aborde par M. Chazy qui a 
obtenu quelques resultats particuliers ; maisi ce cas est beaucoup plus difficil, et, meme en excluant 
les chocs comme auparavant, il y a lieu de retenir d’une maniere generale presque seulement 
que les trajectoires se developpent toutes dans une region finie, sans pouvoir d’ailleurs predire 
quel est le domaine (de Tespace des phases) pratiquement rempli par un mouvement generique 
de cette categorie. Bien entendu elle comprend aussi des solutions exceptionnelles (periodiques, 
asymptotiques, doublement asymptotiques, etc.) dont Tetude est bien avancee, grace aux theories 
classiques de Poincar^: et aux contributions penetrantes qiTon doit a M. Birkhoff^). 

* * 

* 

Ces deductions, soit qu’il s’agisse de resultats bien nets comme dans Thypothese E > o, 
ou de quelques lemmes preparatoires, comme il arrive pour E negatif, sont toujours essentielle- 
ment subordonnees a Thypothese que n’interviennent pas de chocs. L’etude prealable de ce 
phenomene s’impose done a tout egard. 

Etant donne Tordre de grandeur des vitesses des corps celestes (comprises vraisem- 
blablement entre lo et 300 km/sec.) et la matiere dont ils sont formes, tout a fait comparable 
a celle de notre terre, il parait bien fonde d’attribuer aux chocs un caractere catastrophique, 
entrainant, si non la destruction de la matiere, des morcellements et des fusions qui annulent 
toute continuite non seulement dans la vie interieure, s’il y en a, mais meme a Tindividualite 
mecanique des astres qui se choquent, apres une collision. 

Ce point de vue pi-esque unanime des astronomes trouve un excellent appui dans Tap- 
parition et Textinction des Novcb, envisagees comme effets de choc. 

Quoi qu’il en soit quant aux effets, dans le probleme des trois corps il peut se pre- 
senter des chocs binaires, ou meme une collision generale. Il est evident que ce dernier cas 
est infiniment moins probable qu’un choc binaire, mais il y a plus. Comme Ta remarque 
Weierstrass (sans toutefois le publier) des 1888'^) et comme il a ete retrouve par M. 
SuNDMAN ®) pour que Teventualite d’une collision generale puisse se presenter, il faut que 
le moment (vectoriel) K des quantites de mouvement du systeme, ou, si Ton veut, ses trois 
composantes (constantes des aires) soient nuls; il va sans dire qu’un tel caractere ressort 

6) Rend, del Circolo Mat. di Palermo, T, XXXIV, 1915, pp. 265—334; Transactions of the 
American Math. Society, Vol. XVIII, 1917, pp. 199—300; Acta Math. T. 43, 1920, pp. i — 119. 

'^) Voir MiTTAG-LEFFrER, Zur Biographie vonWeierstrcLSS, Kctdi T. 35, 1911, p. 30. 

®) Acta Societatis Scientiarum Fennicae, T. 34, n^^ 6 (Helsingfors, 1907). 
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de valeurs ou le systeme differentiel se comporte regulierement au point de vue analytique. Mais 
c’est le contraire qui arrive. Les equations du mouvement, dans une quelconque de leurs formes 
classiques, presentent des singularites evidentes lorsque deux des trois corps tendent a coincider, 
a cause de la force d^attraction qui devient alors infinie. La presomption de M. Painlev^, que 
les choses finissent pour se passer comme si tout restait regulier, a pu paraitre hardie, puis- 
qu’il y avait lieu de redouter dans Tanalyse des chocs des difficultes tres serieuses, comparables 
par exemple a celles' qu’on rencontre dans Tetude des equations differentielles, meme Hneaires, des 
qu’on depasse le type ordinaire de Fuchs. 

Toutefois une telle mefiance s'est effacee peu a peu, et on est enfin parvenu a justifier 

d'une maniere complete les idees de M. Painlev:^. 

* * 

* 

D’abord N. Thiele, astronome danois, dans ses recherches ayant pour but la construc- 
tion d’orbites particulieres moyennant des quadratures mecaniques, effectua la premiere regulari- 
sation des chocs binaires dans le cas particulier du probleme restreint. 

Vous m’excuserez si je m’arrete un instant a rappeler ce qu’on entend par probleme 

restreint, d’apres Jacobi. 

Supposons que la masse de P soit tout a fait negligeable vis-a-vis de celles de 0 et de 
P'. Alors le mouvement de ce couple n’est pas trouble par P et on est par consequent reduit, 
pour 0, P', au probleme elementaire des deux corps resolu par Newton. Faisons Thypothese 
particuliere que ce mouvement soit le plus simple compatible avec Tattraction mutuelle, c est-a-dire 
que 0 et P' tournent uniformement autour de leur centre de gravite, G, avec une telle vitesse 
angulaire que pour chacun d^eux la force centrifuge fasse equilibre a 1 attraction. 

Dans ces conditions notre probleme se reduit a celui du mouvement du point materiel 
P sous I’attraction newtonienne des deux centres (mobiles) 0 et P' qui tournent uniformement 
autour du point fixe G. 

Bornons-nous pour simplifier au mouvement plan et rapportons P a des axes rectangulaires 
Gjtry invariablement lies au couple 0 , P' et par suite uniformement tournants. Avec un tel 
repere, les equations du mouvement de P admettent 1 integrale, dite de Jacobi, 

... (i) 

2 

oil V est la vitesse de P (relative aux axes susdits) et U designe la fonction des forces (y com- 
prise la centrifuge). 

Par un choix convenable d’unites on peut retenir 

^7 = ^ ^ Ji_JLr2 ... (2) 

r A 2 

oil (X et V = I — [i designent respectivement les masses de P' et de 0 ; t = OP, ^ = P P, 

Les chocs possibles regardent ici le mouvement de P qui peut tomber sur 0 ou sur P . 
Dans les equations differentielles du mouvement en coordonnees cartes iennes figurent des 

termes qui deviennent infinis .comme et au voisinage des centres 0 et P'. N. Thiele, 

pour ne pas etre gene par ces infinis dans ses calculs numeriques eut recours a une transfofriiation 
en coordonnees elliptiques, associee a un changement de variable independante, moyennant les- 
quels toute singularite disparut^^). 

Astr, Nachrichten, B. CXXXVIII, 1895, pp- i — 10, 
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4 toute I’importance d’utie telle regularisation pr&lable 

THIELE avait sans doute ,,,,,, tra jectoiies et 

au point de vue pratique, pour periodiques. Mais il n’a jamais considere sa trans- 

pour la deduction par tatonnemen cons^auences theoriques. Cet aspect de la question 


pour la deduction par tatonnemen consequences theoriques. Cet aspect de la question 

formation en mathematicien pour 

a ete examine un peu plus tard so probleme restreint, on iieut fame dis- 

J’ai montre en 1904 ) ^ ^ 61ementaire des variables (tie la forme 

paraitre toute sing^^^^ ,lterer la forme canonique des 

““ P“ “■ 3„„. ,fae„e qu'une ccrlainc Vitesse attRulaire rcste 6nie 

Peu apres M. BiscoN ) mtoniqt.e, mais qu'il reslatt a fa, re res- 

(hypotliese qui na rien de rea . P ^cmUnTient exnliciter deux relations four- 

sortir logiquement des ^ ce qui acheva de confirmer les 

nissant la condition d’un choc binaire dans le probleme general. <ii 

nr^visions de M. PaINLEVII^. ' ij 1 

le revieudrai „n peu plus aeaut sue la signif, cation precise et les Imr.tes de res result, s, 

Permettez-moi en attendant d'arnver at, clou de la regular, saw, “ ' ' 

aeiire au ,nen,oire fondaraental de M. SuSDMAN couronne pa. I Ac.deun, 

'’"“'m SomtsrAP a efiectue d’ane .naniere ton, i. fait elcmentaire (bien qu'un pet. lourd. 
et saus conservation des proprietes formelles appartenant ana eqnat.tms d.ffe.ent.d^^^^^ tc . 
dvnamiquej la regularisation complete (pour K # o) du probleme gene.al dts tuns corps, d ou 
enpartLllr la justification rigoureuse de la circonstance qualitative adm.se prov.soiicment par 

M Bisconcini comme hypoth^se de travail. t . 

Mais cc qui donna a juste titre le plus grand eclat aux recherches de M. 
la conclusion memorable qu’il sut en tirer que, dans une solution quelconqiie. ^ ' 

des'trois corps et le temps t sont des fonctions holomorphes dun paramelre t pom toute, . 
valeurs reelles de ce parametre qui correspondent biunivoquement a toutes les valetiis leelles 
de t. Positions eti temps peuvent done etre representes par des developpement s en senes toujmns 
conver gents. 

Pour bien coinprendre la nature et la portee d’une telle proposition il coiivicnt .le la rat 
tacher au developpement analogue qui avait ete precedemment signale par M. I’ainlI'.vI',. -.1 
validite de ce dernier est essentiellement subordonnee a ralxsencc de choc-s. M- .buNOMAN au 
contraire a ote toute restriction et fourni par son developpement im algorithme permettant < e 
calculer a tout instant la position des mobiles, non seuleinent jus<iu a un choc citiitiul, mai,' 
meme au dela. Qu’est-ce que signifie I’au dela d’un choc? Etanl doimC- I’aspect de destruction 
d’un, ou meme de deux mondes, sous lequel un choc est congu par les astronomes, I’an dela pourrait 
nous paraitre un reve mystique, ou plutot une simple fiction mathematiiiue provenant dune 
continuation analytique se presentant comme possible pour f ^ tj (si dcsigne 1 instant du choc). 
En realite, comme I’a reconnu mon Collegue, M. Armellini une telle continuation ana- 
lytique n’est pas depourvue d’interpr^tation physique. Elle traduit cc qui se passe.iait si les 
corps qui se choquent etaient des spheres parfaitement elastiques rebondissant apres la rencontre. 

11) Acta Math., T. 30, 1906, pp. 305-327. 

12) Acta Math., T. 30, 1906, pp. 49 — 92. 

1*) Ibidem, T. 36, 1912, pp. 105— 179. 

1^) Rend. Acc. Lincei, Vol. 24^ (1915). PP- 184—190. 
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II en est bien aiiisi pour les molecules d’un gaz d apres la theorie cinetique, mais pour les 
problemes astronomiques il faut pouvoir isoler la phase anterieure au choc et 1 instant d un tel 
evenement. 

Quoi qu’il en soit, a M. Sundman revient le merite d’avoir dans un certain sens resolu 
le fameux probleme qui avait resiste pour deux siecles aux efforts des plus illustres geometres. 
Je viens de dire resolu dans un certain sens. Voici pourquoi. 

Nul doute que la resolution des problemes s'eiitend maintenant en analyse dans un sens 
tres large: tout algorithme est bon pourvu qu41 conduise au but. Mais, lorsqu il s agit d une 
question mecanique, on doit pretendre aussi d’etre a meme d en prevoir, ne fut-ce qu en concept, 
par des operations mathematiques determinees (et en nombre fini) les traits essentiels. forme 
des trajectoires, allure generale du mouvement, et, dans notre cas, dune maniere essentielle, 
chocs eventuels. La solution de M. Sundman supprime tout caractere singulier des chocs et 
par la meme toute distinction entre mouvements se poursuivant regulierement et mouvements 
catastrophiques au bout d’un temps fini. 

La contribution de M. Sundman, si remarquable qu’elle soit, est done loin d’epuiser la 
question. Mais, comme il arrive souvant apres un progres substantiel, elle a produit et va sans 
doute stimuler de nouveaux efforts. 

* * 

* 

Ont suivi d’un cote des perfectionnements formels, se rapportant a la maniere d effectuei 
la regularisation autour des chocs binaires. M. Sundman y etait parvenu d une maniere indirecte, 
par I’introduction d’un nombre non indifferent d’auxiliaires parasites et en sortant du cadre 
des equations de la Dynamique rcirconstance assez genante, puisqu’on n’a plus le droit d ap- 
pliquer (du moins sans discussions laborieuses) au systeme regularise, ni les resultats theo- 
riques, ni les methodes de calcul de la mecanique analytique. 

Pour le probleme plan on a pu aisement parvenir a une veritable regularisation dynamique 
en generalisant (avec traitement symetrique des trois corps) la transformation ponctuelle 

+ 

employee pour le probleme restreint 

Le probleme dans I’espace a longtemps resiste a mes efforts, tant que j essayais de regu- 
larise!* par de simples changements de coordonnees. Les transformations canoniques usuelles se 
rattachant au mouvement elliptique ne regular isent non plus. Mais on peut en trouvei d ana- 
logues: une notamment bien simple, suggeree par le mouvement parabolique, rendant tout holo- 
morphe au voisinage d’un choc binaire. 

Ce n’est — faut-il le repeter — qu’un perfectionnement formel permettant de suiyre sans 
effort les quelques passages qui amenent I’introduction des nouyelles variables canoniques et 
regularisantes 

* * 

D’autre cote — et e’est de beaucoup le plus important — reste ouverte la question 
des chocs. 

Pour qu’on puisse mieux saisir le peu qui est deja acquis et la difficiilte essentielle i 
surmonter, je me rapporterai exclusivement au probleme restreint, 

■ 15 ) Rend. Acc. Linew, Vol. 24 ,, 1915, pp. 61 —75, 235—248, 421—433. 485— 5 oi'. 553 — 5 ^ 9 . 

16 ) Voir le iriemoire cite ^ la note 1 ), ou' bien ' mes' confkences tenues en Espagne. L’edition 
catalane (Barcelona, Istitut d’Estudis Catalans, 1922) a ^te soignee par M. Terradas. Ont paru ensuite 
une edition italienne (Bologna, Zanichelli, 1924) et une traduction allemande (Berlin, Springer, 1924). 
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Dans D la dite condition pent etre presentee sous la forme 

& = /(p,S-, o - ^4) 

o* = r et & etant les coordonnees polaires de P par rapport a 0 comme pdle .-t OP' comnu* axe 
polaU § la Vitesse angulaire de P, et f une fonction holomorphe <le.s arguments mdniuc.s. 

periodique par rapport at?. , . r - "i ,fit; de choc 

Si I’equation ( 4 ) n’est pas satisfaite, on est parfaitcmcnt .sur ([u > ' • ' ‘ ! * ■ 

ni avant, ni apres I’instant initial, tant que le mobile nc sort pas du < omame . 
en sort pour y rentrer, ces rapprochements nouveaux pourraient devemr <langereux. 

La simple constatation que ( 4 ) n’est pas verifiee pcrmettrait, notamment. 

I’humamte lorsque une issue catastrophique aurait I’apparancc d’etre mimmeiile. . es < > 

quelque chose, mais ce n’est pas tout, ni meme le plus interessant . ^ 1 n:i 

Que va-t-il arriver lorsque P, qui reste necessairement a I’intcrietir de .M.rte <le 
On n’en sait rien; ou plutot on en sait deja assez i^) pour devoir cn conclure (in’on cM encore 
a mi-chemin. En effet on a constate sur un exemple el^mentaire que la chance .le sorties de t , 
suivies de rentrees et de rapprochements au centre 0 de plus en plus sm-res, n\>t pas stm e- 
ment une eventualite abstraite, mais peut reellement se presenter. D’apres cela la cuconstanct 

1^) Loco citato il), § 6. 
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que Tequation (4) ne soit pas verifiee a seulement une valeur temporaire. Elle ne suffit pas 
a exclure a longue echeance ni un choc mathematique (coincidence exacte de P avec 0), ni encore 
moins un choc physique, en entendant par choc physique un simple rapprochement de deux corps 
au-dessous d’une certaine limite 

Evidemment, eu egard a la circonstance que les corps celestes ne sont pas des points 
materiels, mais possedent des dimensions finies, la condition necessaire et suffisante pour que 
le mouvement se poursuive regulierement c’est que la distance de leurs centres de gravite (qui 
se meuvent exactement d’apres la loi de Newton) reste super ieure a un certain (5o (a fixer 
d’avance d’apres la forme et les dimensions des corps). 

Dans cette direction on ne possede, que je sache, aucun resultat concret. 

Pour notre cas particulier il s’agirait de remplacer 0 par un petit cercle Oq (de rayon Sq) 
autour de 0, et de fixer, si non les conditions necessaires et suffisantes, tout au moms quelque 
classe de conditions initiales pour lesquelles il soit certain que la trajectoire d.e P ne sillonne. 
jamais le petit cercle ao* 

Lorsque, C etant donne, P reste interieur a Tovale Q correspondant, il est bien clair 
que, si le troisieme corps P' n’existait pas, les trajectoires de P se reduiraient aux ellipses 
kepleriennes. D’autre part I’elfet general de Fattraction du corps exterieur P' est d’augnienter 
la distance moyenne de P a 0, ainsi qu’il resulte d^nnt regie classique de Gauss i®). La presence 
du troisieme corps P' parait d’apres cela antagoniste a une chute de P sur 0, et partant 
favorable a la surete du mouvement trouble dans les cas ou pour le mouvement non trouble, 
les circonstances initiales donneraient lieu a des orbites elliptiques assez proches a la forme 
circulaire. 

Ce n’est evidemment qu’une intuition mecanique, qui pourrait meme etre trompeuse 
puisqu’elle se rapporte a un effet moyen. Toutefois c’est une indication assez signifiante poui 
qu’on soit tente de la soumettre au crible d’une analyse rigoureuse, en entreprenant 1 etude 
asymptotique de la classe de solutions susdites. 

■X- * 

* 


La redaction du present memoire m’en a inspire le desir et j y ai reflechi pendant ces 
dernieres semaines. 

On part naturellement d’un systeme differentiel prealablement regularise. Toute re- 
duction faite, on est conduit a deux equations canoniques 

dx _ 3 H dy _ '^H 

dip ^ dy ^ dcp dx ’ 

ou soit la variable independante <^, soit les inconnues Xj y sont des elements osculateurs des 
trajectoires du point P: tant que celles-ci ne diflferent pas beaucoup de cercles, (p est un angle 
qui oscille (faiblement) autour de POP' et croit tou jours pendant le mouvement^®), servant 
a fixer la position de P dans sa I'otation autour de P; x tt y sont des petits parametres s an- 
nulant avec I’excentricite e de I’ellipse osculatrice et caracterisant a la fois cette excentricite 
et I’orientation du grand axe. H est unq fonction de x, y, cp holomorphe par rapport a x, y pour 
\x\, lyl assez petits, et periodique par rapport a cp. Elle depend en outre d’une petite constante e 
provenant de C, et en est egalement fonction holomorphe pour |£| assez petit. En posant £ = o, 
on a P =: 0, e’est-a-dire jr, y constants. Lorsque a n’est pas zero, il s’agit de prouver que, sous 
une convenable limitation; initiale, x, y restent meme pour cp — au-dessous (en valeur absolue) 

1®) Voir I2 de la premiere des conferences citees sous i®). 

Il s’agit par consequent d’orbites (absolues) directes, puisque P toume dans le mfeme sens que P . 
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— ^ ^arantir que la trajectoire de P reste toujours assez 

d’une limite bien determinee suffisante a garantu q 

61oignee de 0. ^ bienveillante pour que je puisse songer a vous 

J’ai deja trop abuse de votie nroori^e. ]e voudrais seulcinent la rattacher 

entretenir maintenant sur la demonstra ^ g^s recherches pctietrantes sur les 

a un critere formule recerament pai ■ ^ ^ ^ distinguer entre les 

solutions periodiques20). H me faut preme mecanique analytique, et les modeles 

systemes dynamiques propres, tels qu on les rencon 

qu’on fait intervenir en mecanique , . ^^<,3 (ou presque toutes) leurs solu- 

... p:;re::T“ 

'‘TulriJliirrlpSTB"™ ■>» 1'“"“ 

miques non collectivites, ni quantises est la . periodiciuc ou. tour a tour, 

Toute trajectoire qui ne s’eloigne pas a 1 mhni cst cite me 1 

va s’approcher autant que I on que k>s orbites initialement assez 

Dans le.cas du systeme (5) .1 en s de la distance mininu.ni pouvant 

proches-^des circonfeences restent toujours q, „,n3tater par 

etre limitee d’avance en function des il n’y a aucun choc a redouter. 

la simple inspection de ces donnees que, ‘ conclusion tranquillisnnte; j’en ai meme la 

T’ose esp4rer que vous vous rejouirez de cette conclusion u 1 

certitude, puisque vous y voyez la fin de mon trop long exjiose. 

. , II j- • tenue au s&ninaire math6inatique de TUni- 

20\ Siabilita e periodicita nella dmamica (conferen » 7 i 

VT..! d, E«».) P.nodi<» dl Matemad c.,^ (VI) „i,d„„pa„, „i, ta 

ddd»Ji^L“yrdffli:nr».i“ 
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Sur le potentiel thermodynamique interne 
des lignes elastiques 

Par L. Roy, Toulouse 

1 . La plupart des auteurs definissent geometriquement une ligne elastique par son axe 
longitudinal M^, en chaque point M duquel ils considerent, en outre, un triedre trirectangle 
M uvzv lie k la matiere, dont I’un des axes, M u par exemple, est tangent a I’axe longitudinal. 
La deformation de chaque tronqon de ligne ^ant supposee infiniment petite, on neglige les 

petites variations des angles de chaque triedre. La configuration de la ligne, a I’instant t, est 

alors completement definie par quatre parametres; les coordonnees ur, y, 2 de M et un para- 
metre angulaire fixant I’orientation du triedre (M) autour de la tangente M m a 1 axe longi- 
tudinal. Ceux-ci peuvent etre regardes comme des fonctions continues de t et d’une variable 

geometrique: I’abscisse curviligne ^ de M (variables d’Euler f), ou bien I’abscisse 

curviligne = co de la position m qu’occupait le point materiel M sur I’etat pnmitif (variables 
de Lagrange co, t). Pour abreger, nous dirons qu’une telle ligne est a quatre parametres. 

Dans leur Theorie des corps deformables ^), MM. Cosserat ont developpe une theorie 
plus generale, ou I’orientation de chaque triedre (M) par rapport a I’axe longitudinal est laissee 
arbitraire; nous dirons qu’une telle ligne est a six parametres, puisqu’il faut alors trois para- 
metres angulaires pour fixer I’orientation de chaque triedre (M) autour de son sommet M. 

II. En attendant la publication d’un travail etendu Sur les equations generates des lignes 
elastiques et la propagation des ondes, actuellement a I’impression dans les Annales de la Faculte 
des Sciences de I’Universite de Toulouse, nous avons deja resume ailleurs quelques-uns de nos 
resultats^). Nous nous proposons ici de developper quelques considerations sur le calcul du 
potentiel thermodynamique interne lineaire, qui apparait comme une fonction des dSformations 
de la ligne au point considere. Definissons tout d’abord ce que nous entendons pai la, en con- 
siderant deja le cas d’une ligne a six parametres et soient alors (^, rj> 0 (P> 

composantes suivant les axes mobiles M u v w de la translation et de la rotation, infiniment 
petites qu’il faudrait imprimer, a I’instant, au triedre (M) pour 1 amener a coincide! avec le 
triedre infiniment voisin (Jkf'); ( '»)o’ {p^, q^, r,) dw les elements analogues relatifs 

a Tetat primitif. Les quantites 

? — ? 0 , ^ — ^-^ 0 . 

fonctions de co, t sont les six deformations de la ligne a I’instant t, en ce sens qu’elles definissent 
completement la deformation de la ligne dans son etat actuel par rapport a son etat primitif. 

Dans le cas d^une ligne a quatre parametres dont Taxe Mu est tangent a laxe longi- 
tudinal, on a 

5 o= L ^ = (%, Co; 0 = 0. 

de sorte que les six deformations ci-dessus se reduisent a quatre 

9 — ^0’ ^ — - (2) 

Hermann editeur, Paris 1909. 

2) L. Roy, C. R. des seances de TAcad. des Sc. Paris t 182, 1926 : La propagation des ondes 
sur la ligne elastique a six parametres, p. 5^9 > propagation des ondes sur la ligne elastique d quatre 
parametres, p. 684 ; La loi adiahatique dynamique relative aux lignes elastiques, p, 839. 
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. de Ite longitudinal comptee a 

6 designaut la dilatation supposee tres petite, 

■ Cela pose, la deformation polynome dti second degre des deformations 

on pent prendre comrae expression du p substance et de la forme de la 

(I) ou (2), dont les coefficients J^ts d’Slasticite de la Ugnc. Si I’on s’en ticnt la, 

Ltio. droit, d. 1. lign.. Ce sont « „ucllo n'e.upnnu. r.... 
la theorie de la ligne elastique P Jq^s. Mais de serieuses difiiculteb .suigissuit 

a la theorie de Pfilasticite dea' milieux a ^1, 1,, section et des 

si I’on veut rechercher comment j^^t^rel consistc a fcnmei 

coefficients d’elasticite de la tant du poteiitiel d’un milieu a trois dimen- 

le potentiel -thermodynamique f valeurs des trois dilatations et des trois 

sions; mais il faut fonction des deformations do la ligne mi ce 

glissements en un point d un narametres, cettc recherche est facilitee par cei tames 

point. Dans T^efois, ces formules purement cinematiques iie sufhsent pas, 

formules dues a Kirchhoj!i; 

car dies renferment trois fonctions arbitraires ou, du moins, pour arriver 

Pour determiner corr^^^^^^^^^ ^ gUssenients, il famlrait ai-pliquer au troncon de 

aux expressions cherchees des les difiicultes commenced. Dans 

ligne les equations exactes chaquc section droite est un idan de symetne dc 

le cas de la ligne a quatre paramcties, 1 c’est-a-ilire au feuillet 

contexture, on se tire ^ . j ^ ^ equations de Vkiuilibrc elastique ecrites 

liniite paf deux sections droites xnfiniment 

en faisant ahstracUon de toute force ex .. . Saint-Vknant, c’est-i\-dire celles qui 

aux formules de , P,,, longitudinal est elle-iiidne 

expriment que la pression ela^ique KiucmuoKi-, que les forces exteneures et 

parallele a cet axe. Mais si P „ a’unc liene dastique .sont negligeables par rapiairt 

d’inertie agissant sur les ddnents de ^ du tout co.mnent il est permis 

a celles qui s’exercent sur sa surface laterale, O" (:,ttc 

de faire encore abstraction des premiers, es ^ p„o fai.sait le ealcul des 

faqon de proceder est done loin d etre ^''’^eprocraie. o,i aboutirait a 

dilatations et glissements en faisant abstraction ^ ^ incomplete. Rn presence d’aussi 

une expression du potentiel thermodynamique nea ^ j., ,lo potentiel thennudynamique 

graves difficultes, nous nous bornerons a preparer calcuU^^^^^^^^^^ d,vieimeu,. pour 

Lterne lineaire d’une ligne dastique a six parametres, en lechucha.it p 

nnp telle lime les formules des Kirchhoff. , * 

Ill a’ cet effet, considerons dans I’dat primitif un point /’ (m f. m) jle la Ugme rap- 

norte au triedre (w) ; dans I’dat actuel ddorm 4 ce point est venu en / (!(!..■( . i ^ 

Lit alors P; C. », “) 1' P“"‘ Py ""’“'L 7 7 - . , A l-c 

ment voisin de (w); ses coordonn6es par rapport a (»H) sont « + </», . 1 < ■ , •- 

d {u, V, w) =z ih m, n) dee, ^ 3 ) 

en posant ^ / % 

Dans I'tot diformi, F,' Mt v.m. en P'. On pent alors l.'S .......l«n..fc al.».tes 

iPoTKlECBEOFa, Udtr da, Ckid^gnaicht md dit Bmtgang ainn aaadlich dUmm etoliscte 
Stabes, Gesammelte Abhandlungen, p. 298, formules (14). 
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de P' en augmentant celles .v^, y^, de P soit de leurs differentielles en co, soit de leurs 
differentielles en u, v, w calculees au moyen de (3) ; d’ou il resulte que 

^ {^yyy ^v) _ I ^ ipviv ^1) I ^ ^ i^'v^v ^1) 1 ^ i^vJ'v -^'i) . 

dw du ' dv bzv 

En remplagant dans ces trois egalites y^, par leurs valeurs 
Xj z=. X (X U) -[- {v -\- V) CC2 (zv -|- IV), . . . ., 
ou «, p, y; «!, Pi, Ti ; «2> §2> T2 designent les cosinus directeurs des axes mobiles Mu, Mv, Mtv 
par rapport aux axes fixes Oxyz^ il vient 


, 5 a 

5 ( 1 ) 5 ( 1 ) 


Qi -f* U) 


5 aj^ 

5 ( 1 ) 

(^+ V] 

1 + 

dag 

5 ( 1 ) 

(«'+ 

W) + 

bU 

“ do)' 

= / 

L«(l + 

bU 

bu 

)+ 

bV 

-|- OC2 ■ 

d W 1 
bu j 

-|- m j 

r bu 


/ . 

dF' 

) + “2 

dl'F 1 

L“ dz- 

f-«i 


dz^ J 


r bU 


bV 

■ + “2! 


) w w 

+ n 

r dre/ “ 


5rc/ 

(’+* 

bw / J 


I JL 

+ “1 + “ 


bW 
dw 


En multipliant ces trois egalites respectivement par a, fi, y puis en les ajoutant membre 
a niembre et en procedant de meme avec a^, y^\ a^, /?2> fv obtenons, en tenant compte 

des expressions de tj, C de p, q, r, 

b U 


d(j) 


= / I 


bLr\ , df/ , bU 


soit encore, d’apres (4), 

bU 


bti 

bV 


bu 


bV , bV bV 


,bw , 

/ h" m 


bv 

bW 


-(- n 


+^ — i9o + (^ — — (/— + ^ ^—P ) (S) 

bW bW . + 


bu ^ dz^ bw do) 

Ces formules generalisent celles que Kirchhoff a etablies pour une ligne a quatre para 
metres, droite et non torse dans I’etat primitif. Pour une telle ligne, on a en effet 

ds 


('>')0> ^0’/o> 1 ( 1 ’ ^ 0 ) — u j ? 


diSi 


I + 6, (r).g = o. 


d’ou I = 1, {m, n) = 0 d’apres (4) ; par suite, les formules (5) deviennent 


bu 

do) ' 

bV _ 

_ bv 

bu ~ 

do) 

bW _ 

_ bW 


b-j-q (zv ~{- W) — r(v -\- V), 
-j- r (u -j- U) — p (w W), 

■\-p{v -\- V) — q{u-P U) 


( 6 ) 


et ce sont precisement celles de Kirchhoff. 


Ill 
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^ TT^comme les equations (6), sont heureusement sus- 

IV. Les equations (S)._ ^ on peut negliger, aux seconds rnembres 

Kptibks de quelques in <0 pour la mcme raison quo dans (6). 

de (5), les termes en 17, K, K/ et i ^ grandeur des inverses des 

D’autre part, les ^“Vaxe lon-itudinal en m et M; Icurs produits par u, v, w 

rayons de courbure et de torsion de 1 petitesse, puisque. 

sont done des quantites tres petites, q H dlastique sont tres petite.s par rapport 

par definition, les dimensions transversales de la bg 

a ses rayons de courbure et de grandeur de chaque coniposanlc p on ., 

carles differences /> — i>or • ■ • ®on longitudinal cst en general 

puisque, en passant de son etat pnmitit 

• . V II en rfisulte que les tcrines en q„ m • ■ ■ • I-™'ers 

affecte d’une deformation fime. ^ ^ 

membres de ( 5 ) et provenant de ^ tres pelits vis-a-vis de 

r::ru:“urnr— " 


^ ^4.r ^ 

'^0 d,, ^ dti’ 


■ ^0 + i‘J — 7") 


;t leur integrale generale est 


? - „ a_ IrJ!!!- •‘-“ 


^ — t lo. ^ Itr/'I k2 


A. L(^\ 


( 7 ) 


tr — ' 2 rju - '=.) ‘ 

V. »D, V -io=‘8“”* *">" 

,„rr-C„u, 

LOS forn.ul» (z) cons.l.uen. Pextension «u cos do t;;,|;;;;::”;:;:^ 

suivante, de KiaCHHOFF, resultant de Pintegrat.on de ((,) avte Us snnplMua, 

U = hn -f- <1 «' >' — “ t' - 1" 
jr/_ JL. 

]/v= / “ ® — ~<p "H 

designant maintenant trois fonctions ‘^rliitraires ;5^^I*“'„i;la,ion 

la methode discutable dont on s’est contente jusqii ici poui .. j .,,’r .n,x pins graves 

correcte des fonctions ®lf. ^ qui figurent dans (7) parait done 

difficultes. 



Les equations integrales a plusieurs parametres 
et la technique des vibrations 


Par F. H. van den Dungen, Bruxelles 


I. Equations a un parametre. La solution des problemes qui se presentent en technique 
des vibrations, ou dans les theories similaires, depend de I’etude d’une equation differentielle 
lineaire et homogene dont I’integrale doit satisfaire a des conditions aux limites egalement 
lineaires et homogenes, Depuis une vingtaine d^annees, on resout ces memes problemes par la 
consideration d’une equation de Fredholm du type polaire 

yp = lfGpQfQyQd%Q, (i) 

D 

dont I’integrale du second membre est etendue au domaine D, siege du phenomene etudie; dans 
cette equation, P et Q designent deux points quelconques de D, mesure I’intensite du pheno- 
mene au point P, dzQ represente un element du domaine entourant Q, est la valeur de la 
«fonction de charge» en Q, represente, a un facteur pres, la fonction de Green ou coeffi- 
cient d’influence correspondant a I’equation differentielle pour les conditions aux limites donnees, 
et, enfin, X est le parametre de I’equation. 

On sait que la solution y est differente de zero si X est racine d’une equation trans- 
cendante 

D{X) = o, ( 2 ) 

appelee determinante de Fredholm; les racines X^. sont les valeurs caracteristiques de cette 
equation. Le parametre a tou jours un sens physique important pour la discussion de la 
solution; par exemple, 

dans le cas des vibrations propres, X est le carr6 de la pulsation, 

» » » vitesses critiques, X ^ ^ » » » vitesse angulaire, 

» » » du flambement, X » » coefficient de s6curit6. 


2 , Equations d plusieurs" parametres. Lorsqu’il s’agit d’une sollicitation composee, il y 
a toujours interet a mettre en evidence les divers parametres correspondant aux diverses 
sollicitations simples coexistantes. L’equation integrale se presente alors sous une forme 
telle que 

y j ^PQ f qV j ^ pqf qy ... ... ... ( 3 ) 

D D 


ou L et M sont les fonctions de Green associees aux deux sollicitations simples; quant aux 
parametres, par exemple, 

dans le cas des vibrations propres d’une piece en rotation, 

X est le carre de la pulsation, et 

fjL est le carre de la vitesse angulaire, - . 

dans le cas d’une tige en rotation soumise a un effet axial, 

X est le carre de la vitesse angulaire, et C 

jji est le coefficient de security au flambement. ^ 

II peut se presenter des cas ou I’equation comporte plus de deux parametres; ainsi, 
Ton veut etudier la stabilite d’une tige en rotation soumise a un effet axial, au moyen d^a 
theorie des petits mouvements, il convient d’a jouter aux parametres X et ^ definis dans""le 
dernier exemple cite, un parametre v egal au carre de la pulsation d’un des petits mouvements. 
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= + ‘''> 

. ;.• U> novau Cle I’c.iuation (i) cst alors coimu ct nous 

Fixons-nous la valeur du rappo^ ^ soicnt. par ordrc de grandeur 

pouvons calculer les v.kurs caracBn.t.qui^ 1 


croissante, 


X,., hk’ Xju-- • ■ • ’ 


ces valeuts, auxqudlas comspouJct ks vata.ra 

„ =r>(-X^, Pa* - 

/,. et rci)resent<)ns U'S rrsuliats [.ar des poinls 
Effectuons ce calcul pour divers noinn s > 

figuratifs dans un systeme d’axes an x points 

partiennent a des courbes qui coupcnt Ics axes a , 

Xh„X,o.--- Pu,.. • • • ' •■• 

„..,-nnetre <lf 1 equation (d). quau'l on y suppose 

q„„„ea par lea valeara car.a.erist.quaa .lu pa.aualu 


successivement ^ et X nuls. 


p 


1^200 y* 




FtOO 




Ftk 7"^-' \ 

X^^ 

\ 

\ 

— — — '"y"' 

of ^1k ' 

X-aK ^20 ^ 


D'ailleurs, les coefticieuts de la deterininante 
<l<;.pendent de AU-nvertu de otl. ( ette .lelenninante 
constitue en fait, dans ce cas. une sene <louble en X 
et u; I’equation (3) ne pent etre resoUte que s, ks 
paramares aimulent cette serie. ck-st-a .lire sils 
satisfont a la deterininante gbneralisee 

/) (X, p) (7^ 


° ' » t . Ji* limiit* t. avotih 

Fig. I. Les cc>url)es tie 

appris X tracer, repr.sentent cette relation caractbristkp.e: nous les deno.nn.erons des e.o/a. 

caracUrm^ precedente nous indique connnent tracer ces courbes par ,.oin.s en les ..u 
pant par des dies issues de rorigine. Nous aurions pu aussi les conper par des pa.alkUs 

obTentr la tangente en chaettn de ces iHiints, J;" 

des perturbations du noyau comme H. Poincar^ la couMi. • ' p., 

teristique, orthogonale et normale, de I’equation (3). oisqtu ‘ p,H,.,tiun parti- 

X' donnee, on peut considerer I’equation gtole (3) comme etant u lb m. m. uiu. t 

culiere, augmentee du terme 

' ^ (jx fu) J M pg f 2 ^fg I 

.. r, V constitu. la perturbation. 0„ peut .^rcacuUT U, val™,- l« 

(Teveloppement en serie des puissances entteres de /<- w ft <n niuimt 
^ r&urrence; on obtient ainsi, 


1?. 

Mis: 


(£3.') 

\ |x h- 
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Le meme precede nous donnerait les derivees suivantes. 

/j., Methodes generates de resolution dans le cas d\tn paramHre. Nous venons de montrer 
comment Tequation a deux parametres se reduisait a une equation a un parametre. II con- 
vient, avant de progresser dans notre etude, de se rappeler les precedes de resolution d’une 
telle equation. C’est ce que nous avons resume dans le tableau suivant. 


Forme differentielle 


Forme integrale 


A. Rholution exacte de la deterniinante. 


Recherche de I’integrale generale. 
Equation de compatibilite avec les con- 
ditions aux limites. 


Calcul du noyau et des coefficients de 
i3(X) = I - FiX+ . = 0. 


B. Resohitzon approchee de la deterniinante , 


Developpement en s6rie de I’^quation 
de condition ou integration directe au 
moyen d’une serie. 

(M6thode des majorantes de Cauchy). 


Bernoulli : \ ^ y-x ^ 2 “% • * • 

(Formule de Dunkerley) 

Graeffe : = Ihn Xi X2 = 

= Ihn y j, 


C. Methode des differences fifties. 


Deriv6es remplac^es par differences 
finies. (Cauchy). 


Int6grales remplacees par sommes finies. 
(Formule d’Euler, . . .) 


NB, La sollicitation r^partie est remplac6e par une sollicitation purement 
locale. (Tableaux de M. Platrier.) 

D. Methode des iterations (PiCARD et Habamard). 

On se donne la fonctioii satisfaisant aux conditions aux limites, puis on 
calcule au moyen de I’^quation differentielle ou int6grale, puis, par iteration, 
J 2 , jKa, - . • , en supposant X = i . 


On a X| = lint 


yn- 


yn 




lim 


ynyn-% — 




' yK 


On pent se servir de / Ay^ dx, J Ay-^ dx^ , , . (Schwarz). 

Formule pratique: Xj 25 

E. Methode des variations, 

Th6or^me de Lord Rayleigh : \ est la valeur limite du rapport 

travail de deformation 


energie cinetique pour X = i 

Theor^me du maximum minimorum de R. Courant. Proc^des de Ritz et 
Galerkin. 

^ ^ travail de deformation \ 

Formule pratique: Xi25|-7 : — r) , pour une deformation 

^ ^ ^ Venergie cmetique (X=i)/j^o 

probable y^^. 
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r. -LX. — — 

— '■' — ^ p^ramdtres. 11 est: aise de voir 

r Particularites de la resoluUon an preanletit, U-s fortnules iuteressant 

»■”■”“*• Sea“suLn. e„ traclui, Ws parUculavilfo. 

le cas de deux parametres. — — — 1 


A. Risolutio,. exaete de la dUermimme. 

0„ a 1 . d4,.lopp.a.en. + 3 K. , Xp M',, , p=) (■ . . . = o. 




etc. 


B. mrochk de la determinante. 

On a, cette fois i = ‘ ''' ' ’’ ’ 

d’oii approximativement, i ^ Xj o + l^i op 

C. Mk/iade des differences. 

La sollicitation est purement locale. 

D. Methode des iteratims. 

On choisit arbitrairement jj'q P'”^’ ’. a^ee X o, p = l : .)',h 

do„„eavccX-.. p.-0...... _ ^ ^ 

j,‘“ . . x = i, ii“ “iJii; • *■ '■■'“* 

xrRp... 

E. Methode des variations. 

On a, avec M. StODOLA, . ,,.1 ,\ i ,, /,'.«<•«»• fin^*t 1 /u rr i\ 

travail de deform. = X (4nerg. cma.) ^X = ^ ‘ ^ 

» - ' '""-’'""I"’*"""' ' ' '"''"nc-rnr m-r- 


< PnteiUls dee , metes e<,raet(eM,aes. Cm m.rl,™ m>,.i 
.lias ne preseLnl pas (le points doubles dans le cas des noyaus |-.la.ie» l uinal. n (,1). 
dies son? en nombre infini, lorsque les valeurs caractirisli,,nes ».l 

deduit immidiatement du signe de leer tansente (8) on encore de. pniniele. do n.t..n .1 . 

le theoreme de R. Courant. . .,o tuAlvn corre.s- 

Si les fonctions caracteristiques corresiK)ndant a\ X,, «mt <« !{«*«< .u.d. - ■. 

pondant a ^)> l^s courbes ont pour cfiuation 

I_A L-5=o, /=:l,2, 3 

Xiff 

On peut, enfin, d^duire I’equation des courbes d’ordre eli-ve. d<-s f.niuuU-'. de Wi-.yl. 
s’il y a d dimensions, k l’4quation d’ordre 2 m 


correspondent les courbes, pour % tendEnt vers t infiiii# 


: O 




( 10 ) 


(n) 
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ou est le volume de la sphere a d dimensions, de rayon egal a On voit que les courbes 
d’ordre eleve tendent a devenir des droites, quand les rapports— et — sont constants dans tout 

P P 

le domaine D, ou encore lorsque Tordre 2 m est egal au nonibre d des dimensions (cas de 
Tequation du second ordre dans un domaine a deux dimensions). 

7. Esc emple, Une tige de section constante, en rotation de vitesse co, subissant un 
effort axial constant et reposant sur deux appuis simples a ses extremites, voit sa flexion 
regie par I’equation differentielle 

yv _i_ — Xaj/ = o, 

si Ton neglige Teffet des couples centrifuges ; le parametre ^ est le coefficient de securite 
et le par am toe X , le car re Les solutions fondamentales ont pour equation 


y = K sin c > 


I, 2, 3, 


tandis que X et ^ doivent satisfaire a 


/2 


I, 2, 3, 


Les courbes caracteristiques se reduisent 
done, dans ce cas, a des droites representees sur la 
figure 2; ces droites passent par les points de co- 
ordonnees 

^ — l^roo — ^ /2 . 

qui correspondent aux cas de sollicitations simples : 
flambement de la tige immobile et vitesses cri- 
tiques sans effort axial. 

Coupons le reseau des droites caracteristiques par une parallto a Taxe des X, les inter- 
sections de cette droite avec les droites du reseau ont pour abscisses les carres des vitesses 
critiques de la tige soumise a un effort mesure par Tordonnee de la parallele. On voit que 
toute compression diminue la valeur de chaque vitesse critique tandis que toute traction 
Taccroit. Lorsque la compression tend vers la premiere charge eulerienne la premiere vitesse 
critique tend vers zero; au- dela de cette charge, cette vitesse est imaginaire. Le meme rai- 
sonnement s ’applique aux charges et vitesses superieures. 

Coupons maintenant, le reseau par une parallto a I’axe des les intersections de 
cette droite avec les droites du reseau ont pour ordonnees des nombres proportionnels aux 
charges de flambement de la tige tournant a une vitesse egale a la racine carree de I’abscisse 
de la parallele. On voit que les charges diminuent quand la vitesse augmente. Lorsque la 
vitesse tend vers la premiere vitesse critique, la premiere charge tend vers zero; au dela de 
cette vitesse, cette charge devient negative et represente une traction. Le mtoe raisonnement 
s’applique aux vitesses et charges superieures; ainsi done, la tige presente autant de charges 
de flambement par traction^ que sa vitesse a de passe de vitesses critiques. 
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F.'H. van den D u n g k 

— — — — disciLics de turbines, sovunis a vilirations pen 

8. Application. L’^tude ^ problcmes a deux paraine(r(«s. Les diverses for- 

dant leur rotation rentre dans le c fonnulcs lineaires .pu- nous avons ranries 

mules que I’on a proposees pour .p. perlectionner 

dans le tableau du n 6, com fonnulcs qiiadratiques. cuhi<iiu-s, .... 

leur approximation en leur subs revolution, on pent suppuser qtte la defor- 

En particuher dans le cas^ q ^ transformer iVaiuation dillerenliellc 

mation depend de I’azimut fonnules lineair.-s <lonnent. :tlors. Pex- 

e„ „n. equation i oaractcriali.iuus .lane In' .,i, il y a aero, 

pression approchee des piemicies cour 

deux, .... diametres nodaux, suivant que Ion but 

n :zz Oj I j ^ 

.• . A... frntivi'r:! ili'S r<‘nsritriH*ini*nKs rilus ex- 

p. Bibliographie. Dans les memoncs .sun.u , travail, suit sur les metliodcs de 

plicites que ceux que nous pouvons donner dans le cube 

calcul, soit sur les applications: .fi,„„,.,tiy;chen I’hvsik I ( !. Sprinf'er). Berlin- 1926. 
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Ternare orthogonale Transformationen und ihre 
Anwendungen in der Theorie der Elastika 

Von H. Hencky, Delft 

In der sogenannten Tensoralgebra hat die analytische Geometrie einen Ausbau erfahren, 
der auch fiir die angewandte Mechanik der Kontinua von Bedeutung ist^). 

Einige Physiker, darunter insbesondere Herr L. Brillouin auf dem KongreB in Toronto, 
haben vor kurzem wieder auf diese Anwendungen hingewiesen; in der teclinischen Mechanik ver- 
langt man aber und wohl nicht mit Unrecht den Nachweis, daB man auf diese Weise auch kon- 
krete Probleme bis zur vollstandigen Auflosung behandeln kann, die sich ohne dieses neue Hilfs- 
mittel nur miihsam und unvollstandig behandeln lassen. 




I'- 
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Zur Fithrung dieses Nachweises ist kein Problem geeigneter, als der doppelt gekrummte, 
elastische Stab, dessen Behandlung in der klassischen Elastizitiitslehre von der elementaren 
Balkentheorie stark abweicht. Unter Beschrankung auf den Stab mit unausdehnbarer Mittel- 
linie werden wir sehen, dab die Tensoralgebra uns zu einer Verallgemeinerung der in der 
Technik iiblichen Balkentheorie fiihrt, die die Beantwortung jeder auf die raumliclie elastische 
Linie beziiglichen Frage in sich schlieBt. 

Die Gestalt des krummen Stabes beziehen wir auf ein im Raume festes aquidistantes 
Koordinatensystem, das die ungehinderte Parallelverschiebung aller geometrischen GroBen im 
euklidischen Raum ermoglicht. Da jeder Querschnitt des Stabes zu diesem festen System eine 
andere Orientierung hat, tritt sofort die Frage nach der analytischen Darstellung endlicher 
Raumdrehungen in den Vordergrund und hiermit miissen wir uns zunachst beschaftigen. 


1. Ternare orthogonale Transformationen in schiefwinkligen Axensystemen 

Bei einer allgemeinen affinen Transformation haben wir zwei gemischte Affinoren 
und Q P fiir die kontravarianten, bezw. kovarianten Komponenten, welche transformiert 

‘A 

werden sollen 

^ ^ ••• ••• ••• - ') (0 


1 ) Diese Tatsache haben bereits Ricci und Levi-Civita im letzten Kapitel ihrer grundlegenden 
Abhandlung «Methodes de calcul differentiel absolu» in den Math. Ann. 1900 hervorgehoben. 
vergl. ScHOUTEN, Der Riccikalkul 1924, S. 12. 
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r^f. -fnn der Begriffe kontravariant uml kovanaiit gcltcn dalxn die Be- 
GemaB der Definition der Jicgiu 

ziehungen 


= 1 flir [A = Xj 
(^.X~ ^ = o fiir ji Xl 


(2) 


.rnndei-licher Fundamentaltensor 
Wenn nun em tinverandei licher 1 u 

das Axenkreuz, das man dafi in dicsoni l-allc- <lio lieziclmiig gilt 

formation eine Drehung darstelit. Man kann /.eg , 

( 3 ) 


p-t‘ 
^ V 


(2:“ 


,, •• r.i^drhiimren eincr orlliog'onaU'ii 'Frans format ion lauten 

Die 6 von einander unabhangigcn Gluclumgcn cm 

also an Stelle von Gl. (2) 

'"'““J W 

P-i i H o fur j.i / X\ 

D.r Einheitsvektor der DrehungsaKe rci .O.env, , .liesr,., Vektor 

r • 1 .. «) daii man fiir tliv fiiiander ent- 

ein ganz bestimmter antisymmetrischer lensoi ;//xp. ^ 

sprechenden Zahlenwerte der Koeffi/ienten die folgendcn Schemas anschre.brn kann. 


Mil 

Es sind die //^ 2 S 

m^i 


gegeben dtircli 


o 


— iPsi 



. ,,:i 

o 1' '/* 

-tPsiA' o 


iimti 


und analog fiir die kontravarianten Komponenten mit als l-aktor. 

Die fiir praktische Rechnungen sehr wichtigen gemischten Komponenten erliiUt 
durch Ueberschiebung mit dem Fundamentaltensor 

Urn den gemischten Affinor zu bilden, stehen nm* 3 g'embehte Affinoren 

Verfugung, namlich der Fundamentaltensor das gemisehte fhndukt dcs 

Einheitsvektors der Drehaxe mit sich sdbst uml der mit dem luuiieitsvekinr ,/? ge- 

gebene antisymmetrische Affinor Aus diesen 3 Bestandteilen mull sied. der Affinor 1^ 

in linearer Weise zusammensetzen lassen. Man findet, daU die (driidumgeii t.M Itifiudigt 
werden durch den folgenden Ansatz 


( 5 ) 


7 ,ur 


n = Tqrp(4 + <^i2«p^x-“Ail f 


( 6 ) 


3) vergl. hiezu auch L. Brillouhst, der in sdner Abhantllung •!.« loi-i de I'elastiute 
tensorielle valables pour des coordonn^es quelcos<jtte8»i Ann. de Pliys. lOi sei. totm* 3> S’" "•i* (■.j., 
tor diese Art von antisymmetrischen Tensoren die Bezcichnung tensotielle Kaiw/itai hew. lunstmncuw 
vorschlagt. 
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DaB dabei noch eine unbestimmbare Funktion $ der Winkeldrehung q) auftritt, ist ganz 
verstandlich, denn die GroBe der Winkeldrehung haben wir beliebig angenommen. Man findet 

durch spezielle Wahl der Drehungsaxe, daB $ = (7) 

Beim Uebergang zu einem rechtwinkligen System zz: gehen die 

Formeln (6) in' die bekannten Formeln von Euler und O. Rodriguez iiber, verlieren aber dabei 
ihre Durchsichtigkeit. 

In der Mechanik ist es haufig notig, die Verschiebung eines Punktes infolge einer Drehung 
des Raumes berechnen zu konnen. Bezeichnen wir mit die Verschiebung eines Punktes mit 
den Koordinaten so haben wir zu setzen 

'v=K-4)^x 


Durch Einsetzen von P ' aus Gl. (6) erhalt man nach leichter Umrechnung 


= sm cp (t£r ^ (a^ — ^v) + ^ 7 ) 

= sm cp (t^ I —4) + mP 


LaBt man hier den Winkel unendlich klein werden ^ zz: z( 9?, so wird 


U^=:A 


Cp 


p. cV 




( 8 ) 


( 9 ) 


d. h. der Drehungsaffinor reduziert sich auf seinen antisymmetrischen Teil. Beim elastischen 
Stab mit unausdehnbarer Mittellinie ist jedem Punkt dieser Mittellinie eine Drehungsaxe zuge- 

ordnet, wobei der auf die Einheit der Mittellinie bezogene Grenzwert = der die 

Dimension Lange hat, als ein absolutes von der ursprunglichen Kriimmung unabhangiges 
KriimmungsmaB betrachtet werden kann. Wir wollen daher den auf die Bogenlange bezogenen 
Kriimmungsaffinor oder Bivektor durch die Gleichungen definieren 





(10) 


Mit diesem Affinor konnen wir sofort durch eine einmalige Integration den als sehr 
klein zu betrachtenden Verschiebungsvektor eines bestimmten Punktes (^) des bei s — o 
eingespannt gedachten S tabes berechnen. 


. a — ■ 

Man erhalt dafiir = J {x^{s) — (cj)) (a) 2/a ... ... ... ... (n) 

o = 

Die entsprechende differentielle Beziehung fur den urspriinglich geraden Stab ergibt sich, 
wenn wir GL (ii) zweimal nach j differenzieren, zu 


ds^ 




( 12 ) 


wobei der Einheitsvektor an die Stab-Mittellinie ist. GL (12) bildet die Verallgemeinerung 
der in der Technik ublichen Biegungsgleichung. 
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II Die Beeletaneee e»feclieii Deloraationen und Krallen ... 

■ n„ K,«mn.ungsbivekto, e,..'* ^tcht bci dcr da,,.i«d,on Ixror.nal.n.. ™,™. M„- 

M'b in aindeutigem linaarcn Znaau.mc.l.ang. Oi.-sn V..,k..ii,,fnng gcnd.id,, 

dnrch einen s,™n...risd.en Tensor in de, Ole.du.ng J/. . I (.3) 

Da win abe, cigentlicb den Tensor brand.en, so nnissen nir die (ileid.ung 

behren kbnnen. Zu di.sen. Zwecke debnieren wir einen ncuen Tensor A- bi.den auF beiden 

„a ,ov -x , yP yj*- J.,rl\ Wahlcu wir nun 


Seiten der Gl. (13) die UeberschiebunR T R\ M 


UcUCi * * A 0) ^ ’ 

nc a R - p-° d h. gleich dem Sul)stitutionsaflin<)r ist, sr. lialwii wir (. Gl. zur 

j??? SO, daB iv i ,, — 6 11 ’ ® . d . . 4 1 • . 1 f 


so, Qaij iv 1 -» 11 — o 11 ’ ^ d • ft fk T * t Ik f , 

^ 1 \c nio Losuntr dieso.s -Svslnins Iwstnht in alk-n Miuorun dor Mat 

Bestimmung des Tensors Ry Die Lo.sung 
y^ , geteilt dutch die Determinante T dcr Matrnx. 


.nx 


Wir erhalten schlieBlich 

(-4) 

Wegen der rvedrseinden Orienticrnng .ler .S.abriuer.sdrnitt.- id de, T, Kj veriinder- 

- o*.: t!v ihuin er- 


vvegen cicr vvcGunk.:iixvjv.siJ. 

lich. Der Steifheitstensor an dcr Urspningstdle .les K.s.rdinatc, systems sei /!’. Hat 
halten wir den Slciaeitstcnsor A'J dnrd, 1 ntil den, Tr 


formationsaffinor PP zu 
' IJ* 


pX 


:yvyp />•>■__ 

* . |i V 


(IS) 

,l p ' .(L V 

Fill- die Verschiebung oinCsS Punktes dor sStabinittcllinio orhalton wir mil Gl. (n) fiir 
einen beliebig gekruinmtcn Stab 


«n --ft'") *» 

C m (} 

und mit Gl. (12) fiir den ursiirunglich geraden sSlal) 


(P tP 


/*’> TRl Rl j/;,^ 


(i6) 


(17) 


III. Anwendung aul StabilitMtsprobleme 

Bei alien Stabilitatsprobleinen bandolt os sich um oim-n t '.U ioIigovGolits/ustand. doi 
uriter gewissen kritiscli genannten Umstiindon imiirtorent wird. <laB alio Pmiktr oino vir 
tuelle, unendlich kleine Ver.schiebung itkhckommen kfiimoii, olmo daU das Gloiohgowiolit gostort 
wird. Als Ausgang-spunkt ist dabei inimcr derjonigo Zuvfaitd godacbl, dri boi kiiiislHchor, 
jedoch zwangskraftfreicr Verhinderung des Knickon.s eintroton muU. Dio "olir klomoii virtiiollon 
Verschiebungen # sind von den ebonfalls sehr kleinon Kriitmmmg'.aiidoj migon roji'' bi'gloitot. 
Unter IP und versichen wir die Formanderungon dos .<\usgang^/U‘.!audos. Dio viiiuollon 
Zuwiichse aller anderen GroBen seien mit A bczeiclmfl. 

'^) Auf (He interesmten Zusammenhitiigei mi Grand welrher K, and ¥> in ^ihrnr * 

des corps deformables^ 1 909 eine deduktive Djfteentialinecliaiiik drr »ii rnlwk'ktnn versuca 

haben, kQnnen wir leider an dieser Sterile nichl niher eingalinn. 
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Aus Gl. (i6) erhalten wir 


a=s 

-f AT) [(^“ (s) - e (a)) + (s) - (a)]. 

Unter Beachtung, daB 

a=sj 

= J t{x^ - e) K ^ 

a = o 


und mit Vernachlassigung von kleinen GroBen hoherer Ordnung erhalt man aiis (i8) 


a = j o — s 



T-RlRl AM^ ^ da + J - 

-r) 77 ; AR{li'/;^da 

0 = 0 

0 = 0 


Q 

11 

£0 

0 = 5 



) 7- A < M;^da + J (;t'“ - ^ 

‘^)AT-RlR';iM;^da 


0 = 0 ' a = o 

O = JT 


+ J (ix“ (^) - u'^ (a)) TRl ^ da 
0 = 0 


(19) 


Die Integralgleichung (19) beherrscht das ganze Gebiet der raumliclien Knickprobleme. 
Treten Momente vor Eintritt der virtuellen Ausbiegung nicht auf, so vereinfacht 
sich (19) zu 

0 =A' 

:= I' (,r" — ?“) TTl Rl am; ^ da 
0 = 0 


Einen speziellen, besonders einfachen Fall wollen wir benutzen, urn den Verlauf der 
Rechnung zu veranschaulichen. 

Fiir einen verwundenen axial gedriickten und gelenkig gelagerten geraden Stab fallt 
namlich die Stabaxe mit der Kraftrichtung zusammen und wir erhalten mit K?' als axialer 
Kraft in ^ 1 ^ = ^ 


d'^ 

~ds^ 


7“ 


(20) 


Nehmen wir im Sinn einer Rechtsschraube (p 
unter Annahme eines rechtwinkligen Systems 

^1=0, 


!^als Verwindungswinkel, so wird 


= o, 

^3= I 


und die Trans formationsmatrix nach (6) 
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Pn = + , p^ = -\- cos'^ , P32 = °- 

D — n . /oo = 0 > ■^ 33 


’12 = + , P22 = + -J- , ^32 


Der Steifheitstensor R,. 


,^28 = ° 


, wird nach Gl. (15) ^2 = ^^23 -- ^ 


= j?ii cos^ \T P” \ ^ 


M = (B,, - B,,) {^ cas , R,, 


R^^ = (B,, - B,,) sm 

/?3i = o. 

Die Umkehrung des Steifheitstensors wird 


cos ( , /?22 = ^^11 (t) + ( / ) ’ 


^ I L 

7", z=i~cos^ 

^\\ ' ' ^22 


.Jns\ „(J r,3 = 0 


I I 1 \ . TC J ir -r 7 * 

r — — sm -j- cos -j- , 7 22 

^21 U, ^oJ / 


I • 2 _i_ * ^ 

— sm^ —r-r-R- I 
77,, / B,^i * 


n, = 0, 


/ft2 — 


- — ^ 
A 


Mit ~ -0 ,K%- ^ j wi 

0,72 = 0,^8 = + I- i 


wird schlieBlich aus Gl. (20) mit w ^ A 


nach Ausfiihrung alter Ueberschiebungen. 

= — Z(All A38 Mi-|-J!?21.-^88“2)'^=='“(^22"i ! ^ 12 " 2 ) ^ 

UfS 

I - 

^ = -J(i„£„»,+J!„if..«,)A'=-(r,,», 1 7-„».)A 


woraus «, = o, und 


1 

9 It ^ 

, I 


/ * 

■^cos -J 
"22 ^ 


Un 

I 

I ^ 

1 . TC^* 

%S ^ i 

f * 

Ax' 

1 

1«? 

1 

\sm — 

COS -y- -f- % 1 

~JW 

\7>82 


. « 5 7t ^1 
Sin —J- cos -j-| 


ns , X •j'^-''\l 

''T t)! 


Fur = 00 erhalt man die auch auf anderem Weg ableitbare l-'ormel 

K I , . ns ns \ 

u^ — — -g— coj ® Y u^stn -j-cos —j"^ 

K { . ns Sts . • 2 ^ 

a„ = — -=r-\u,sm--rCOS—r--\-‘U^sttr—r\ 
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deren angenaherte Losung lautet 

u^=: A sin 
— Bsm 

Die kleinste Knickkraft ergibt sich leicht aus der Determinante zweier linearer Glei- 
chungen in A und B z\x K =. ^ • 1,26 anstatt beim unverwundenen Stab. Der Stab 

/ i' 

wird dabei zu einer steilen Schraubenlinie verbogen, wobei B^ 8 A wird. 



Amnerkung, Unter Verwendung des Einheitstrivektors des Raumes (Schouten Riccikalkul 1924, 
S. 31—32) liefien sich die Formeln 13 — 19 erheblich vereinfachen. 
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Le calcul pratique de problemcs elastiques a deux 
dimensions par la methodc des equations integrales 

Par R. Miche, Le Caire 


lermet tic resoudre theoritiuement Ic problenie 


La methpde des equations integrales pen 

p’6nci’3-l cIg 1 cl3.sticit6. . / , j, l i l » » 

Trouver les deformations ou les tensions d l’rnter,cur dim corps isotrope quand Ics 

unes ou les autres de ces valeurs sont donnees d la surface. 

Malheureusement, les integrales de surface contenue.s tlans les h.nnules ne iierinettent 

que difficilement un calcul nuinerique. _ , 

D’autre part, dans beaucoup de cas rencontres dans la pratitiue. les tlelor.nations et 
tensions elastiques peuvent etre exprimees au moyen de deux variables seulenien!. J.es calculs 
a effectuer ne coniprennent alors que des integrales curvilignes (pie nous considererous ,le fat;on 
approchee comme sommes d'un nombre fini de terincs. 

Vu la place reduite dont nous disposons il ne nous sera [)as 
monstrations des forinules employees. 


possible tie donner ties de- 




Nous considerons dans cet expose uniquement letat de defoniiatioii plan tlans le cas 
le plus courant ou les efforts sont donnt\s a la surface. Ttms les corp,'- ctaiNitleres sta'ont des 
disques d epaisseur unite charges unifonnement tout le long de chatine geueratrice tin contour. 

§ I. Soient a , a et t les trois composantes de Teffort au point I* (tig, i ). 

La composante generale ap^ du tcnscuT cffoYt au point I* .Nuivant une tiirectitai faisant 
avec I’axe jv un angle y et par rapix)rt a un tdement plan N tlont la nonnale exterieurt* n fait 
un angle ^ avec Taxe jr se calcule comme suit: 

=r a' c^s Y "1“ T 

oh a' = Gx cos p + P ^ P i P 

en appelant a' et les composantes de I’eifort suivant les axes x et y par rapport a 1 element 
plan N. II s’en suit: 




: G^ COS 


I y Gj, sm p sm y t (cos p sm y s/^i [i cos y) g, 




(t) 


Reciproquement, toute quantity fonction bilin&ire, homogene et Nvmetrique des .S/a et 
Cos de deux angles definira un effort parfaitement determine an point l\ iUmt on pourra 
calcLiler les trois composantes habituelles par rapport a <leux axes orthogonaux (iiudcomiues. 
Dorenavant nous appellerons simplement Veifort en un point un teiiseur tel (iiu* 

Considerons maintenant un demi-plan ind^fini (en realitc un tlisqne itidehnij liuiite par 
la droite d, un point Q situe sur d/un point P quelconque a Iduteri^nir du titani jdan ft trois 
directions quelconques a, b, c (fig, 2 ). 
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Nous appellerons par la suite du point P par rapport a I’origine Q et dans une 

direction donnee (par exemple b) la projection b du segment QP suivant la direction b, pro- 
jection mesuree avec son signe. — Nous designons par une meme lettre une direction et une 
longueur, ce qui ne peut preter a confusion. 

On peut alors prouver que I’effort produit au point P dans une direction c, par rapport 
a Telement plan de normal e exterieure Z? et du a une force concentree F situee en Q et agissant 
dans la direction a est egal a: 




2 F abc 


( 2 ) 


r est egal a la distance entre Q et P. 

Soit maintenant un disque simplement connexe sans point anguleux (fig. 3). Supposons 
donnees sur le contour C des surcharges virtuelles reparties p{Q) variant continument en 



grandeur et direction le long de C. Soit Q un point quelconque du contour, dsg rel&nent de 
longueur du contour au point Q et t{Q) la tangente au point Q. Soient b et c deux directions 
quelconques. 

L’effort au point interieur P 

( 3 ) 

C 

est parfaitement determine et continu en tous les points P interieurs a C. L’abscisse p 
est parallele au vecteur p{Q)- 

Lorsque le point P s’approche indefiniment d\m point du contour Qq, la fonction (3) 
subit les discontinuites suivantes (fig. 4 et 5): 

lim (4) 

lim OuijP)=P„{Q)-{-^fpiQ)A!i{Q,Q)ds ... ... (5) 

Dans ces formules n est la direction de la normale exterieure au contour C au point 
Qq et t la direction de la tangente au contour au meme point, p^{Q^) la composante de p (Q^) 
dans la direction c tt p^^ {Qq) la composante de p (Qq) dans la direction n. Dans la formule (5), 

le signe ^ indique qu’il faut prendre la valeur principale de Tintegrale selon Cauchy. La direc- 
tion c etant quelconque, on peut la faire successivement egale a n et i t et on obtiendra ainsi les 
trois composantes habituelles et a^/de Tefifort sur le contour. 

§ 2. — Nous allons maintenant appliquer la methode des equations integrales au calcul 
de I’etat elastique du disque considere lorsque les efforts sont donnes sur le contour. Ces efforts 
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superficiels doivent naturellement former un systeme en eqiiilibre. Choisissons deux axes ortho- 
gonaux et y, et decomposons les surcharges virtuelles p suivant ccs deux axes. Soient/^ 
ces deux composantes. (Fig. 6 .) La formule ( 3 ) clevient alors: 

a,. (F) = fP. iQ) (<2. P) +fP. (6) 

c ^ 

En faisant tendre Ic point P vers un point c[U6lconc|UC dit contoui, la direction h 
etant confondue avec la normale exterieure n a C au point 00, la diiection c etant faite succes- 



sivement parallele a jr et a y, on obtient alors les deux equations suivant(‘s qui donnent les 
valeurs superficielles de Teffort correspondant aux charges virtuelles et p 


a,. {Q) {Q) +//. (0 (0 e; (0 (0 0) 

c ' c 

m = P, (ej +//, (0 K. (0 Q) -Vjp, (0 (0 Q) 

c c 


(7) 


Inversement, sides composantes a et des efforts superficiels son! donnees, on pent 
prouver que les equations ci-dessus, dites Equations int^grales, pennettent de determiner les 
fonctions inconnues p^ (Q) et p^ (Q). 

Pour le calcul mmerique approchS, on decompose le contour C en uu nomhre m de 
segments i=.i,2 , , . . w, le point Q^. etant au milieu <Ie chacuu iFeux. Appelons et 
a^^Jes valeurs donnees de Teffort au point Q. et p^^. et p^, les deux valeurs inconnues en ces 
points. On determinera les 2m valeurs inconnues p^., p^., . , » m par les 2m equations 

lineaires ( 8 ) tirees des formulas ( 7 ) et de la formule gcnerale (j). 

P - 


I 2 , A I ^ V/ , A I ^ 

+ Pxk A* ' ■ 


E k-- 


p . = 0 . + — S' p 


X yn 


z. Ar. 

% ^ r 


I 2 XV A A 

+ Pyk^^h' 

% h^% ^ 


1 , 2 , . 


m 


( 8 ) 


Le signe 2' indique que dans la' sommation il faut laisser toiiihri la vak-ur k - 11 est 

essentiel de remarquer que I’origine des diverses absci.sses x, y cl n sc truuve succcssivement 
aux divers points par rapport auxquels on effectue la sonunati<in cl (iiic la direction n est 
celle de la normale exterieure au point Q^. 

La resolution directe des equations ( 8 ) par elimination ou deterniinauls est pre.sque 
impraticable si m est un peu grand; il est beaucoup plus rapide et plus .sur de les re.soudre i)ar 
approximations successives en remarquant que le terme jjrincipal de ehatjue etiuation est juste- 
ment le membre de gauche. On obtient la premiere approximation pour p^. et p^. en posant: 


P ■ ' 

•* XI 


ixf * P yi ^nyi ^ 

En remplaqant ces valeurs dans les membres de droite de (K). on obtient de nouvelles 
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valeurs pour p^, et p^. et ainsi de suite. Apres quelques calculs successifs, on voit facilement 
les limites vers lesquelles tendent p^. et p^,, 

Les valeurs de p . et p . une fois trouvees, on calcule aussi leurs resultantes p^ == 

^ xz ^ yi ^ 


sjpxf + Pyf I’effort en un point P interieur du disque vaut d’apres la formule (3) : 

T 

a, ,(/>)= S (9) 

formule generale qui permet aussi de calculer les trois composantes ordinaires: 

en faisant b ^ c ■= x, 

» » b = x^c=y 


a 

X 

X 


et 




Pour calculer Teffort sur le contour, il faut a j outer encore a la valeur (9) les discon- 
tinuites indiquees par les formules (4) ou (5). 

§ 3. — La methode numerique est applicable meme dans les cas ou la methode theo- 
rique est encore aujourd'hui impuissante, par exemple si le contour est anguleux, de meme 
si le disque est illimite et si les donnees sont discontinues. 

Prenons par exemple le disque compris dans le quart de plan indefini A, B, C, charge 
sur le cote AB par une force verticale de i kg. selon le schema de la figure 7 et le long du 
cote BC par des pressions reparties selon la loi: 


(-f) = — ^ [(Pi — P2) — 2 Pi — sm 2 P2) j 


(10) 


Ce cas de charge a ete choisi pour permettre le controle de la methode, car ce disque 
peut etre calcule exactement. En effet, I’etat elastique produit est identique a celui resultant 
de deux charges reparties de i kg. agissant symetriquement par rapport au point B sur le 
demi-plan limite par la droite AA' et Ton connait les formules resolvant ce probleme. 



Pour le calcul approche, on a considere seulement six segments (cf. fig. 7). 

Le calcul de Tetat elastique effectue pour les 7 points interieurs a, d^ e, f, g, h ei j a 
ete trouve exact a i % pres. Le calcul des efforts normaux internes le long du contour, mbins 
exact a priori a cause de la forme particuliere de Fintegrale de la formule (5) a donne en 
general jusqu'a 4 % d^erreur. 


9 
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Vu ces resultats tres satisfaisants, nous avons calcule avec jilus tk- precision (errour 
probable 0,5 % pour I’interieur, 2 % pour le contour) un proI.k'uK- non encore eUici.lc coni- 
pletement, celui de la repartition d’une pression concentive agissant dans I’axe <rnn prisuie 
de grande longueur (fig. 8, planche Ilia). On rencontre co cas de charge frniueininent cu 
pratique, specialement dans le calcul des arcs massifs a trois articulations. La .piestion (jui se 
pose est'de savoir a quelle distance de I’extremite, letat <Ie ccnnpi'ession Itonu.gene dn prisuie 
est pratiquement etabli. 

Le calcul indique pour cette distance la largeur ilu prisine e( non la demi largenr conmie 
on I’a cru quelquefois. A cette derniere distance, en efi’et, la compression ilans I'axe du prisuie 
est encore plus du triple de celles le long des deu.K faces. 11 y a lieu de reniarqiUT aussi la 
zone de traction le long de I’axe. 

Indiquons aussi qu’il serait fort simple de deduire sans grands calculs les legeres 
variations de tensions qui se produiraient si la largeur de la zone comprimee a rextreinite du 
prisme variait de dimensions. 

Un autre probleme interessant est celui de lecraseinent d'un cube fragile (par exeniple 
en ciment) entre deux machoires pratiquement indeforinables et ipii einpechent U- gonllement 
lateral sur les deux faces comprimees. Les donnees pour ce prohlenie sont un pen autres, 
on se donne les efforts sur les faces laterales (egaux a zero) et les deplticetueiits .sur les faces 
comprimees. Nous ne developpcrons pas les fornuiles qui s'appliquent a ce cas, mais nous 
discuterons seulement les resultats valables pour un prisine quadrat iqiie epais (tig. <>): 

L’effet de la friction due aux machoires disparait a pen pres an centre du cube. (Cf, 
le diagramme des efforts normaux horizontaux.) L'etfort aux quatre coins du cube ne jiouvant 
en pratique admettre de singularite doit etre nul. En effet, I’arete d’un corps reel est toujours 
legerement arrondie. Le rapport des cisaillements aux efforts normaux sur les machoires restc 
notoirement inferieur aux coefficients de frottement usuels, d’oii il resulte qu'aucun glissenicnt 
ne se produira. 

On admet aujourd’hui que le cisaillement r 4 el diminue du produit de la compression 
normale par le coefficient de frottement interne adniis domic une mesure effective du cisaillc- 
ment produisant la rupture des corps fragiles. Plus exactement on appelk- cisaillemi'nt effcctif 
en un point la valeur maximum de la difference ci-dcssus quand on considere toutes les direc- 
tions possibles autour du point. En chaque point il y a onlinairemcnt deux ilirections pour 
lesquelles le cisaillement effectif est atteint. Les lignes tangentes a ces diri'Ctions .sont les lignes 
de rupture. Les lignes de tensions principales bis.scclcnt les lignes ile rupture. 

Le coefficient de frottement interne ayant etc admis egal a i d’apres certains es.sais de 
Considere sur I’ecrasement des primes soumis a une compression laterale, on en deduit facilc- 
ment Tangle de 22030' entre les lignes de compression principale et les deux lignes de rupture 
correspondantes. (Voir la moitie de droite de la figure 9, planche Ilia.) Les lignes de rupture 
probable seront vraisemblablement celles pour lesquelles la valeur moyenne dn cisaillement effectif 
tout le long de la ligne sera maximum. Cette valeur moyenne etant fTailletirs noiableinent infe- 
rieure a la valeur du cisaillement effectif sans friction sur les bases, on expli«jueruit ainsi et 
lorigine de la double pyramide lors de Tfeasement et Taccroissement de resi.stance des cubes a 
la compression par rapport aux primes plus allonges. 

^ Pour terminer, notons que la methode des equations integrale.s s’appli(jue a beaucoup 
d autres problemes, par exemple aux disques multiplement conm-xes, aux phuiues chargees 

normalement a leur plan etc, mais les formules et par conse<iuent les calctds seraient i)assable 
merit plus longs. 



Ein Gegenstiidc zum Ritzsdien Verfahren 


Von E. Trefftz, Dresden 


Wenn man zur Losung der ersten Randwertaufgabe (gegebene Randwerte) partieller 
Differentialgleichungen das sogenannte «RiTZsche Verfahren» benutzt, welches die Minimal- 
eigenschaften der Losung zu ihrer zahlenmaBigen Darstellung heranzieht, so ist das natur- 
gemafie MaB fur die Giite der Annaherung der Betrag, um welchen das fiir die Naherungs- 
funktion berechnete Minimalintegral von dem durch die wahre Losung erreichten Minimal- 
werte abweicht. Das Rixzsche Verfahren liefert aber zunachst keine Moglichkeit, diese Ab- 
weichung zu bestimmen oder wenigstens in Grenzen einzuschlieBen, denn da alle Naherungs- 
werte fiir das Minimalintegral zu groB sind, wird fiir den wahren Wert desselben nur eine 
obere, aber keine untere Grenze gefunden. — Es ist das Ziel der folgenden Betrachtungen, 
ein Analogon zura Rixzschen Verfahren aufzuzeigen, durch welches der Wert des Minimal- 
integrals von unten approximiert wird, so daB durch das Verfahren von Rixz einerseits und 
das neue Verfahren andererseits das Minimalintegral in Grenzen eingeschlossen wird. Fiir die 
praktische Rechnung ist das in alien den Fallen von besonderer Wichtigkeit, wo es in erster 
Linie auf den Wert dieses Integrals ankommt. 

Der Einfachheit wegen lege ich meine Methode am Beispiel der ersten Randwert- 
aufgabe der ebenen Potentialtheorie dar, sie laBt sich ohne weiteres auf andere Differential- 
gleichungen iibertragen. 

Haben wir die Aufgabe, die Potentialfunktion u zu bestimmen, welche auf der Rand- 
kurve K eines gegebenen Gebietes G die vorgeschriebenen Randwerte it =z g (s) annimmt, 
so verfahren wir nach Rixz folgendermaBen: 

Wir setzen die Naherungsldsung in der Form 


^ y) = s ('»•'. y) + 2 {x, f) 


(I) 


an, wo eine Furiktion ist, welche die vorgeschriebenen Randwerte auf K annimmt, 

und die {x, y) Funktionen sind, welche auf K verschwinden. v(x,y) erfullt dann fur 
beliebige Werte der Koeffizienten c die Randbedingungen, die werden so bestimmt, daB 
das fur v gebildete DiRiCHLEXsche Integral moglichst klein wird, Bezeichnen wir jetzt mit 
f {x.y) den Fehler der Approximation 

f {x,y) = V {x,y) — u {x,y) ... ... (2) 

so wird auf dem Rande / = o und wir erhalten 

JJgrzd^v dx dy = JJgrad'^tidx dy 2 JJ gtdLd u grad fdxdy JJgrad^ fdx dy (3) 
z= JJ grad"^ u dx dy -\- JJ grad^ f dx dy 

da das Integral J J graid u grad f dx dy = J f ~ds — J j fLudxdy = o ... ... ... (4) 

h 

verschwindet; (v ist die aufiere Normale der Randkurve). 

Dies fiihrt uns zu einer etwas modifizierten Form des Minimalproblems. Da namlich 
das DiRiCHLETSche Integral f j grad^ v dxdy und das Integral iiber das Quadrat des Fehler- 
gradienten jj gr ad^ f dxdy sich nur um den konstanten Wert des DiRiCHLEXschen Integrals der 
wahren Losung unterscheiden, so wird bei denj Ritzschen Verfahren mit dem Integral 
JJgradP' V dxdy auch das Integral F = J’Jgrad^ f dxdy ein Minimum. Das Ritzsche Verfahren 
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also unt„ alUn Funktionen d.r Form (0 dieienlso, fur wdd.o das l.doKral 5„„ das 

Quadra. desFehtogradtotenem^ koauusu .vir s.,t„r, » ri.ua,, Aualogon 


ap- 

des Ritzschen verianrcus, 11.^.-.** •■- - „p„{i„en abcr ilii‘ DilVerciitialf^U’iclmuj^ iiiclit er- 
proximieren, welche den Ran e welche die DitTerenlialgU-ichuuK hcfriedigcn, aber 

fullen, sondern solche unc lonen ^ VcrallgoincineruiiK 'lev klassischen Mcthode 

^ 

lungen als Spezialfalle in unserer Methode entlultcn. 

Wir machen also einen Ansatz 


w (x,f) = S (••■■?/) 


(S) 


WO 


Wka die p Jf) Potentialfunktionen sind, und bestiinmen die Koefiizienteii <■ so, dafi das 
Integral iiber das Quadrat des Fehlergradienten 

= Jgrad2 fdxdy- jf grad 2 — ") (^) 

moglichst klein wird (m ist die wahre Losung). Es muB also 


hF 

bc,_ 


r> r* , , (Vo 

= 2 I I grad (ro — n) gi'ad ^ 


dx dv • ■ ” O 


sein. Hier ist . 




(7) 


( 8 ) 


Eine Integration nach dem GAUSSschen Satze Hefert, wenn v die auBcrc Normale ist, 


J’ J'grad {w — u) grad/^ dxdf — ^ — «) Vjr 


Oder: 


(9) 


!‘s/' 


y p-ds 


..v<V 




^■ds 


dies sind n lineare Gleichungen fiir die n Koeffizienten c. da auf dcm Kamlc die Werte von 
u = g {s) gegeben sind. 

DaB bei dieser Art der Approximation das DlRtciu.KTsclH' Integral zn klein berau.s- 
kommt, ist von vornherein zu erwarten, weil das bei den khissi-.clien Kvihenentwieklimgen 
stets der Fall ist, eine einfache Rechnung bestiitigt es. Es ist, rvenn vueder / den l-ehler 
bezeichnet 

Jfgr&d^ udxdy= Jfgrad^ wdxdy — z fgr&d w grad / <£»' dy + 2 fdx dy 

Das mittlere Integral der rechten Seite verschwindet, denn es ist 


JJgrad w grad fdx dy = 


dv 


und die Cp waren gerade so bestimmt, dafi dies null wird. AlstJ wild 

jj'grz.d^ w dx dy = u dx dy — Jf^tad* fdx dy grad* u dx dy 

womit die Behauptung bewiesen ist. 


(to) 

(n) 














E. T REF FT z, Dresden 


Fiir die praktische Rechnung hat unser Verfahren vor. dem RiTZschen den Vorzug, daB 
man keine Funktion zu suchen hat, welche die Randbedingungen befriedigt, was nicht immer 
einfach ist. AuBerdem ist die Fehlerschatzung vereinfacht: der grofite Fehler liegt auf der 
Randkurve. Der Konvergenzbeweis ist, wenn man die Existenz der Losung voraussetzt, leicht 
zu fiihren, mit den Funktionswerten konvergieren auch samtliche' Ableitungen im Innern des 
Gebietes. 

Man kann sowohl die Rixzsche als die neue Methode noch etwas erweitern, wenn man 
im Innern des Gebietes Unstetigkeiten zulafit. Ich will das nur an einem ganz einfachen 
Beispiel erlautern, weil diese Ueberlegungen nur bei einfachen Fallen prak- y 

tische Bedeutung besitzen. Wir nehmen an, das Gebiet, fiir welches die j — — j 

Randwertaufgabe zu losen ist, bestehe aus zwei Rechtecken, welche langs “ 

einer Strecke A — B zusammenstofien (etwa der Querschnitt eines T- 
Tragers). Diejenigen Randstiicke der Rechtecke, wo sie nicht aneinander- ^ 

stoBen, nennen wir den «AuBenrand», die Strecke A — B den «Innenrand». 

Das Koordinatensystem legen wir so, daB A der Koordinatenanfang ist, B (bei ^ = b) auf der 
jr-Achse liegt. 

RiUsches Verfahren. Waren langs A — B die Funktionswerte w bekannt, so ware die 
Randwertaufgabe durch Einzelbehandlung der beiden Rechtecke zu losen. Da sie nicht bekannt 
sind, so approximieren wir sie mit zunachst unbekannten Koeffizienten durch geeignete Funk- 
tionen usw. in der Form 


= (x) 


Jetzt bestimmen wir die Potentialfunktionen q^, q^, q^ usw., welche die folgenden Randbe- 
dingungen erfiillen 

habe am AuBenrand die vorgeschriebenen Randwerte, am Innenrand A — B die Werte ^ > 

habe am AuBenrand die Werte o, am Innenrand A — B die Werte (jtr). ^ 

Diese Funktionen {x, y) sind fur jedes Rechteck durch Losung der Randwertaufgabe in. 
bekannter Weise zu finden. Langs A — B sind sie zwar stetig, haben aber einen Sprung in 
der Normalableitung. Nun nehmen wir als Naherungslosung 


V (x, y) = {x,y) + S Cp (x, y) 


und bestimmen die Koeffizienten c so, daJ3 das DiRiCHLETSche Integral fiir das Gesamtgebiet 
einen mbglichst kleinen Wert bekommt. Der Wert dieses Integrals wird fiir die Naherungs- 
losung zu groB, da jede stetige und stiickweise differenzierbar£ Funktion, welche die Rand- 
werte am AuBenrand annimmt, einen zu groBen Wert des Minimalintegrals liefert, wenn sie' 
nicht die Losung darstellt. 

Analogue zum Ritzschen Verfahren. Waren langs A — B die Werte der Normalableitung 

i_ -1 ... -- • - „ j J.-- n J.. -k- J. k ■n':„ 


bekannt, so ware wieder die Randwertaufgabe durch Einzelbehandlung der beiden Recht- 


ecke losbar. Da sie nicht bekannt sind, so approximieren wir sie mit zunachst unbekannten 
Beiwerten durch geeignete Funktionen usw. in der Form 

= - - - - (-5) 

und bestimmen die Potentialfunktionen p^, p^ usw., welche die folgenden Randbedingungen 
erfiillen 
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habe am AuBemande die ,o,gesel„iebe*.. Rambverte, \ 

am Innenrande A-B die Werte dcr Norn,alable,l„„g u 

habe am AuBenrande die Werte o, I 

am Innenrande die Werte der NonnalabloitunK ' -«> (-‘I ] 

• I ;„,n.o ■Rochtfrk nach bfkannten Metluideu /.u tiinleu, sic sind 

Diese Funktionen Sind fur edet. KeUiUtK naui iH 

jjiese ru ,l.,>.pUmt stetiire NonnalaideitunK. N»» mdunen wir ala 

langs A—B unstetig, haben abei daselhst suiige 

Naherungslosung 

w (.r,/)= A) a) + ^'V^P ('7) 

and bestimmea die Koeffiaienten a ao, dall .laa l.degral iila-r due Ouadra, d,, bVIdergradieme., 

F = jj'gnxd ' (tc — //) tlx <(r 

moglichst kleia wird. wo a wieder die'wabre l.«ung aei. Las li-fe.l die lledi„«„„«: 

^ grad («' — }/) gr«id (•*'> J') '7.r //i' o ( 1 8 ) 

Dieses Integral wird durch particlle Integration nnigeforn.t Da M.vv.iht » als m Potential- 
funktionen gind, fallen die Fliichenintegrale fort, es ble.bt bioll das u.n l.mde Ked.tecke zu 
erstreckende Randintegral 

= o (19) 

ubrig Von diesem fallen wieder die ttber den «Aubenrand» /u nrhineiKlen 1Vile fort, weil 
hier M=:w ist, so daB das Integral nur noch iiber die Streckr A H m nvhnmt isl. nnd zwar 
ie einmal fur jedes Rechteck. Bezeichnen wir die Werte der fAinktionen (x, y) nut 
P'-'^(x,y) und {x,y), je nachdem wir uns dcr Sfrecke A B von deni Rechteck i odcr dem 
Rechteck 2 her nahern, so wird das Integral, da fiir das Rechteck I (sielie die Abb.) 


(Vv " di' “ ^ 


fiir das Rechteck 2 


... ( 20 ') 


... (20") 


J _ u) dx — J(«/'' — «) dx - f(n^" — n-”’) k^ dx t * (21) 

A A A 

Die unbekannten Werte von u beben sich also wegen der Stetigkeii dei Nornialabkntung 
heraus, und es bleiben zur Bestimmung der Kocffizientcn die ( lleichniigen 



iibrig. Da6 das DiEiCHLEXSche Integral wirklich zu klein vvird, folgt ans den gleichcn par- 
tiellen Integrationen, die zu diesen Gleichungcn gefiihrt haben. I'A i>t nanilich 
jj'gr&d^ u dx dy = jj'gizd^ w dx dy — 2 jf^grad zy grad (re — it)dxdy j )/krad'-* {ix ^ " n) dx dy 
Das mittlere Integral der rechten Seite wird 

(f^zd{w — u)^dpQdxdy-\-ZCoffgrtu\(ii’ — ») d % dv 






E. Trefftz, Dresden 


Die Summe verschwindet nach Gleichung (i8). Das erste Integral wird gleich dem Rand- 
integral 








und dieses verschwindet, da am AuSenrande w = u und liings A — B — o ist. 

Also ist tatsachlich 

Jfgr^d 2 w dx dy = /grad ^udxdy~ff grad ^ {w — u) dx dy < / grad ^ u dx dy (2 3 ) 

Anwendungen. Berechnung der Torsionsfestigkeit prismatischer Stabe. 

Zur Erlauterung des Gesagten nehmen wir zunachst ein ganz einfaches Beispiel, die 
Berechnung der Torsionsfestigkeit eines Stakes von quadratischem Querschnitt. Gegeben sei 
ein prismatischer Stab, der durch ein Torsionsmoment M auf Verdrehung beansprucht sei. 
In den quadratischen Querschnitt legen wir ein Koordinatensystem derart, daB der Koordi- 
natenanfang mit dem Mittelpunkte des Quadrates zusammenfallt und die Axen den Seiten 
parallel sind. Die Lange der Seiten sei 2a. Die von den Querschnittsebenen ubertragenen 
Schubspannungen lassen sich dann durch eine Spannungsfunktion in der Form 



ableiten. Das Gleichgewicht der Randelemente erfordert am Rande = const oder, da diese 
Konstante unwesentlich ist, 

tl, = o , (25) 

Zur Bestimmung von 4) haben wir das folgende Variationsproblem: Es ist die Funktion tj; 
mit den Randwerten tji — o so zu bestimmen, dab bei gegebenem Torsionsmoment 

M= I' I ' (-f — j' rj dx df = jj ^x ^ -{-j^^dxdy (26) 

die Formanderungsarbeit pro Langeneinheit des Stakes 

1 f 

moglichst klein wird. Ist dies Variationsproblem gelost, so erhalten wir die Verdrehung to 
der Langeneinheit aus der Beziehung 

2/I = Af*(i) ... 

Zur Bestimmung von 03 geniigt also die Kenntnis des Minimalintegrals bei gegebenem Moment M. 

Ansatz nach Ritz. Machen wir unter Beriicksichtigung der Symmetriebedingungen 
und der Randbedingung den Ansatz 

1]) = (4,'= — + P(x^ ■■■ ••• • (29) 

so wird das Torsionsmoment 

16 


A 


(27) 


M = — a^ 10 a + 4 P 

45 


und die Formanderungsarbeit 


A = 


I28<Z* 


7 • s’ • 3 


-- io5 a® + 72«P + 44p’ 


... ... ... (30) 

... ... ... (31) 
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LAGRANGEScher Faktor ist. 


berechnet. EUminieren wir 


Oder y 



V„lah« ies Ib> in i.l „lnd, «.■..!« .m. .Icr AufgaX 

die Differentialgleichung 


fiir die Randbedingung (}) = O 
zu integrieren. 

Setzen wir also 


■ ftii »lif N’rlM?»il«'«lingi>nK 'll*' 
iiirib «1.1U siv suf ‘iriin Kamlr «l»r W 
r SyiiHHfJrU* <li'» 

^ = r{«*r* — «*.»■’ ! >-*)| ■ ■ • 

bestinmit sidi. wenii wir .i‘ - v’ ‘ \* 
aus tier Bftliiigung, *laB flat* MlH*r >}r!t Kaii'l /» • 


(C ist dabei der LAGRANGEsehe bakt(« 
ist die Potentialfunktimi u so zu !n‘.stini 
Wir machen unter Bcriicksichtiguiig dr 


wird. Die Ausfuhrung der Rechnung Hefert 


Daraus folgt 














also nach Elimination von C 
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304 Ga^ 

Dieser Naherungswert ist sicher zu klein, der wahre Wert 2A* wird also 


2A* = M-o>'> 0.4441 


Gai 


- (43) 


... ( 44 ) 


Nehmen wir also als Naherungswert 


0.4446 ■ 


r.l 

f '-j 


so ist der Fehler kleiner als i, 4 ^/oo oder — 

Das Winkeleisen. Nach der oben angegebenen Erweiterung babe ich ferner in erster 
NMierung die Torsionsfestigkeit eines gleichschenkligen Winkeleisens abgeschatzt und zwar 
fiir den bei normalen Profilen vorkommenden ungunstigsten Fall, wo das Verlialtnis der 
Schenkelbreite zur Schenkellange i : 5 ist. Ich lege das Koordinatensystem entlang den Innen- 
kanten der Schenkel mit dem Anfangspunkt in der inneren Ecke. Von der Abrundung der 
Ecken wird abgesehen. 

Zunachst berechne ich die Forrnanderungsarbeit* bei gegebenem Moment so, als ob das 
Winkeleisen aus zwei getrennten, langs 0 — A (siehe Abb. 2) zusammen- y 

stoBenden Rechtecken bestitnde. Das ergibt eine Spannungsfunktion, die ^ 

langs 0 —A statt der wahren Werte den. Wert Null annimmt, aber stetig und 1 — 5. 

in beiden Rechtecken differenzierbar ist. Sie ist also eine fiir das Minimal- 
problem konkurrenzfahige Funktion im Sinne des RiTZschen Verfahrens und 
liefert somit einen zu groBen Wert fiir die Formanderungsarbeit. Die Aus- ^ ^ 

rechnung ergibt 

0x0.388^ ... (46) 

Setzen wir jetzt das Gebiet aus zwei Rechtecken und einem Quadrat zusammen, die 
langs 0 — A und 0 —A' zusammenstoBen, und bestimmen die Spannungsfunktionen in den 
Teilgebieten so, daB an den Trennungslinien die Normalableitung verschwindet, so erhalten 
wir — wie man am besten durch direkte Rechnung bestatigt, — einen zu kleinen Wert fiir A. 
Diese Spannungsfunktion ist in den beiden Rechtecken gleich der Spannungsfunktion fiir ein 
Rechteck von doppelter Lange, im Quadrat gleich der Spannungsfunktion des Quadrates von 
doppelter Seitenlange, also aus den bekannten Formeln fiir das Rechteck zu gewinnen. Die 
Ausrechnung ergibt 

M , . 

^>0332^ 

Setzen wir also als Naherungswert das Mittel aus dem zu grofien und dem zu kleinen 
Wert an 

(0 = 0.360^ ... (48) 

so ist der Fehler in diesem ungiinstigen Falle kleiner als 8 %, was bei der Unsicherheit, mit 
der im allgemeinen der Schubmodul G nur gegeben ist, in vielen Fallen ausreichen diirfte. 
Es ist eine geringe Miihe, eine bessere Approximation z'u erzielen. 
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Ueber die Transversalschwingungen von Staben 
veranderlicbcn Querschnitts 

Von E, Schwerin, B e r I i n ^ I I a 1 e ii s v v 

Das Problem der Transversalschwingungen von Staben nngleiclifdnnigeu (juerschnitts 
ist seit Kirchhoffs beriihmter Abhandlung Gegenstand eingeliender Ihitersuclnuigen ge- 
wesen. Vogel^) und Mayer ZUR Capellen 3) behandclten insbesondere die Schwingungen keil- 
formiger Stabe; Morrow entwickelte ein Verfahren sukzessiver Niiherung nnd Monunobe 
untersuchte kegelformige Stabe. 

In neuester Zeit hat Hort fiir die Bestiininung <ler Eigi‘nfre<jnenzen sclnvachver- 
jiingter Stabe ein auf RAYLEiGHsche Gedankengange zuriickgehendes, |)raktisc!i brauchl)ares 
Verfahren entwickelt, das jedoch bei sehr grolkn* Veranderliclikeit des C,}uerscluutts, wie sie 
z. B. bei den Schaufeln des neuzeitlichen Dampfturbinenbanes hilutig vorkonirnl, niclit tnehr 
genau genug ist. Es sei daher im folgenden ein Verfahren entwickelt, das sich anf die Theorie 
der Integralgleichungen mit Kernen vom Polynoni“Tyi)Us stiitzt und aucli fiir starkverjiiugte 
Stabe geeignet ist; dieses Verfahren besitzt auch den Vorzitg, daB es sich auf den praktisch 
wichtigen Fall des Stabes mit elastischcr Einspannung leicht verallgeineinern liiBt, 


A. Einseitig start eingespannter Stab mit freiem Ende 

I. Auf stellung der Grundgleichungen. 


Fur den an einem Ende eingespannten, am anderen freien Stab in()g<‘ I)ezeiduien (Al)b, i) : 
q (x) = den Querschnitt an der S telle x, 

Qq = den Querschnitt an der Stelle x = o, 

J (x) = das Tr^heitsmoment an der Stelle 

Jq = das Tr%heitsmoment an der Stelle .v = o, 

/ = die Stablange, 

E := den Elastizitiitsmodul des Stabmaterials, 

e = y/g = die Dichte des Stabmaterials, 
f (x, 1) — die Durchbiegung an der Stelle .v infolge P 



I an der Stidle 


ferner : 


: 


T 


I 


- f 


Dann lautet die bekannte Integralgleichung fur die Auslenkung ;? des transversal schwin- 
genden Stabes veranderlichen Querschnitts, jedoch konstanter Dichte: 


^ 

worin, wenn p die Kreisfrequenz der Schwingung ist: 

1 ) Wied. Ann. lo (1880), S. 501. 

F. Vogel, Diss., Berlin 1881. 

3 ) Wied. Ann. 33 (1881), S. 661. 

Phil. Mag. 10 (1905), S. 1 13. 

6 ni-fTr 6, S. 449. 

g. . ngenieurs, S. 376 und Proc. of the Int. Congr. f. Appl. Mech. Delft I924. 
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P gp'^^ 
^^0 


P^ 


K{x, 1 ) ^ • f{x, ?) » Kern 


der Eigenwert der Integralgleichung (i) 

. » (I) ... 


(la) 


<f(?J' 


^ = Querschnittsverlauf des Stabes. 

la 

Um nun die Kernfunktion K {x, |) im vorliegenden Falle zu bestimnien, beachten wir, 
da6 die Durchbiegung / {x, ^) in x infolge von P ~ \ in ^ nach Mohr aufgefaBt werden kann, 

als das --^-fadie statische Moment der zugehorigen, im Verhaltnis des veranderlichen Tragheits- 
h 

moments reduzierten Momentenflache in bezug auf den Querschnitt in x. Auf diese Weise 
erhalt man (Abb. 2) : 

f(x,^) = ^ £y (^-u)ix-7C)du ( 2 ) 

Zwecks weiterer Auswertung wollen wir nun noch annehmen, dat^ gesetzt werden kann: 


— i a 21. -\- I? 21 ^ 


— 22 

22 =.^ 


( 3 ) 


d. h. daB das reziprokeTr%heitsmomentverhaltnis durch eine Ausgleichsparabel hinreichend genau 
dargestellt werden kann, was z. B. fitr die Schaufeln des neuzeitlichen Dampfturbinenbaues 


P^i 


1 R^ 






^ u y /-r j - u) 
Abb. 2. 



stets zutrifft, wenn iiber die Parameter a, b in geeigneter Weise verfiigt wird. Hierbei hat 
sich als zweckmaBig erwiesen, a und b so zu bestimmen, daB an den Stellen u = 0,25 und 0,75 

die wirklichen Werte von-^mit den Naherungswerten iibereinstimmen, d. h. zu setzen (Abb. 3) : 


-|_ 6 (A') _ A 

3 \ y /« = 0,25 3 


y Ju = 0,75 


3 \ y /k = 0,25 3 V y /« = 0,76 


(3a) 


Bei Einfiihrung von (3) folgt aus (2) : 




und nach Maxwell : 


Jl 

E% 




x^ ax^ dx^ 
6 ^ 12 20 


)] 


X < I 


(2a) 


und es laBt sich daher der Kern K (x, Q nach (la) in der Form schreiben; 

/r (3^, ^) =: /o (I) + ;r • /i (I) ^>r 


( 4 ) 


139 


wo: 


E. Schwerin, Berlin-Hale ns ke 


/o(l) = - 


6 12 20 


fAl')-- 


h ( 1 ) ■ 


■ 


/4(f) 


/■,© = 

^1' 


6 “ 


12 


4 (^) 


20 


//. Entwicklung der Kernfunktion in eine Fauriersche Reihe, 

Um nun die Integralgleichung (i) mit dem Kern (4) zu h'Kstii, m> 1I hit*r das (k)Tii< 
SATsche '^) Verfahren angewendet warden, das darin bestelit, den K(*nn di‘r hier (Ahh. 4) a,us 
einem gekrummten, in jr = o eine horizontale Taiigente besitzenden Zweig und eiuem 

in B tangential sich anschlieBenden Stuck B — C besteht, in eine nach \delfacluan von x fort 





CT 


'yi* 




-2 


' A* 

• * * 


X 'f 


A fill. 5, 


schreitende Eouriersche Reihe zu ciitwickcln. Hiedurcfi errciclit man, daU der Kern durch eine 
einzige fur den ganzen Integrationsbereich giiltige i''unklit)ii dargcslcllt wird. also die Trennung 
des ganzen Bereichs in die beiden Zweigc < | und I* > | entfiiilt. Da dami jedes died 

jener Reihe aus dem Produkt einer Funktion von f und finer solchcn von .7 besftdil. kann die 

allgeraeine' Theorie der Integralgleichungen mit Kernen vom I’oivnoin 'f'vi.tis in Anwradunf 
gebracht warden. ‘ ’ ^ 

Bei der Losung der Gleichung (i) nach diescm Verfahren whrde .nan jed.ch, wenn der 
Kern (4) in ubhcher Weise in eine Fourier-Reihe mit finer <ler I'eduzierten Stal.Iiingf ent- 
sprechenden Periode entwickelt wird, infolge ungeniigcnder Kt.nvmgenz tier erslem. so vicler 
Gieder zur Erreichung genugender Genauigkeit bediirfen. dali die praktische Itrauchharkeit in 
Pragegestelkwird. Hingegen gelingt es _ und dieser (Jeda.tke liegt dem folgenden zngrunde- 
Stahl^n erreichen, daB man als Periodenliinge niel.t die rerluzierte 

als Ted ansicht, also nach Ahh. 5 .ien Kern zwischen o un.l i 

Kurve in E ' ^n^sformigen Kurve FDOCH auffaBf. Infulge der Sy.mnelric die.scr 

ezug auf die EinspannsteUe sowie in hezug auf die Achse A — It ergiht .sidi cine 

nur die Cosinus der ungeraden Vielfachen von ~ 

Abb. 5 crsichtlich, rasch konvergieren mufi. 

Setzt man demnach an: 


- enthaltencle Reihe, die wie schon aiis 


00 


% 


K{x, f) *2 , cos( 2 m -{- J) — ■ .r 

o 2 


(5) 


wo; 


+ 2 


X f* ' ® 


7U w»»« imm 

5) cos (2 m 4- i)--- ,r dx 


^ Vgl. z. B. Ph. Frank u. R. v. Mises, Die Diff. u. Integralgl. d. Mech. u. Flip., III. Abschn. 
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so ergibt sich in langerer Rechnung folgende Fourierdarstellung des Kerns; 


E) = I + V ■ «• + 


. 

K 4 . " 


i—al 


i- + 


2) ^ ? 


iSfL^^^cosiK^-l) 

IXfjt 


cos{K„-l) (6) 


K„ = ( 2 m-]r i) 


m ■=■ o, 2 .... 


Nimmt man nun ferner fur den Querschnittsverlauf analog (3) an: 

m __ iCll _ I 


WO zweckmaBig wieder: 


C—. — — + 6 


2 I I U,ZO , 2 * 

^ ^ 90,2s + ^ 90,7 


I 2 T U, 5 SO ' ^ I U ,/0 

SO lafit sich schlieBlich (i) in der Form schreiben: 

__ i - 00 - 

s{x)^Xfs{^)- iZXi-Srd^ 

O X 

worin : 


jri = i 




Xi = cos{Kix) 


I - I - i - d ^^—-^) cos { K ‘ l ) 




( 1+4 + 


III. Integration auf Grund der Theorie der Integralgleichungen mit Kernen vom 
Polynom-Typus. 

Zufolge dieser Theorie ®) konnen die Eigenwerte der Integralgleichung 


7. — 00 — _ . 

z{x) = \ jz{l)iS, X{x)-iLi{l)dl 

O I 

als Wurzeln der Gleichung gewonnen werden: 


V — ^11 

-^12 

-^13 

^21 

V ^22 

~ -^23 

1 

CO 

^32 

^33 


®) s. Anm. S. 2. 
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(•^) Sj;;/ (a') dx j B 3? - • • • ) 


•• (10 


In langerer Rechnung liefert die Auswertung der bcstimniten Integralc (lo) die Wert( 
„ in der Form: 


d^mn — n “f~ n * ^ inn ’ ^ “4" n ' ^ '"f ' n ' d 

~j~ dtt n' ^ C "j~ Ct d ^ ff' b € ‘ I " AI f„ „ * b d 


• •• (loa' 


worin die Koeffizienten bei Beschrankung auf die drei crsteu Glie<ler der Fourier- Rcilie nach 
folgender Tabelle*) sich bestimmen: 


Ar. E 

■^^mn d-’mn 

F 

J- m n 

r 

m n 

H,„n 

d m H 

^ m » 


-j- 12,500 +2,500 

+0,833 

+9,167 

+ 7,222 

-f 1,944 

1 1,S«7 

10,675 +0,5655 

— 11,937 —2,603 

—0,914 

—8,826 

—6,989 

— 2,040 

— 1,674 

—0,744 — 0,627 

— 0,492 +0,062 

+0,070 

—0,307 

—0,213s 

1 0,065 

j 0,062 

1 0,063 ( 0,056 

+4,795 +0,817 

+0,237 

+2,869 

+ 1,903 

1 0,534 

I 0,375 

! 0,165 1 0,121 

'—4,488 —0,830 

—0,254 

—2,715 

— i,8is 

—0,549 

—0,3.88 

-0,178 -0,1315 

— 0,258 — 0,602 

+0,0115 

—0,135 

—0,080 

1 0,0o.(. 

! 0,006 

1 0,010 [0,009 

0 

CO 

T 

VO 

1 

—0,480 

—5,3375 

—3,998 

— 1,100 

— o,8.| 1 

— 0,365 - 0,284 

+6,911 +1,535 

+0,523 

+ 5,122 

+3,847 

-( 1,146 

1 0,8785 

10,3(96 10,312 

+0,289 —0,026 

—0,033 

+2,201 

+0,141 

—0,024 

—0,0224 

—0,028 —0,023 


Urn also die Eigenwerte X zu ermitteln, hat man inmmclir mir nutig, zuuaclist a.b,c,d 
nach (3a) und (7a), sodann /^„,„nach (10) untcr Benutzung von obiger 'rabelle zu l)erfclincn; 
die Auflosung der aus (9) hervorgehenden kubisclien Glciclumg: 

v3 - v2 [An -f A22 + A33] + V [An -f • A„ A3., — A,., A.,, j A.,., A,,., — A..., 

— [Ai (^22 43-^32 Aa) + 4i (42^13 — I — -Ul 0 (n 

liefert dann die drei tiefsten Zahlenv,, Va, Vj, des vorliegeiulen Staiies innl hieratis: 

3 > 

Rayleighschen Wurzeln der I'eriudenglt-idumg: 

c£^s * Oos “j-- I O 

reichenferriaT^'^-!*'’'?' ^rundton mit vorzuglicher, <ler I. ( ila-rtun mi. volls.iin.lig aus- 
b rtksllS f ^ 4. Glie.1 der Fourier-Reihe 

An^n besitzen, da6 die obige Annaherung praktisch vollko.muen gendg,. 

1 Me Zahlenwerte derselben sind mit 10-* zu multiplkieren. 


... (12) 
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B. Einseitig starr eingespannter, schwach verjungter Stab mit freiem Ende 

Die nach obigem durchzufiihrende Rechenarbeit laBt sich wesentlich abkiirzen in dem 
praktisch besonders wichtigen Fall des sehr schwach verjiingten Stabes. Bei hinreichend kleinen 
Werten a,b,c,d werden dann namlich deren Produkte klein gegen diese Werte selbst sein, 
und man wird, da nach obiger Tabelle von gleicher Grofienordnung 

wie dann (xoa) abkiirzen konnen in: 

A,„„ = Aq,„„ -\-Wmn O, -j- Fmn ^ + G„,„C H,nn d (lOb) 

wahrend der weitere Rechnungsgang wie oben sich gestalten wiirde. 

C. Naherungsverfahren iiir den starr eingespannten Stab mit ireiem Ende 

Die Zahlenwerte der vorstehenden Tabelle zeigen, daB mit groBer Annaherung 

. . . , ^11 4 " ^21 ^3i—° 4 i 2 + -^22 + ^32 ~ ° ^13 4 " ^28 4 " -^33 ° 

ist, welche Beziehungen einem Ersatz der unendlichen Fourier-Reihe (5) durch die endliche 
Reihe: 

E — (^0 4- ^1) • y (5a) 

entsprechen wiirden. 

Dieser Ansatz erfiillt die beiden Grenzbedingungen an der besonders wichtigen Einspann- 
stelle streng und auch in — i die Bedingung des "V erschwindens des Biegungsmomentes, und 
Zahlenrechnungen zeigen, daB der Mangel des Nichtverschwindens der Querkraft in T = i durch 
die genaue Befriedigung der Bedingungen in T = o aufgewogen, die Genauigkeit der Nilherung 
also nicht herabgemindert wird; man darf also dann die kubische Gleichung (ii) durch die 
quadratische : 

V® V (All 4 " -^22 — ^18 ^33) 4 ^23 (^12 — 4 " -^21 (^13 ^12) 4 ^22 ("^11 ^33) “ ° 

ersetzen und erhalt aus deren beiden reellen \Vurzeln v^, 2 nach (12) den Grundton und I. Obeiton. 
Die Rechenarbeit wird ohne merkliche EinbuBe an Genauigkeit bei diesem Verfahren wesentlich 
verringert. 

D. Schwingungsformen des starr eingespannten Stabes mit freiem Ende 

Aus (i a) folgt: 

worm: 

A\ {x) = 1 {7) = cos^-7 X,{7) = cas^n-7 

o 

und man erh^t aus den Bestimmungsgleichungen der Konstanten C^. : 

-^12 -^13 ~4^ii -^28 "1“ ^ ^23 ^ -^12 ^21 4 " — -^22) 

Cl ^12 ^23 ^22 ^18 ^ ^13 Cl '^12 -^23 ^22 ^1$ V ^ 

Durch (13) und (13 a) sind die Schwingungsformen vollstiindig bestimmt. 

a. a. O. (s. Anm, S. 2). 
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E. Elastisch nachgiebig eingespannter Stab mit freiem Ende 


Das im Vorstehenden durchgefiihrte Verfahren lafit sich durch folgende Ueberlegung 
in sehr iibersichtlicher Weise auf den Fall elastischer Nachgiebigkeit und Drehbai'keit der Ein- 
spannung verallgemeinern : 

Bezeichnet die Auflagersenkung infolge P = i, so wird die Wirkung der elastischeii 
Senkbarkeit des Auflagers darin bestehen, dali zii den bei starrer Lagerung vorhandcnen Durch- 
biegungen iiberall der gleiche Betrag i ■ §„ hinzutritt und zwar unabhiingig von der Stellung 
der Last; hingegen wird, wenn den Drehwinkel der Auflagertangente unter Wirkung des 
Biegungsmomentes i bezeichnet, infolge der elastischen Drehbarkeit die Durchbiegung in Ic 
sich um ■ 9 'o • I • \ erhohen. Bei linearer Ueberlagerung beider Einflusse erhalt man also als 
Zuwachs der Durchbiegung: i . J. so dafi der Kern (6) jetzt iibergeht in: 

\K [x^ f)] =: A'q So + Wj • [bj] -f- A'a E 2 “h ^8 ■ ®!> (6a) 

wo: 

Wfl X hq E^q — -1(1 -J- ^ f*) ; [Bj] = Ej -j Sq (i -f- ^ 1 -j" f‘‘) 

und alle iibrigen X und a ungeandert nach (r a) sich bestimmen. 

r Produkt Hq hinzukommt und Ej in [aj iibergeht, ist wiederum 

die Theorie der Integralgleichungen mit Kernen vom Polynom-Typus anwendbar, so dafi man 

als Bestimmungsgleichung fur die Eigenwerte erhalt /y =r — ] : 


0 

1 

> 

^01 

-^02 

^03 

^10 

V-(Al) 

-(^12) 

-(^13) 

^20 

^31 

V -^22 

-^23 

^30 

-^31 

■^32 

V-^S3 


WO : 

^00 ^ ^ (20 + 15 r -f- 12 <af) 

^01 = — (6 + 4 r + 3 ^ 

^02- J~ ( 23 A 34 + 12,060 r-(- 7,408 a?) • io-“ 

^ Jo 

03 ^ w 5 >/' 24 + i 9 , 3 ior-j- 14,270(3?)- 10-“ 




ferner: 


{A^^) = A,,-i-^^{6 + 3c + 2d) 

(^12) =^12 + (63,662 + 23,134 c 12,060 d) -10-= 

(^12)== ^13 + -^^^^(21,221 +25,724^:+ 19,310^)- IO-* 

I — 4“ 4 ^ + 3 ^) + (i 5 + 3 I 

+ ^,167^ + 7,222 </+ 1,944 + 1,587 «^\ J 

\ \ -|- 0,675 5^: + 0,565 ' 1 

I 8,826 + 2,040 a + 0,744 b + 6,989 c + 5,779 

A I ? • 10 * 

( -|- 1,674 ^3: ^: + 1,417 «<^+ 0,626 5 c + o, 540(5^7) 


^30 • 


I — 0,307 4-0,065 « 4- 0,063 1^ — 0,214^ — 0,1 sgd 
4 - 0,062 4“ 0,058 ad -|- 0,056 b cA^ 0,051 bd 


IO~ = 


Es sei noch bemerkt, dal 3 die Rechnung im speziellen Falle ^3 = o (reine elastische Senk- 
barkeit) besonders einfach und ubersichtlich wird, da auch die Ordnung der Determinante gegen- 
iiber dem festgelagerten Stabe sich nicht erhoht und nur die Beiwerte (^jj) .(-^12) (^13) statt 
Aii^ Ai2> -^13 einzusetzen sind. 
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Sdiwingungen elastisdier Seile 


Von K. Wolf, W i 


e n 


Bei der Anlage von elektrischen Freileitungen miissen die Ma.stausleger so bemessen 
werden, daB unter moglichst ungunstigen Verhaltnissen bei Schwingungen die Driihte nicht 
einander zu nahe kommen. Man verlangt da einen Sicherheitsabstand von rund x - cm fiir 
1000 V Spannungsdifferenz urn ein Durchschlagen des Dielektrikums zu verliindenr Bei der 
Berechnung der Ausleprlange verwendet man nun meines Wissens zieinlich willkiirliche emoi- 
nsche Formeln. Es diirfte dalier von Interesse sein, fiir einen besonders ungiinsligen ball < en 
Schwmgungsvorgang mathematisch niiher zu verfolgen und die Ergebnisse nrit einer hiiuik 
verwendeten empirischen Faustformel zu vergleichen. Als ungiinstigsler Fall miige jener voraus 
jsetzt werden, wo bei Vereisung der Seile und bei der hypothetisch grdOten seitlichen Wind-' 
Starke das Eis an emem der Seile plotzlich herabfiillt und dieses dadurch in Schwingungen 

SstTk r T Eisbelastung und die daunt bei der grblit 

Wmdstarke vorhandene Sclnefstellung noch erhalten bleibt. Das Ergebnis mdgc sclum ieM 

angefuhrt werden; Es zexgt sich, daB auch bei diesem extremen Fall, der Abstaml der bdden 
Sede, der notwendig ist, um eine allzu groBe Anniiherung zu verhind rn, nur m /r 1 ^ 

cmxpirische F<,r„.el vc'dx^gt^^^ 

aEo mit dxeser meist auskommen wird. Sollte aber besonders starke Aueisung der I ei uul^s 
sale von vornherem zu erwarten sein, z. B. bei von FluBtiilern ansteigemlen lliingen so diirfte 
DTd’e gezeigten Rechnungsgang praktiscli anzuweudeil. 

wiirde E , 1? K ^ Seil als unausdehnbar anzusehcn --- dann 

wir vomd'e^ Eisbelastung nur die Spannung, aber nicht den Durchhang iindern - so miissen 

d.. Spanntaft ^ i. demselben dc„ Auadruck ^ = kc.«c 1 .», wc„„ a die 

iiTalso“die"ziyZgZd“”&ile's bt “ 

weiM * ” BcwegungsgldchunE.',. l.oka.nUer- 


n ,1 ■ TT • . . * 


()- y 


ii 


, ^ V J j 

lledk Tie UnZZT Z 

bedingung, die an die Stelle der Unatisdph K u • Die Zusammenhangs 

hinschreiben Unausdehnbarkeitsbediiigung tritt, wollen wir in der Forn 



(~Y -L. 

~r 


ds) 


(la 


Abb. I. 


oh„e w!ier“ toZZ tZ'f ™ Gldchunge. 

genen elastischen Seiles. q ~o g - 

~ ?o I. die Ausdrucke; 


■^s-ya + 


146 


7=— j2-|- v'«2_|_j2 


K. Wolf, Wien 


Das sind also die Gleichungen der elastischen Kettenlinie mit der von dem tiefsten 
Punkt an gerechneten Bogenliinge als Parameter, h ist, eine Konstante, die Dehnung im tiefsten 

Punkt der Kurve, a = ^ also Horizontalschub durch spez. Belastung wie bei der gewohn- 

lichen Kettenlinie. Ist der Durchhang nicht allzu groB, so konnen wir, wie sonst, diese Kurve 

I 

durch eine Parabel ersetzen, ^v' = — (i 4 -//-), deren Parameter sich nur um den Faktor — j — r 

2 ^ ^ h 

von dem Fall der gewohnlichen Kettenlinie unterscheidet. 

Um die kleinen Schwingungen um die Gleicligewichtslage zu untersuchen, setzen wir 

wie iiblich x z=z y z=z ri, <3 = -[- wo ^ kleine GrbBen sind, deren 

Quadrate wir vernachlassigen und die die Rulielage charakterisierenden Werte sind. 

Mit den entsprechenden Vernachlassigungen erhalten wir dann 

a, Lvd^ 


ds] d 


mit der Zusammenhangsbedingung 

, dij dy^ 
ds ds ‘ ds ds 


ds bjP 
da^ ds^ 
ds 


da^ da* 
ds ds 


... (3a) 


Fiihrt man den Winkel a, den die Tangente an die Kettenlinie in der Rulielage mit der 
,r-Achse bildet, als die unabhangige und die kleine Aenderung <p dieses Winkels als die ab- 

hangige Variable ein und setzt man noch^^^*-^— t/, so bekommt man aus obenstehenden 

Gleichungen, wenn man nur vertikale Belastung annimmt 


p ist dabei der Krummungsradius der ruhenden elastischen Kettenlinie. Aus diesen beiden 
Gleichungen kann man noch (p eliminieren und man erhiilt als endgiiltige Differentialgleichimg 
fur die kleinen Schwingungen eines nur vertikal belasteten elastischen Seiles die Gleichimg 
4. Ordnung 


g cos a d 




d cx? g cos a (Jt cos a) dt ^ 


] ( 5 ) 


^2 p d^l/] dJg COS oc . d^[/ p . 

g cos a (M-\-cos(x) dt^ J dxi p da ■ da‘^ g cos(x. (k"\-cosa) dl^Ji 

Aus dieser konnte man U bei-echnen, dann aus der ersten oberen (p, 

Diese allgemeinen Gleichungen bieten aber, selbst wenn man den Durchhang als klein 
annimmt, bei ihrer Losung unter den Randbedingungen der gestellten Aufgabe zu groBe 
Schwierigkeiten. Wir wollen daher direkt von den Gleichungen (i) ausgehen und die Voraus- 
setzung machen, daB die Bewegung in der Horizontalen gegeniiber der in der Vertikalen 
vernachlassigt werden kann, was naturlich nur bei geringem Durchhang erlaubt ist. Die, Ver- 
nachlassigungen diirfen aber nicht soweit gehen, dafi nur die Gleichung fur die gespannte 
Saite iibrig bleibt Tun wir das, so haben wir 


daA^ ds 


■■ ( 1 ) 


0; E 


d /dai 


d i’ j \ di* 




da* j 
boiY 
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Wir ersetzen die, elastische Kettenlinie in dcr Gk-ichjiewiclit.slane durch r.; d 
wie schon ausgefuhrt, dann erhalten wir aus diesen Glcichungc'u ' J araoel, 


j d^Tj 


ds^ 


+/W 


d^rj 


Efgh, 


, WObei :3:: — ____ 


cine Konstante 


und / (0 eine beliebige Funktion der Zeit ist. Wir ktmnen, wenn wir nur .vmniet • , 
Schwmgnngen ms Auge fassen, die Losung in der Form hinschreiben '"'"etr.sche 


V = V 00 


^ 2 ^^ {A, sin s,t-]-B,cosy t) cos .1 ^ ^ ^ 


ov 

(V'i' 


gesetzt ist. Die Willkiirlichkeit von m H) und der KonHi-mfc., i /. 
wir zur Erfiillung der Randbedingungen beniitzen. Dicse sind b 
Ende des Seiles miissen dauernd fest bleiben: j ^ . . ' , 

Augenblick, wo die gleichmafiige Eisbelastung abfallt, nmlJ las Soil <Iio dio"’, 'pV"' 
sprecbende Parabel bilden. also eine .uadraliscbe Funk, ion 


Anfangsmoment das Seil in Ruhe sein ^ - o Die hei rl,-,- R,.f • r 

-o. uit bti d(, Befuedigung die.ser Bedingungcn 




Periodenjleichung von Jo,- Fo..„, ,,, 


(p 


v/ 


des qe.-Uc • ' ' " ^ k'fM'tzt ist, I ist die halbe Lange 

2 ustand. Wenn wir die Wurz.dn der i'ericlengleichung mit 


bezeichnen, so bilden die Funktionen rw fid 




5= 00 

r} = C E 


COS<f„ 


■ cos 


C (p 


^cos -j cos 9„| 


«=I -h ^ ^ 

erhalten, eine Reihe, die in dem Intervall s — l gleichmabijr i i 
giert. Entsprechend ist: giticnnuHig und sogar ziernlich rasch konver- 




cos^ 


00 

Cl E 

« = 1 1 -j-. ^ cp^ 




cos / 


(«) 


Die seitlichen kleinen Schwingungen des '^eilAo u- 
gestellten Anfangsbedingungen durch einfgew?hntt Fr""."" 

e gewohnhche Founerdarstellung ausdriicken 

r X, T N 


^ C 2 2 -L ^ “4- l) TU r fo m I ■f\ 

0 (2 ;Z' -f- 1)3 " (-^ -f" /) COS •— ^ ^ 

den grofiten seitlichen Ausschlag - ^-itintervalU 


f!“ '!» V„g.oie; J. "triTp” T'T .IK- g...„dUo 

Ausleger durchzufiihren. Da bei einein konst f ^‘-‘’•‘■'"'“nmg der Lilnge der 

eastung das Seil in einer Ebene bleibt undticrsdt^ 
um einen Winkel . . ,7 ' gcgenuber der Vertikalen 


um einen Winkel . gcgonuber der Vertikalen 

vvinkel (entsprechend , 

rauscreit, so kann die elastische Kettenlinie 
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unter dieser Bedingung genau so nach GL (2) berechnet werden wie die in der Vertikalebene, 
nur ist die spezifische Belastung q jetzt gleich q ■=: 1 st das Seil vereist, so 

wird es wegen des dann vorhandenen groBeren Winddruckes noch weiter herausgedreht und 
beim Abfallen des Eises fiihrt es dann auch seitliche Schwingungen um die dem Winddruck 
ohne Eis entsprechende Ebene aus. Wir konnen also unsere friihere Vertikalebene durch diese 
letztere Ebene ersetzen und die fiir die Vertikal- und seitlichen Schwingungen gefundenen 
Formeln beniitzen, um zu berechnen, wie nahe dieses Seil dem parallellaufenden kommt, das 
noch die Eisbelastung tr%t und sich in Ruhe befindet. In dem durchgerechneten Beispiel zeigt 
es sich, daB die tiefsten Punkte einander am nachsten kommen, im allge- 
meinen Fall sind es zwei zur Mitte symmetrisch liegende Punktepaare. 

Man kann so die kleinste Entfernung der Aufhangepunkte a (Abb. 2) be- 
rechnen, die zu einem gegebenen Sicherheitsabstand e gehort. Vergleicht 
man das Ergebnis mit einer der in der Praxis gebrauchten Regeln, etwa 
mit folgender: «Man bestimmt den Abstand a aus dem sogenannten 
Schwingungsbild derart, daB die tiefsten Punkte der beiden parallelen Seile 
noch den Sicherheitsabstand e haben, wenn die zwei Seilebenen gegeneinander je um ein Viertel 
des Ablenkungswinkels der bei maximalem Winddruck (ohne Eislast) eintritt, aus der 

Vertikalebene gedreht sind und gleichzeitig der groBte Durchhang (etwa bei + 40 C) auftritt», 
so erhalt man, wie schon bemerkt, ein nicht stark abweichendes Resultat. Man sieht also, dafi 
diese Faustregel relativ gute Ergebnisse fur die Lange der Ausleger liefert. 







Geologische, durch Zcrreihvorydiio j 

cx " f r^ . - ^ “‘^‘^nidene 

itorungszoncn <ils PrdhK'ino der 

angewaiulton Mcdumik 

Von K. Sfi.ll, ISriJii) 

(liirati .Mill. ,? iiiif Taf* ! 

Ich befasse niich utKcr ainlfrm niit p{aumallt|.nii I',,).-, micfu..!.. i 
der Verformung und Zcrstdruiig. ,lw (n-sU-insmasM-i. .in .''s 

Verformung und Zcnstoning der in dnr Tn-lniiK vr,«,n.|rtn. Xfaindl," f** r,''*'''''"' 
steine), die man im Laborafomnn iiml in Main jal|nniiitu>^ \usi U- ' mid r,(v 

grenze iiberschreitendon Beanspnichiing ntUnvvirff. * '***'* 

Insbesondore koinmt es mir daraiir an. di.- .i,, 

teilung der Mas.scnfeilo. die sidi hd dm Brans,., „dn, on \U-, .11 """f die Ver- 

und Z«g bezw beim ZrnlrMrn nnd dnsdf..n Z 
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druck- bezw. Zerrei/.irnrg;ingr,t Irirl.im vrrsiaii.Hudun 1 ’ i"* «»« Zer- 

fallen. i lulun. g.i.lr.g,sdirM Nnirmigszonen auf- 

Diese Betraclitiing.swei.sr lirili'iiO., f,,, i. , ■ # 

pfleglen diese Wis«nech»nen W ,1,., llrk..,, ,,,V 7 '"“ «*' 

Sehervorgiinge ,e,schie,le„er An !u!Z r 

tungen verschiedener Art anzunditiirii. ’ nw.) «nd Fal- 
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laugung^'^^erachein^°^'^'^^‘{ der Salatoek 

ZeixeiBvorg^g untgr Anf^^ “ Selbatveritg •mrmav..rKang .• .nw .Mlzab- 
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E. S EiDL, Berlin 


Kalisalz-Bergwerke besonders gut aufgesclilossene Storungszone in Mitteldeutschland als be- 
sonders kennzeichnendes Beispiel naher erlautert (Abb. i a, i b) . 



Abb. 1a 

Geol. Konstr. A. Mestwerdt 1909/10 5 Geol. Karte v. Preufien M. 1:25000 Blatt Gr.-Twulpstedt. 


Man denke sich den nicht aufgeschlossenen unteren Teil nach Analogic des Querschnittes 
Abb. ib erganzt (Aufrichten der untersten Schichten entsprechend der Herabsetzung der 
obersten Schichten des Trias- Jura-Deckgebirges zu beiden Seiten des Salzstocks). 



Geol. Konstr. Th, Schmierer 1908/09; 

Geol. Karte v. PreuCen M. i : 25000 Blatt Weferlingen, SW-Teil, erganzt nach Blatt Helmstedt. 

Konstr. .der Faltung der Salzlagerstatte (projiziert) E. Seidl nach den Bergbauaufschliissen des Kaliwerks Burbach 1913. 


Querschnitt durch die Salz^Storungszone des Oberen Allertals 
(zwisdhien Magdeburg und Braunsdiweig). 

Aelteste Erklarung: als Grabenbruch; spatere Erklamng als Salzhorst und Salzablaugungszone ; 

Erklarung E. Seidl 1925 als typische Zerreifizone mit Salzaufpressung und Salzablaugung. 

In dem betreffenden, von dem Oberlauf der Aller durchflossenen Storungsgebiet (zwischen 
Magdeburg und Braunschweig) tritt eine (etwa 2000 m machtige) Folge geschichteter Gesteins- 
massen (Yornehmlich. Kalkgesteine, auch Sand- und Tongesteine der Trias- und Juraformation) 
liber (etwa 500 m machtigen) Steinsalzmassen (Permformation) auf. 

Der durch den tektonischen Vorgang (der die Storungszone schuf) einer die Elastizitats- 
grenze iiberschreitenden Beanspruchung unterworfene «Stoff» besteht! also in physikalischer Hin- 
sicht aus einer Platte verhaltnismafiig sproder «Deckgebirgs» -Schichten; und diese lagert auf 
einer Steinsalzmasse, die sich ihnen gegeniiber durch eine verhaltnismaBig hohe Plastizitat (und 
geringes spezifisches Gewicht) auszeichnet. 

s) Bearbeiter Oberes Allertal iibertage: Th. Schmierer, O. Mestwerdt, W. Koert und W. Diene- 
MANN, Geologische Karte von PreuBen M. i : 25000, Blatter nebst Erlauterungen Gr.-Twulpstedt, Wefer- 
lingen, Helmstedt, Seehausen, Hotensleben; untertage: Bergbaulicher Teil zu Blatt Weferlingen (Kaliwerke 
Burbach und Walbeck) von E. Seidl. 
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E. S E I 0 L , B E u L r 


Die Deckgebirgsplatte konnte, weil sie zufolgf (liT !u.!irii I'laMizitiit ill,,-, r 

dieser bewegbar liegt, durch die tektonisclien Kriiffe ofiViisiWitlicii un.ih'inn..i- ■ 
ansprucht werden. Bei Betrachtung* des Stoning, svorgangs ^•on^ag man sidi'ihlH.r'arf ' r '7 
gebirgsplatte (und die Salzmasse) zu bescbriinken: die dan.nier l<.lg..n,lrn 'r dl • ' i . ' 
lassen sich praktisch vernachliissigen. ' ' ‘ < 1 1 I’.ialriude 

K-M a der Massenverteilung der v<.rs< hiedeiiaiti.Hm d;<. n , , • 

bildenden Schichten ergibt zunSchst. dafi die laudl.'Udig al.s „.spr;H!,:“ annsdamL, , - 
Sandstemmassen durch weitgehende Unterteilung in BrurhstCU ke im<l duirh 

ddastis/i^;: 

Gesamtverteilung der Massentdlo in dem StmmngshcrdolMu.d dm , . 

ordnung der Storungslinien erweckt augcn.scboinlich den !■ indruck f..Ig..„d. , • m-' 

(Schema Abb. 2 ) : ^ lo.srt/rsmaliigkeit 

1. yerjiingung des Materials; und .lement.spredieml ein /men, hr Kf-, • n 

der Storungszone. aii ISfasse mi Bereicli 

2 . Insbesondere ein Zuwenig an Ma.s.se der mitthren I’artie. 

3- Konvergieren der Oberfliichcnteile des Materials in Richluiiu anf die 

Her. be„,.™, ,er ol.„s.c„ „„ 

4- (Infolgedcssen) weitgehcnde Aniiaheriini>' der i 

_ bezw. denn Sichberiihren liings der Achse iler 

fc ''7 i'-b als die 

sre„„ hi„,„e fceansprueh, ™Z. ’ "" "b' Kl.-..tizi«e. 



drlagemg d» Deigebiiganasee. \>d '■“«''r™ler - Iletr.g d. 

Zum Vergleich sei urn der Analoeie mif ri ^ »S*iIzabla»gung“ zurflekzuffihren ist ^ 

den BeispielenvonZerteilungszonen zerrfssener M ! willen nntc 

Ziehen lassen, hier eine zerrissene MeM 7 ‘’^’■'“•''i'dkinide heran 

(unfSemisdf) W Twd KeipStter?^ "" 

!!i5^ “ *“■ j!;!" 

SB. “f” SdduehlabMufen auf De„w,c. Kultalzl„,„„,,, A„.|,iv fd, lagc 

- V^«ieeK„ a. Kap., „„d „i„. a, d. Ma. 


Man ersieht aus der Darstellung im Querschnitt (Abb. 3, Tafel IV) folgendes: 

Das «spr6dere» Kupfer ist schroff abgerissen, ohne sich merklich zu dehnen. Die beiden 
«plastisch» reagierenden Bleiplatten hingegen sind jede fiir sich nach der ZerreiBstelle liin aus- 
gelangt und zugespitzt, und zwar, wie Mikroaufnahmen ergeben haben, in der Weise, dafi die 
Oberflachen-Schichten wie eine Haut iiber die mittlere Partie hinweggezogen sind und sich mit 
diesen nunmehr unmittelbar beriihren. 

Den namlichen Zustand zeigt die Gesamt-Platte. Die Platte ist nach der ZerreiBstelle 
hin ausgelangt, und zwar in der Weise, daB die beiden Bleiplatten bezw. die auBeren Partien 
jeder der beiden Platten iiber die inneren Partien derselben und insbesondere iiber die zuriick- 
gebliebenen AbriBstellen der Kupferplatte hinweggezogen sind. 

Das Wesentliche dieser Einzelerscheinungen kann man als Hauptkennzeichnungen der 
ZerreiBstelle etwa in die oben unter Ziffer i — 4 gegebene Formulierung kleiden. 

Mogen diese Ausfiihrungen dazu anregen, die Forschungen der angewandten Mechanik 
auch auf derartige Analogien zwischen technischen und geologischen Problemen zu erstrecken. 
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Note sur le changement dc 
au moment ou elle abordc 


Vitesse d'un 
on cinitte Id 


^'ourroie 

poulie^) 


une courroie pent elre cunddi-rw comn»- futnir 
rentes entre dies, qui, sensibleinent planes tlaiis fe In in 
driques sur la poulie; de sorte (jue deux iamell*-» eleiti 
de longueurs egalcs ciuand elk-s font parti.- dii hi in 
des longueurs proporfionndles a k-ur distance .a , 
Lamelle ncutrc. Ikie ex(.erience tr.s simple nt., 
d epaisseur £ passe du brin tcndu ou ni.ni sur la pmili. 
centre cette poulie. se raccourcit dc A h\ tandis .im- la 
saltoes <]» I, ,|jr- 


d adlie- 
'■"iK'ni cylin- 

I-’i poulie 


ill innii, d( 


'■ ciHirroie 
••PpHiliiec 
exterit-ur, 
' Ic.s deux 


!i"i»^<»nlaus ct dont 
<<• vet t tea! dr qui passe 


est dans le brin nKm'o,' u.lHkrV’''T’ 

tons les points d’uu, .section uorlnair-'’ * r I*'"'’’’’**"''’*'' ' 

est egak a la vitcs<se du hrin ' ' n**‘‘CWiiciii soitf aniim-s d,. |;, , 

v'-" --.-■‘i: 

ont des vitesses differentes cnrtntkV s,,,- fa ,.„„lie p., 

s. co.„l.uo„» ri„, 

a la distance x de hi hnu.lL 

~.e “ 

de la courroie. <lf la surfiicc cxtcriciir.- 

^ 

•«ent specifique de sa lanu-II,. c - a 


fmm^n Hifm ft* iiiriiii* litre dans line note 
• 'pVr) 




M. Swyngedauw, Lille 


0 

interne est ~ ■ Si la courroie quitte la poulie, les lamelles externe et interne subissent des 
ir ”[- 0 


modifications inverses des precedentes. 

Or ces allongements et raccourcissements ne peuvent se faire hrusquement, Tallongement 
de la lamelle externe de la portion de courroie qui s’engage sur la poulie ne pent pas ne pas se 
faire sentir sur la portion de lamelle externe voisine qui n’est pas encore engagee, et le rac- 
courcissement de la lamelle interne de la portion de courroie engagee sur la poulie exerce sans 
doute une action analogue sur la portion de lamelle interne qui n’est pas engagee. 

Les experiences suivantes montrent comment se fait reellement ce passage du brin tendu 
ou mou sur la poulie et reciproquement. 

Une petite roue caoutchoutee tres mobile (sur pointes) autour de son axe, est maintenue 
par une legere pression en contact avec la courroie en un point de sa jante; une autre roue egale- 

ment caoutchoutee et de diametre sensiblement egal roule sur la poulie dans un plan 

parallele a celui de la premiere. Chacune des roues est portee par un chassis en fer et I’ensemble 
forme une sorte de chariot; les axes des roues sont sensiblement parall^es. 

Les roues sont pleines et percees chacune d’un trou d ’environ un centimetre de diametre. 
L’observateur est place d’un cote de la poulie; un disque de carton bien eclaire est place de 
I’autre cote; I’observateur apergoit ce disque a travers les trous des deux roues chaque fois que 
la droite qui passe par ces trous rencontre son ceil et la surface eclairee. 

Si une roue fait n tours de plus que I’autre par minute, la lumiere est visible n fois par 
minute; elle se presente sous forme d’une trainee lumineuse qui tourne dans le meme sens que 
les roues si la roue qui est le plus voisine de la surface eclairee tourne plus vite que I’autre. 
Elle tourne en sens inverse si, au contraire la roue qui tourne le plus vite est la plus voisine 
de I’observateur. 



Cj Courroie 

R Roues et leiirs chassis 



Courbe i : Enroulement 
Courbe 2 : D^roulement 

L’unit 6 de I’abscisse repr^sente i nun d’ecartement 
de o ligne limite des contacts avec la poulie. 
La meme longueur repr^sente pour Pordonn^e 
V' — V:V = 0,001. 


De la difference des nombres de tours N et faits par minute par les 2 roues, on deduit 
immediatement la difference de leurs .vitesses lineaires V et par la relation 


V-V^ = NC-N,C,; 

C et Cq etant les circonferences des roues. 

Les vitesses U et Vq des deux roues C et sont egalement celles des points M et 
de la courroie ou de la poulie avec lesquels ces roues sont en contact, a condition que le contact 
soit permanent et 2^ qu’il n’y ait pas de glissement des roues du chariot. 
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On s’assure de ces conditions par liivfts rnovi-iis luiit nia di 
de Paris, Seance du 8 fevrier 1926, t. 182. p. tut.). 

Lorsque le point de contact de la rtnie (* avec l.i enui lui,- ^ 
lineaire de la courroie est P" la roue roulani Iniijiniis mu la p,. 
devient N' et on pent ecrire 


Sciences 

’‘''IM la Vitesse 
inchanjree et iv 


n = N — A/’o et n' ~ N' — A'„ reiireseiilatil Ic' nniiilin 
dans les deux experiences strohosctij iques Mii*C!-".ivc 1 
suivant que la roue C tourne phi" on nioiii" viti- i|tir (’ 
La variation relative de vitesse d'liti Hihnent , 1 ,- , 
point M' est Sgale au quotient par le nomhre A' de tout,<, 
M, de la difference n — »' des ntmhres des iippxiniietiK 
riences strohoscopiques quand la roue mule siu la ituittn 
points M et M'. 

Si rejircsente le tionihre de louts de !.t "i 

la roue, e I'epaisscur de la courroie A‘ ej*ale Neu"il»leiiietu 


d app.o de iniiiiete 

M el «' "oot atleeU'" dll "in 


I.HOII *lr fa ptHiIit., r celuitle 


On d^ermine au compte lours h\ e el r aii pie<! ;i cuulisse 
avec A rs too itiin i* 1 nun , „u 


Pour determiner n on compie ;n 
apparitions successives de la liitnitTe A Ira 
d un passage de la luiniere et tin i’arrete 
moms 30 secondes, on Farrete au dixietne 
ques secondes et on divise 
Le nombre de 
evaluee en secondes. 

Le tableau suivant tlomu* riaiw la tleuxl^me ligiie 
A vide A 1250 tours dans divers positions hf ri I/*- 

nr r, * I* '»•- n 

5 • e a prise ou de la cessation dc contact de la c 


ec till rltrottotni Hi- J,, dtiree ij li sn'tiiile eiitre tieux 
vers les roues, <»u ileelamdir Ir elnouotneire au moment 
au passage suivant si ith,. ,.j,| dr I’ordre d’au 

passage iptt suit si ri-H,. durtV est «|e IWilre de duel- 
par to le r4suli.it, 

passages Itimineux par .uinu,.. „ . nbtiru, ,,, d,v i,.,„, r.., pur cette durtv 


Tableau i 


io< enrouleinent 


y • deroulement o 


Au moment oii la courroie s'engage sur la poulie, la vitesse d^%in element de la face ejc- 
terne (du brin tendu s'il s'agit de la poulie menante, du brin mou s'il s'agit de la poulie menee) 
aiigmente progressivement d partir de 4 cm, environ avant le contact de la face interne avec la 
poidie et Vaugmentation se poursuit energiquement au deld de la ligne de contact jusqu'd 2,5 cm, 
environ de cette derniere. 

Elle augmente pour la courroie cuir consideree d'une valeur egale a 0,02^ de la vitesse du 
brin tendu si le cdte chair est applique sur la poulie et seulement 0,011 si la courroie touche la 
poulie par le cote deur, 

Au moment ou la courroie quitte la poulie, la vitesse d'un element de la surface externe 
baisse progressivement ci partir de 2,5 cm. environ avant la cessation du contact de la face interne 
de la courroie avec la poulie, puis cette diminution s’accelere tres rapidement pour cesser sen- 
siblement 40 mm. apres la cessation de contact avec le brin tendu ( cas de la poulie menee) ou 
le brin mou (cas de la poulie menante). 

La figure 3 represente les variations de vitesse a I’enroulement et au deroulement. 



L enregistrement photographique des projectiles 

sur plaque mobile 

Par J. Kampe de Feriet, Lille, et G. Foex, Strasbourg 

I. Le pnndpe essentiel de notre methode i) — doiit la conccnf .Vv,, 

1918 consiste a utiliser une plaque mobile pour photographicr les projcxMilerr‘‘ nT’ 
precede d enregistrement photographique snr plaque n.oMe nous a tlZis '' 

sur leur' tenue posdes des projeetiles, f„.„.„issu,„ 

soit l-antle'detir""”" " 1 ™.' Vitesse initiale, 

3 ® detudier les phenomenes qui accompaa-nent li sori;,. ,i., ■ •, 

Deux appareils de fortune nous L. do„„e,‘di'“: 'el':™!:' 

^ Photographiques excellents, co.dirmant parfaitcn.cnt u'os pred • i,! T, 
mais la precision des mesures quo Iba ,K)uva;( 

laissait encore a d&irer a cause tl > i- . de no.s cliches 

des appareils. En 1924 eri 925 nous -LiL ™dimentaire 

reil dont la realisation est du/a M. iVlflicicT^d’vf ^PP‘'‘- 
nous avons obtenu la precision vol •: 1 ur- ‘ ''‘d’on Mesnard; 

la Balistique. ' ac.ucllenu.nl exigee pa.’ 

La chambre photographique (b'ig. n est nortA,. . r 

pomtage robuste et precis oermettsnt T i , ^''^Posdif de 

jectif O (Tessar-2eissr= as r o , " •" ''o'- 

droite D de I'espace; la plaque photographique ' '’"'"'''''"'•'‘'f*’ « ‘““‘s 

.. -xe verucai. chariot mobile c guide entre d^nv , r T X -'5) cst portec par un 

«t perpendieulaire a 00-; en un Cta.l'h'tr" i'"’"' ” 

permet de donner i 3 une orientation , r ■ • u de la chamhre pholograpliique 

lation, la couche sensible de ,a trans- 

graphrque; cette paroi est percee dune fente 1> dmuTs TT' '''' 

IWerture * de la fente est riglable. ““ ^ 

II. Photographie pos6e des projectiles 

arc asses cotrtplretrilsLaflC^^^ un arc D ,le la irajeeloire dun projectile, 

~autourdeOO-dema„idrequ?Tal^^^^^^^^^^ 

^rotecMe, t '''"'US' * 

^ du proj ectile la duree de pose de c « ■ . qitdlc que soit la viiesse 

G. Fofix et J. KAMPi de Fi ■ la plaque en motivemcnt, n'est 

P' 597. - J. Kampe de Feriet: M6mo?arde^rASen??Xts?t“'® '9^5. 

][5g t. 4 , 1925, p. 280. 


Fig. I. 

I .* Chambre poto- 
graphique. 

2 : Axe horizontal 


J. K AMP^ DE Feriet, Lille, et G. Foe x, Strasbourg 


limitee que par la sortie du projectile hors du champ de Vohjectif (dedni par I'ouverture h de 
lafente). 

Cette duree, relativement longue, de la pose, nous permet de photographier le projectile 
en plein jour, sans Taide d’aucun eclairage artificiel, ni d’aucun ecran reflechissant; nous operons 
au cours d un tir quelconque, sans modifier quoique ce soit aux conditions de ce tir; la duree de 
pose est meme assez longue pour pouvoir photographier le projectile la nuit, quand il passe dans 
la zone d eclairement d’une flamme au magnesium, allumee avant le depart du coup, 

Les images obtenues sont d’une grande nettete; le flou a craindre, par suite d’un decalage 

entre w et v est peu important, si 1 on a pas ngoureusement w =: v un point du projectile 
a pour image sur la plaque, un petit segment de droite de longueur h * {w — v) : w\ comnie nous 
prenons i mm. </i< lo mm., un decalage de i p. too donne un flou compris entre o,oi mm. 
et o, I mm. 

A notre connaissance, avant notre methode, on n’avait obtenu des images d’une telle 
nettete, que pour des balles de fusil, en operant a objectif ouvert, dans I’obscurite totale, la 
projectile etant illumine par une etincelle electrique. Notre methode se pliant a toutes les con- 
ditions d’un tir normal, meme pour les projectiles d’artillerie des plus gros calibres, est evidem- 
ment beaucoup plus souple. (Fig. 2, Planche VL) 

La nettete des images permet de les utiliser pour etudier la tenue du projectile, avec une 
precision superieure a celle que donne la mesure des empreintes sur des panneaux de carton; on 
peut les utiliser aussi pour etudier la forme de la trajectoire au voisinage de la bouche, une 
mesure faite sur le cliche donnant la hauteur du projectile au-dessus du sol, a I’instant de la pose; 
enfin, sur quelques-uns de nos cliches, on soupgonne les ondes qui accompagnent le projectile, 
rendues visibles par difference de transparence et d ’indice de refraction. 


III. Mesure de la vitesse des projectiles 


Rendons encore I’axe optique 00 ' perpendiculaire a un arc rectiligne D de la trajectoire 
du projectile, mais cette fois, faisons pivoter la chambre photographique autour de 00 ', de 
maniere que la direction du deplacement du chariot C soit normale a D; les grands bords de la 
fente F deviennent ainsi paralleles a I’image de D. 

La vitesse w de translation du chariot est perpendiculaire d la vitesse v de Vimage du 
projectile. Le mouvement relatif de I’image par rapport a la couche sensible, resulte de la com- 
position de ces deux vitesses; un point de I’image decrit done sur la couche sensible une droite 
dont la pente a pour valeur w : v, par rapport au bord inferieur de la plaque. Pour expliquer 
le resultat photographique, supposons que le pro jectile se silhouette comme une tache ahsolument 
noire sur le fond bien eclaire du del; pendant le passage de la plaque devant la fente) F, presque 
tous les points de la bouche sensible sont constamment impressionnes par le ciel eclaire; seuls 
les points de cette couche, qui sont situes sur la trajectoire de I’image du projectile sont pendant 
une fraction de leur passage occultes par cette tache noir; la duree de pose 
de ces derniers points est done moindre que celle des autres; soient A/rouver- 4 rz 
ture de la fente, a le calibre de I’image du projectile, le rapport des deux 
durees de pose est i — a : h. Cette difference de duree de pose a pour resultat 
qu'au developpement la trajectoire de Vimage du projectile sur la couche sen- 
sible^ apparalt comme une bande claire se detachant par contraste sur le fond 
/ plus sombre. 

En enregistrant simultan&nent sur la plaque les vibrations d’un diapason, on peut de- 
duire d’un tel cliche la vitesse du projectile; il suffit pour le comprendre de regarder la figure 3; 



Fig. 3- 
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on mesure d’abord perpendiculairement a la direction dti (k’placonu'iit dc la [>lai(iu‘, la <listaiii 
d de deux points :^ et A' de la trace du projectile; puis en pointaiit la sinussuid,. ,iu diapaso 
on evalue I’intervalle de temps t qui a separe kvs passap'es en ./ et la vitivsse de rimafro t 
projectile a pour valeur v z= d : t; connaissant la distance <iu foyer ohjet a la tia jecioire /), c 
en deduit immediatement la vitesse V du projectile Ini-menu-. 

L’experience a confirme entierement ces vue.s theoriques: des la jneniiere seance, iioi 
avons obtenu des enregistrements photographiques tres nets; nous avons opere tians les coi 
ditions les plus diverses, le calibre variant de 58 mm. a 37 cm., Tangle de lir de 1" a 70“ 1 
vitesse du projectile de 100 m./sec. a 900 in./sec., la luminosite tillant ilu cii-l bleu pur a la brum 

Le contraste entre le fond et la trace augmente avec la linesse ile la lenie. jusiju'a ce qn 
Touverture A ne soit plus egale qu’au calibre a do Timage: les points situees sui- I.a trace or 
alors une duree d’exposition nulle; neanmoins, cettc ouvertnre oi>tima n’est pas prali<iuemcii 
utilisable, car les chances de manquer le projectile (par .suite de legers defauts de pointage <1 
Tappareil ou de la dispersion du tir) sont considerables tivec une fente aus.si line. Mn operai: 
avec une ouverture egale a 10 fois environ le calibre de Tinmge du projectile, on obtient d 
fagon reguliere des traces assez contrast&s pour perraettre des pointes a o,i nim. pies. 

Le relevement du canon au moment du tir empeche que le parallelisiue entre les grand 
bords de F et Timage de D puisse etre parfaitement reali.se. Tour eliminer Teri t-ur tiui en rLsulte 
la fente F 3 . Id. forme d un trapeze; la trace cst alors limitee aux points on I imtige du projectil 
rencontre les petits bords inclines de F; lorsque Torientation est correcte, les distances de 
extremites de la trace aux bords correspondants du cliche .sont egales; dams le cas contraire, li 
mesure de ces distances permet de tenir compte du defaut d’orienlation dans le ealcul de V 

La determination de la vitesse initiale d’un projectile est fomiamentale pom la Balistique 
Le precede usuel a Taide des cadres-cibles associe.s a des chronograiihes Le 1 Uni tenge- Brege: 
cesse d’etre pratique lorsque Ton tire sous un angle suiiimieur a 30"; il eondnit en etfet a place: 
le 20 cadre a une hauteur consid&able: 160 m. pour un obus tire a Hoo m./sec. .sous 45", L 
principal avantage de notre appareil, e’est que son fonctiimnement est tmit li fait indipendan 
de l’angle de tir, qui peut prendre toute valeur entre 0 ct po". Nous avons, par iii!!eur.s. compan 
la precision de notre m^thode avec celle dcs chronographes: lY-eart relalif entre les vitesse: 
mesurees par les deux methodes a constamment oscille entre un et lieux pom mille. 


IV. Etude des ph^nomfines qui accompaguent la sortie du projectile 


On a vu, au paragraphe precedent, comment en croi.sanl ies vitesse, s m et v, Timage 
projectile laisse sur la couche sensible une trace photographi(|Ue iucliuee, qui permet de mesu 
sa vitesse; ce precede d’enregistrement est applicable a d’autres objets, nolatniuenl aux ; 
obscurs ou incandescents qui sortent de la bouche. Pointons encore Tappareil de inaniere iiu. 
trajectoire D soit parallele aux grands bords de F, la bouche .se Irouvant a une des extrem: 
de la fente; outre le projectile le front avant des gaz. se silhouettant sur le del. s'enregistre t 
nettement^ sur la plaque, ainsi que les centres incandescents qui se meuvent dans la masse gaseu 
on peut ainsi enregistrer la position et la vitesse de tons ce.s elements. Plagons etisuite un sea 
f!^r! -Tt! trajectoire, pointons-le de maliere que le.s grands bords dc 

les LTd apparaissant au centre <Iu champ, mm.v enregistrons a, 

ZtoTL f T r Si on udmet (,ue h- phenomf-ne est <Ie revolut 

TespLe ^^duire de Tensemble de.s deux cliche.-,, .sa reconstitution tl; 
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Notre methode fournit ainsi des renseignements d’un ordre tout nouveau sur les pheno- 
menes qui accompagnent la sortie du projectile; voici a titre d’exemple, le resume de nos 
resultats concernant un canon de 30 cm. Avant la sortie du projectile, un 
temps de Tordre de 0,0015 sec., apparaissent a la bouche des gaz faible- 
ment lumineux se propageant avec une vitesse voisine de 300 m./sec. Aussi- 
tot le projectile sorti, dans la sorte de tuyere annulaire formee entre la 
bouche et le culot, les gaz se precipitent avec une enorme vitesse d’expan- 
sion laterale de Tordre de 2000 m./sec.; puis des que le culot s’est un peu 
ecarte de la bouche, les gaz acquierent aussi une vitesse d’expansion vers 
Tavant, de Tordre de 1400 m./sec.; cette vitesse de propagation etant tres 
superieure a celle du projectile (720 m./sec.), la masse gazeuse rattrape et 
depasse le projectile qu’elle enveloppe completement; au bout d’un temps de 0,001 sec. la masse 
gazeuse presque entierement obscure presente Taspect d’un «potiron», dont la figure donne une 
coupe; le tableau suivant resume le developpement du phenomene: 


j 


fmtS 
Fig. 4. 


t 

(sec) 

0.001 

0.002 

0.003 

0.004 

0.005 

0.007 

0.009 

0.025 

X 

(m) 

0.72 

1.44 

2.16 

2.88 

3.60 

5-04 

6.48 

18.00 

y 

(m) 

1.40 

2.40 

3.00 

345 

3-85 

4-55 

5-15 

9.00 

z 

(m) 

2.00 

2.50 

2.90 

3.20 

345 

4-25 

4-65 

8.00 

Vitesse front A V 

(m/sec) 

1400 

1000 

600 

450 

350 

300 

270 

120 

Vitesse front D^G (m/sec) 

2000 

500 

400 

300 

250 

200 

i-i 

0 

100 


Tandis que le projectile conserve sa vitesse uniforme celle du front avant de la masse 
gazeuse diminue rapidement; le projectile noye dans la masse gazeuse, rattrape le front avant, 
le perce et se degage au bout de 0,007 environ; il est desoimiais soustrait a toute action 
des gaz. 

La masse gazeuse est d’abord presque completement obscure, a peine ga et la apparaissent 
quelques points incandescents ; sur certains cliches, ces centres d ’incandescence manquent meme 
totalement, sur d’autres, ils sont uniquement localises sur le front avant qui, au contact de Tair 
demeure brillant. Au bout de 0,025 sec., brusquement, toute la masse gazeuse devient voilemment 
incandescence; c’est le debut de cette veritable explosion qu’on appelle la reiniiamniation, L’in- 
candescence de la masse gazeuse demeure longt^mps tr^s vive; au bout de 0,15 sec. (fin du cliche), 
la flamme est encore eclatante, la masse incandescente continue a se dilater lentement, le front 
avant atteint une distance de 20 m. environ, les fronts droit et gauche de presque 10 m. 

Bien entendu avec un canon de plus faible calibre, Tallure generate du phenomene est moins 
grandiose. 
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Solutions of Mechanical Systems Encountered 

in Percussion Tools 

By C. Richard Soderberg, East Pittsburgh, Pa., U. S. A. 

(See Plate IV for figures 7 and 10) 

I. Introduction 

This paper deals with a type of obstructed harmonic oscillations of certain uu'chanical 
systems, which are encountered in electrically driven percussion tools. On account of their 
simplicity, such tools are justly receiving general interest, in spite of the fact that the art has 
not yet produced a tool, which is fully able to compete with the pneinntitic tools, as far as 
effectivity of performance is concerned. 

The dynamical systems, which will be discussed in the following, are illustrated 
schematically by Figs, r, 2, and 3, and will be referred to as system i, 2, and 3. lu each of 
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these systems the reciprocating part, which will be referred to as the tut, ic . . . • 1 < 

move without friction along the direction A B An nUa' i ^ coHstiain(‘(I to 

as a coil spring, furnishes^tora^ pofe;;;fal ener^v Thf?"" 

elastic resistance, which is prooortional to 1 fl assumed to have an 

compression. The reciprocating nart ran ‘ • ^ as.sembled with a certain initial 

a tool of some kind is capable to dissipate T part 

« L7r, r 
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which produces the oscillating motion, constitutes the main difference between the three 
systems. In Fig. i this agency is represented as an alternating force, which acts upon the 
tup without any external mechanical means. This case is approximated by the electromagnetic 
percussion devices. The primary energy scource is, in this case,- the electrical energy supplied 
to the magnets. In Fig. 2 this agency is represented by two rotating eccentric wheels, which, 
by their inertia forces, cause the oscillating motion. For the sake of simplicity, the wheels are 
assumed to rotate in the same plane, and geared to a common shaft, not shown. Their relative 
position is such that the resultant of the centrifugal forces, for constant angular velocity, lies 
along the direction A — B. The primary energy scource supplies torque to the driving shaft. 
In Fig. 3 the reciprocating motion is created by a crank and a connecting rod, which oscillate 


X 



I I 

a crosshead, forming the upper point of suspension of the spring. The primary energy scource 
supplies driving torque to the crank shaft. 

The ultimate object of these devices is to cause the tup to perform a sustained oscillating 
motion with definite operating cycles, each cyclq involving an impact against the anvil, 
accompanied by a sudden discharge of a parcel of mechanical energy, which can be used for 
the particular operation in question, such as chiseling, rock drilling, riveting, etc. 

11. The differential equations for the motion 

A. For System i. 

The mass M is constrained to move without friction along the direction A B, inclined 

at an angle a to the vertical. The direction A — B is selected as positive ^-axis. The jr-coordinate 
is selected in such a manner that x = 0, when the tup touches the anvil. The initial compression 
of the spring is when the tup is in this position. The spring has an elastic resistance, which 
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IS proportional to the deflection, the constant of proportionality (the spring scale) being denoted 
by k. The mass of the spring is assumed to be negligable, or that an appropriate correction 
has been included in M. The alternating force varies as a sine function, with a periodicity of cu 
starting at f = o from the negative x-axis. The acceleration due to gravity is denoted by g 
Projecting the forces acting on the mass M, at any time the equation of motion will be 


M 


d'^x 


df 


— — k{x Xq) — Mg cos a — F cos o)/ 


If we put 


Mg cos a 




equation (i) is found to have the solution 


0 ) 


, and a ; 


F 




g __i 

/& — I 


^ ^0 — ^ h F sin 1- a cos mt 

q q ' 


(0 


( 2 ) 


( 3 ) 


where A and B are integration constants, to be determined by the initial circumstances of the 
motion. The quantity will be defined as the equivalent set-up of the spring, and the quantity 
q&s the speed ratio. The quantity a represents the amplitude of unobstructed forced vibrations. 

B. For System 2. 

th.ir Of the rotating wheels is denoted by their eccentricity by r 

with respect to their centres of gravity by and their radius of 

ma ion with respect to the axis of rotation by p = The remainder of the tuo 

/coo ^2- The inertia of the driving shaft is assumed to be negligable Th! 

'^eights measured 

• th ^-axis, will be selected as generalized coordinates. The generalized force 

Where K represents the torque on the common driving shaft, reduced to a gear ratio of i : i! 
The kinetic energy of the system is found to be 


^ 2 \_ P 6 “f" -j- M.^ x^ -j- 2 Afj rx Q sin 6 j . . 


and the potential energy 

F= _ _ 

whence the Lagrangian equations of motion 

d^e 


(a 


-’(S) 


W + V,) e ^ e (§)+ i ^ ^ ^ 

d^ 0 d^ 

.^1 P + -^1 ^ sen B-^ = K — M.^g r sin% cos at. ... ... .. ... (7) 

Sn" int.g«bl=, excep, ,he ,ha. .he a„gu.„ xelocitp 

of the eeeentnc wheels .s constant during .he time interval between blows. This 


of rotation 
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appears, at first, as a very daring assumption, but experiments have shown that the variation 
of the angular velocity in practical devices of this kind is not greater than about + lo %, 
However, this does not concern the inevitable velocity change during the impact period, which 
is probably greater, and which must be considered separately. Assuming, then, that the angular 

velocity 0 is constant, and denoting it by ci>, we obtain the solution (3), with the difference 
that now 


(Afi -|- M^g cost, 
k 




r, and a = 


_ JJfi ms 


C. For System j. 

For the sake of simplicity we assume that the connecting rod is long in comparison 
with the crank radius and that the arrangement is so dimensioned that the angular velocity 
of the crank shaft can be considered constant, so that the motion of the crosshead B may be 
treated as a true harmonic motion. At ^ = 0 the crank is directed towards the negative jr-axis. 
When the tup touches the anvil in this position, the initial compression of the spring is 

The equation of motion of the tup is now found to be 




- — k {x-\- x\ — rj (i — cos ( 1 )/) 1 — Mg cos a 


(9) 


the solution of which is (3) if 


Mg cos a 


and a = 


... (10) 


III. The properties of the oscillating motion 

Next we consider the limiting circumstances of the motion, which determine the in- 
tegration constants, and the requirements for a sustained sequence of impacts. The solutions 
thus found are valid only during the continous part of the displacement, that is, the time interval 
between two blows. At the beginning of this time interval, immediately after a blow, the tup 
touches the anvil, and has a velocity away from the anvil, which we shall denote by The 
force vector, the eccentric wheels, and the crank, are assumed to stand at an angle $ from 
the negative ;r~axis. At the end of this time interval it is, of course, necessary that the co- 
ordinates of the entire system should again be the same, but we concede the possibility that 
more than one cycle of the reciprocating agency have passed since the preceeding blow, an 
assumption which has been verified by experiments. We assume that the operating cycle covers 
n complete cycles of the reciprocating agency, and define this number as the mode of operation, 
n being an integer. The initial and final circumstances are thus 


= O, ta t : 


and x = o = 


which, when introduced into equation (3) gives the following three equations for the de- 
termination of B, and O. 
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"’i , . # , <I> 

- = — ■»'» SM — j /’ tw a »/ s/// <I> 

ti)f f/ ,f ' 

, 2Ttn \~<t> , „ . 2 7t// j <I» , 

. 1 ,) — ■ A cos - — /} s/n ! (t ,' 0 x <|» 

q q ■■■ ••• ... 


Solving for A and B, and introducing the vahn^ m» fiuind init» tin- c.iuati,,,, (5) 
find that the displacement x, and the velocity can he expi i„ ti,,. fulhnving manner 


X + A'o = (.1-,, — a cos 4 ») 


jt n + Mt 


ax 

~ = (j/j . I- a to sin 4 >) • 
The equation for $ is found to Im 


x,~acos^== cn/ ” 

\ ^1- / 


introduci tato i " “ 

directed in the negative v-dirc«ta, and fiL' tta'" ' '^“‘S 

^2 — ?'j =: 2 rf (0 .y/« <I> ,,, 

coefficient o^f restitudonrlirfinedllj filrihir'""' 


and tt^ =: 


or an actual recharging of kinetic energy of the tt. In* fT "‘•‘'’'^'by- 

product a «n $ be positive. a is positive whenl^ 
we can establish the following limiting values for^t 

It is now necessary to estnhllcTi ft, t 

into equation (17) the value of » fm. ^ valuc.s ot <1>. ibj,, put pose wi- introduce 

/; value of from equation {19). and pm 

' J?— . £+ ^ „ .Tift 

ind I — (21) 
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We define i? as a speed function and 5 ' as a spring function. Equation (17) hdw becomes 

R sin 4 > -j- cos 4 * = 6' ■ •• (^ 3 ) 

showing that under all conditions we must have S i -\~ ■ Sustained operation can take 

place only if this equation gives a unique solution irT®, however, which is the case if 

(24) 

which is thus the principal condition for sustained operation. The angle 4 > is now determined by 


sin 4 > = 


S’ 


cos 4 * = 


5 ’ 


4> = tan~^ R. 


(25) 


So far we have made no restriction upon the signs of R and S'. The latter derives its 
sign from and a. For practical reasons we are restricted to positive values of because 
it is very difficult to design a spring of this kind for alternating tension and compression. 
Hence, S' has the same sign as 0, that is 5 >o when 7>i, but 5<o when q< i. Now, if 
i?>o and S>o, we find that o<4><k, which agrees with the condition established in (20). 
If > o and S'< o, we find that n <$ < 2 n, which also agrees with (20). On the other 
hand, if i? < o, and S' > o, we obtain rt < 4 > < 2 rr, and if i? < o and S < o, we obtain 
o < b < 2 7t, which both conflict with (20). It is evident, therefore, that under the above 
assumption of positive values for sustained operation can occur only for positive values 


of R. This establishes the following series of limiting values for 


nn 


and 


^ Kn ^ 7Z 
O < — < — , 


\ 'T' 

q =2 


2 TZ ‘ 


Tzn 

<1 


Tzn .9 , 

4 7i< etc., 

^ =( 7=2 


^ Tin . ^ ^ Tzn 

5 »<— . 


II 


tt;, etc. 


We thus obtain a series of possible values for q 


2n to cxD, 


2 2 ■ 

-^n to n, to 


n 

7 ’ 


2 ^ n 

— n to — , 

7 3 


etc. 


... (26) 


Consequently, all speed ratios above zn represent possible operating conditions for all 
modes, provided, of course, that the speed function and the spring function are proportioned 
to satisfy equation (24). No sustained condition of operation can exist between q — 2 n and 
q = n. Below q — n there are series of narrow strips, within which sustained operation is 
possible. These ranges in the speed ratio will be restricted to specific modes only, and it is 
very doubtful whether they will, have any practical value. . Thus, for practical devices it is 
necessary that 

i?>o, 6'>o, i, and qx= 2 n to co, « = 1,2, 3, etc. ... ... ... (27) 

In order to express the requirement for sustained operation within this range, equation 
(24), in a more practical form, we introduce the values of R and S, equations (21) and (22), 
and define a new set of spring functions and S^, one for each type of device. These 

Spring functions will be defined in the following manner ^ ^ ^ ^ 
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—77 jr — 

S/>e«c/ ^r/o 


Finally, it may be of interest to evaluate the energy dissipation in each blow, E, for our 
three systems. For the systems i and 3 this is very simple, and it is found that 

E=—M{v2^ — Z;j2) = 2 J/ (3t) 

2 I £ 



For the system 2, on the other hand, it is necessary to take the difference between the 
kinetic energy of the entire system before and after the blow. Denoting by 62 and the 
angular velocity of the eccentric wheels before and after the blow we find that 
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^^2 2 + — t'/O— 1/, r.V>/Cl)(^ 


The lowest value that E can have corrosijonds fo (3 ... A 

I ^1 ''2 fO, m wlirVh 

^ = 7 (», + ».) (V-VW. The tme vali.e o( /■ ,„„e, he co„M,leral,l, above this T 
however because the eccentric wheels contribute at. im,«,rla„t ,,ar, to the hi ,• ' 

system. It is possible to obtain an appro-rinialion of this . . ' " ‘ “'"ey «f tie 


system. It is possible to obtain an apprOeXinialion of thi.s true vahu- by consi.l 
in the impact. It can be shown in this manner that, for ordinary I ' ' ' 
energy per blow may be as much as ten times the value c«r,l;::ld;::! , T"" 
e approximate theory may give reasonable results as far as du- tre,,,.- i' r 
cerned, it must not be used directly for computing the oulpui. '’^‘'•f'''-”>ance is con- 


IV. Experimental results 


A series of experimental investigatioms have been made n„ 

.3TC n. .he r.s„,.s o, which wii, rcvicwc very hrh-hy k.M;:,!:":;;::;:;, 









8 . 

y’^c^c/ey C<yr^&s-, 


(a) The space times curves for thi^ fitrv .1- 

the mode of operation, no,!,,., Iem,l .,,,prorim°l‘’'',b T' '''"I”'!' 

position of the eccentric wheels at diltcrent parts' of' |3‘ "’""" (>>) Tin 

voltage and the current of the driving motor ' f t, ■ ‘'.'■th'- (c) record of tl« 

the armature slots were niaguified to show Z' ™ '''i' "' "I’Pfe *•' « 

riements were recorded by an osdl W 1 Hacl, on. of the* 

turing chiseling in steel In Fig. 8 rcdt„ 'e 

with theoretical displacement cLes ’or II, e ,„p has be™ drawn in comparison 

values of various elements M s ' % xo ih ^ ^ calculalvrl for the following measured 

“ =.«"■ * = ^Uis/incl. and 'L = .s' , ^’f. = f - -Vi »r/, p„ ^3 .pj «/,. 

restitution had a value slightly above , , <=<>‘«I«ri.^on .shows that the coefficient of 

From the above values of thf» ii-i 

tup for unobstructed harmonic oscillations ^ einents wc calcidato the natural fr^picncy of the 
cyd« per second for the naturarC™ ' ’T ■•. ^ 

n ig. 5 we find that, for g r= . r L ^ - 2 — the characteristic curves 

ould operate at 5.05 X 60 X yxK — ^**^^^* hammer 

yrjp . these values the oscillogram on Fig. 7 
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gives 2260 rpm and $ — 90®. The calculated value of the velocity of approach is 92 against 
a recorded value of about 100 inches per second. The agreement between the calculated and 
recorded values of the operating speed and the velocity of approach is fairly good, but the 
angle <I> has a value considerably different from the calculated value. The author has not succeded 
in advancing a satisfactory theory for this discrepancy, but it is probably due to the disturbance 
in the impact. There are no evidence of large variations of the angular velocity of the eccentric 
weights, howewer, as shown by the curve in Fig, 8 which has been prepared fi’om the record 
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at the bottom of the oscillogram on Fig. 7. This record was not adapted to record the sudden 
variation of the angular velocity at the blow, so that no definite value of the energy-dissipation 
can be obtained. The maximum variation in angular velocity between blows seems to be ab 

Figs. 10 (Plate IV), ii, and 12 give a similar set of results from the same hammer for 
operation in the third mode during chiseling in steel. The mechanical parts of the hammer wer 
the same, the only difference being in the higher voltage on the motor. The calculated values^^^f 
speed, angle $, and velocity of approach areheresiporpm, 63 degrees, and 125 inches per second 
against recorded values of 3040 rpm, 57 degrees, and 120 inches per second. The aereempnt 
is fairly good for all three quantities in this case. 

It is shown by these results that the theory given above gives a reasonable basis for thp 
design of devices of this kind. In addition to these tests there has been collected a considerabk 
amount of infomation on operating speeds for more extensive variations of the different 
construction variables. As a general conclusion from the data obtained in this manner it seems 
that the performance of the hammers are quite accurately determined by the characteristic curves 
on Fi^ 5. Certain deviations have been observed, however, such as the disagreement in the 
angle $ mentioned above, and, of greater importance, the fact that it seems to be possible to 
operate the hammer at a speed slightly different from the synchronous speed given by the 
ch^ac eristic curves. This occurs when the driving motor is not a synchronouf mlr and 
seems to indicate the existance of a certain range of speed ratios, which is widest for the first 
mode, and tapers down to a narrow strip for the higher modes. This phase of the theory 
represents a problem, for which the author has not yet found a satisfactory solution, and which 
IS suggested as an interesting subject for further study. 
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Ueber ein neues Verfahren zur Ermittelung von 
Sdiwingungsperioden von Turbinensdieiben 

Von M. Konig, Rugby (England) 

Das Problem der Schwingungen kreisformiger Flatten hat in den letzten Jahren be- 
sondere praktische Bedeutung erlangt durch Briiche von Laufscheiben in Dampfturbinen, deren 
Ursprung in Schwingungen der Scheibe ermittelt wurde. Diese Schwingungen war en hervor- 
gerufen durch Resonanz periodischer Storungen (wie partielle Beaufschlagung etc.) mit einer 
der natiirlichen Perioden der Scheibe. 

Als Erster darauf hingewiesen und Berechnungsmethoden entwickelt zu haben, ist das 
Verdienst von Prof. Stodola. 

Diese Berechnungsarten basieren auf die grundlegenden Arbeiten von Kirchhoff und 
dem Satze von Rayleigh iiber den Extremalwert der Periode einer Eigenschwingung gegen-. 
uber willkurlichen Schwingungsformen. Prof. Stodola hat auch die Anwendbarkeit des Ver- 
fahrens von Ritz und sein Zusammenhang mit dem RAYLEiGHSchen Satze erlautert. 

Es liegt in der Natur dieser Naherungsverfahren, da6 ohne zu grofie Komplikation den 
KiRCHHOFFschen Randbedingungen nicht mathematisch streng Geniige getan werden kann. 
Prof. Stodola erwahnt in seinem Buche iiber Dampfturbinen, daB umstandliche Rechnungen 
fiir den ‘ einfachen Fall der Schirmschwingung dartun, daB z. B. der EinfluB der Naben- 
befestigung erheblich sein kann. 

Im iibrigen findet sich meines Wissens keine Stelle in der einschlagigen Literatur, die 
diesen wichtigen Punkt behandelt. 

In der hier auszugsweise gegebenen Untersuchung ist nun ein Verfahren entwickelt, 
das — innerhalb des Naherungsgrades der Methode an sich — erlaubt und verlangt, die Be- 
dingungen, denen die Begrenzungen der Scheibe unterworfen sind, mathematisch streng zu 
beriicksichtigen. Das Verfahren stiitzt sich auf ein von Rayleigh zur Untersuchung der 
Schwingungen von Saiten etc. mit ungleicher Masseverteilung beniitztes Prinzip. Den Hinweis 
darauf und die Anregung zur Priifung seiner Verwendbarkeit zur Untersuchung von Turbinen- 
scheiben verdanke ich Prof. Meissner, der auch sonst unterstiitzend mit stetem Interesse 
die Arbeit verfolgt hat. 

Wir gehen aus von den KiRCHHOFFschen Gleichungen der Schwingungen einer isotropen, 
homogenen, diinnen Platte konstanter Dicke. Da nur Normal- Schwingungen untersucht werden 
sollen, beniitzen wir fiir die Durchbiegung der Platte den bekannten Ansatz einer solchen. 

JV= cos Qct — e) cos ^ * p ^cos (nd' — a) ... (l) 

wo Funktion nur des Radius, p nur der Zeit ist. bedeutet den Polarwinkel, n die Anzahl 
der Knotendurchmesser des Schwingungsbildes und = y die Frequenz der Schwingung. 

In die allgemeine Schwingungsgleichung eingesetzt, fiihrt dieser Ansatz auf eine Diffe- 
rentialgleichung 4. Ordnutig, die in zwei BESSELSche Differentialgleichungen zerfallt. Es wird 
die Summe von BESSELschen Funktionen f^-ter Ordnung, I. und II. Art mit reellem und 
imaginarem Argument 

+ -^1 ^„(2) 4 " ^2 (2) 

wobei das Argument s = K\pk-r nxid K* = ^ j, 2 ^ 
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Es ist 


^„(2) =y„(i 2 ) und 


Die zur Ermittelung der Konstanten A n /! n 

gleichungen Null werden' Dije Jorderung ILT'dirV4Ltl™hrg Z 
A«w»d„; 

%rrdrLterrdZ~ 

werden kann. ^^'ti^itats-Verhaltnissen abgeleitet 

driicken, seien also fiir das einfache^Sy^tL^SMiiru^ aus- 

vanierten Systemes benutzt, fur welches sie nur nnrh ^iden auch zur Untersuchung des 

Beispiel afidern sich bei der r-ten Normalschwineun^ angenahert Normalfunktionen sincl. Zum 
Hauptkoordinaten des einfachen Systemes indLen n Systems aucli die iibrigen 

da die Bewegung harmonisch ist. Aus einer der Gle' T proportional cos x t, 

Bewegungsgleichungen nach Lagrange z B der ^ ten HR ”, von simultanen 

der betrachteten .-ten Schwingung zu e ner' der atde J -K°°^dinate 

Falle die .-te - bestimmen. Damit fZ aus der "t^ P Koordinaten - in diesem 
umfacheu Systems, mi, Veruaehliissigung kleiue, GroBan, drS^iS^ I^ult. T“'’“ 


X 2 — . Gr -j- 

^rr "1“ 


S (Sg.— 8a ^,y^ 

— x/^) ■ ■ ■ 


( 3 ) 

Turbinenscheiben, wie die'^nu^el^rcheT Bdspte'lf ™ allgemeinen klein und kann fiir 

- string?: b“| w^ .s das einfache. 

gleich ist der minimalen halben Starke der Scheibe Konstante halbe Dicke 

jemgen der profilierten Scheibe. Aufbauend anf ,• -AuBen-Radien sind die- 

in konzentrische Ri„ge von solcher ^d-ibe 

anpassenden gestuften Linienzug ersetzt wird einen sich ihm moglichst 

eines Ringes die Scheibendicke konstant, was in die'lem Bereicr”r”’'r i^'^dlige Intervall 
fur die potentielle und kinetische Enereie ermn i’ u. Integration der Ausdriicke 

Energie des variierten Systemes, in unserem Au ] ^^^aie kinetische resp. potentielle 
schneben werden als diejenige der Kernolatt,. i P^oblierten Scheibe kann dann ge- 
Schichten. vermehrt urn die Anteile der dariiber gelagerfen 

Sind kinetisctr Eigenschwingungan 

fuhrung des Ansatzes (i) fiir eine NormakcR • auszudriicken, was durch Ein- 

Koeffizienten in der RAV^iGHschen BezRhu lassen sich dann die 

“bl'sd”. das variiertan Systames dirck, 

llaganden Randbedingungen entspricht Lj,Z‘, n“ f>'®i''<!Menglaichung, die den vor- 
n. „ . _ ' Taballanmatadal, wie es 


') Watson: Theory of Eessel-Functions, Cambridge igaa. 
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z. B. gegeben ist in Watson’s Theory of Bessel Functions ^), ermoglicht die Aufstellung von 
Hilfskurven fiir die in Frage kommenden Argumentswerte, womit die Nullstellen der Frequen- 
zengleichung durch graphisches Auftragen relativ einfach gefunden werden. Mit Kenntnis der 
Frequenz sind auch die VerhMtnisse der Konstanten in (2) aus den Bedingungs- 

gleichungen ermittelbar. Da iiber eine dieser Konstanten verfugt werden kann, folgen daraus 
auch die Absolutbetrage der anderen. Die Amplitude der Scheibenauslenkung in der Winkel- 
halbierenden zwischen zwei Knotendurchmesser und ihre Ableitung nach dem Radius 

= + + ( 2 «) 


wird nun fiir Tabellenwerte der Besselfunktionen in Abhangigkeit des Radius, welcher aus 

0 


R 


KyXa 


folgt, graphisch aufgetragen. Ebenso der Wert von 


(4) 


= + F(z) 

Die im Ausdrucke fiir die korrigierte Frequenz 

3p ^ 

X X .2 (r.v)yT ! .4,' ((|)! I j |x 2 


— ij jftf® rcir+... ... ... 


(S) 


r’’" 

auftretenden Teil-Integrale I (})2 und 


j' i\>^- rdr werden mit Hilfe der 4>®-irund . ,..K;urven 


am einfachsten durch Planimetrierung bestimmt. Fiir das jeweilige Intervall, entsprechend der 
Stufeneinteilung, werden dazu die tp- und (];'-Werte aus den Kurven abgelesen. Es sind damit 
alle Elemente zur Ermittelung der Frequenz nach (5) bekannt. 

Unsere Methode ergibt direkt die Eigenschwingungsperioden der ruhenden Scheibe allein. 
Bei Beriicksichtigung der Fliehkraft muB dieser in der allgemeinen Schwingungsgleichung Rech- 
nung getragen werden. Im allgemeinen Falle der profilierten Scheibe, wo kein einfacher analy- 
tischer Ausdruck fiir die Spannungen besteht, wird diese Gleichung praktisch unlosbar. Nun ist 
aber zu bemerken, dafi der EinfluB der Rotation zahlenmafiig relativ klein ist und es praktisch 
wohl genugt, ihn unter Zugrundelegung der fiir die ruhende Scheibe nach vorliegender Methode 
ermittelten Auslenkung 4; resp. deren Ableitung nach dem Radius naherungsweise z. B. nach 
Prof. Stodola zu bestimmen. — Das Gleiche gilt auch fiir den EinfluB ungleicher Temperatur- 
verteilung, ihr EinfluB kann nach Stodola der ruhenden Scheibe superponiert werden. 

Einige numerische Beispiele. 

Platte mit konsentrischem Verstarkungsring. Schwingung mit zwei Knotendurchmessern. 

2 = 100 cm, ^h„ = 2 cm, E'= 2,2 X 10® kg/cm^, p = 7.95 x io-« kg s® cm-"*, v = . 3 . 

M = . 688 cm. 

= nach Kirchhofif = 686.1/sec F.P.M = 6554, = 9.862 X io-'2 cm-*. 
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RESULTATE. 





R CL cm 

0 

50 


38 

28 

R ^ cm 

0 

47 


35 

25 

Voile Platte 

712.1 


7496 

7 SS -2 

1 in 0/0 : 

100 

103.8 


109.2 

1 10. 1 

Eingesp. Platte r 

818 

841 


902 

930 

RjI P.^2 — . 2 1 0/0 

100 

102.8 


110.5 

113.6 

Fiir die Platte 

mit Bohrung ergibt sich 

im weiteren, 

wenn 


frei 

X = 

650/ 

cm =100 

0/0 


gehalten 

,, nr 

714 

= no 

0/0 


eingespannt „ = 

818 

= 125.9 0/0 


i8 

IS 

762.0 

111.0 

958 

117.1 


2. Scheibe mit trapezfdrmigem (konischem) Profil. 

cm, a.ti. k, — 686.1/sec und bei emer Schichtendicke von: 

= 4 mm : X = 1605.5 VPM= is330 
2 mm : „ = „ = 15160 

nach Stodola-Oehler 

” ” -Rayleigh — 15650 


nach Stodola-Oehler ~ 

” ” -Rayleigh — 15650 

b) Sfdrkere, konische Scheibe. 

2 R^— 100 cm = 5 cm = i cm, d. h. ohne Bohrung Xo = 686.1/sec. 

0/6 A TT4 /m • 1 rr n ' 


6^—4 m/m . • . X = 2691 VPM = 25700 
nach Stodola-Oehler _ 24730 

” » » erweitert „ = 24805 

a’.a.a/ia Scieiie ^ ^ Knotendufchmesser. 

Ein.eap.„„. , ^ 3,^, ;; ; - - 

3 . Profilune TurtmensOmb, („i, Kra„. »pr Nae), p Kpotendurchmcsser. 

2^.= l8oan, ^=.3,p_ ^4 _ 

a) r^ehaJm^ X. = ,30.4, X = 319.0 P.P.M. = 3090 

/ a ,”=■■«•!. .. = ^65,0 „ =3530 

c) Versuchsplatte leicht niedargehalten, nach Messung PPM =2600. 


Erweiterung der Methode Stodola-Oehler. 

.can al” """ Hi.e„ach„h.^, 








w = ar^ sin Ktp . . . 
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Besselfunktionen. Angenahert mufi der Exponent ^ dem Exponenten des ersten Gliedes der 
letzteren entsprechen, d. h, ganz allgemein wird ^ fiir Knotendurchmesser-Schwingungen ange- 
nahert gleich der Anzahl der Knotendurchmesser sein. Eine groBere Annahei'ung an die wirk- 
iiche Durchbiegung ergibt sich aus der Form einer Besselschen Reihe zu 

za = a r-^+a) szn K cp (2) 

Der Wert welcher X zu einem Minimum macht, kann in erster Annaherung nach (i) und 
daraus mit Hilfe einer Randbedingung ^ gefunden werden. 

Mit Einfiihrung von yS ergibt sich nun eine Korrektur fiir s und 1 st die Ab- 

weichung wesentlich, so ist die Rechnung mit dem korrigierten Werte von ^ nochmals durch- 
zufuhren. 

B 

wo 

nach Oehler: A = B = (4) 

und ei-weitert: A = ^ B=:: 2^ R^ R^ ... (5) 

wo a und h Funktionen von .y und den Scheibenabmessungen sind, 

Kombination der graphischen Methode von Stodola mit analytischer Minimumsbestimmung 

Wenn nach Stodola von zwei Annahmen die t];-Kurven bestimmt sind, kann eine 
Minimumsbestimmung wie folgt durchgefiihrt werden. Wir setzen: 

^ ••• ( 6 ) 

d. h. ?];' z=r t};^' 

und (};" =r (pg" 

Diese Werte eingefiihrt in die Ausdriicke fiir und ergeben 

wo O/g = von und tpg 2:11 rechnen ist, 

und folgen analog. 

Daraus folgt durch probeweises Annehmen von p und graphische Darstellung 
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Sur le principe de Picard 

P 3 . r G. Bouligand, Poitiers 

I. La presente communication a pour but de generaliser ce th&reme de M Emile 
donne depuis fort longtemps par I’illustre geometre dans son cours de la Sorbonne x) : ’ 

Sott une foncUon U (P) uniforme et harmonique dans une certaine region sauf er, 

Zeeft Tl'aZ'Z 4 

'^(-f) = :^.+ K(/-) 

Ce theoreme peut s’etendre dans bien des directions. J>ai donne un resume 
pr™.er« reoherches sur « s„j« dans le fascicule XI du Ulmorial d,s mZ 

: d sagi, la <lu cas di une fonction harmonique demeure partout af. tn 
domame d'ex.stence. sauf en un point de sa frontiire, oi elle peut devenrinZ^, 
restant positive au voisinage de ce point Notamment tm \ \ • t- 

ou la fonction s'annule tL autre ^int de la fZSe fsa"^ ' 

au sens attache a cette locution dans la theorie du probleme de Dimchi v'"'r”''d”’ 
conditions assez larges, la fonction est alors determinee a un fai'i i. * ’ 

a des cas d'eaception dont j'ai cite des exemX ji itrl LT 
entre ces questions et la theorie des substitutions lineaires -\ ro Jf • i 

fonctionnel. On peut d’ailleurs presenter ce lieu sous differents asp^r' Dm ifle 

j’ai etudie les empreintes de la fonction h^r-^r. ■ “s aspects. Dans le fascicule cite, 

tendant vers le point singulier- i’ai ete a’ ' consi eree sur une famille de surfaces 

tions integro-differentielles sol'idaires de r^quTbor de wf M ^ certaines equa- 

ment: soit 0 le point de la frontiere ou la fonction cess^ d ete fi 

soit a un ensemble d’un seul tenant de la frontiere soit a un n"’ ^artenir 

infinite denombrable de tels ensembles En f=i- i- ’ . nombre fini ou meme a une 

domaihc iuiiui, soi, a uuc hrauchetufil s > P»l« 0 . nous aurons un 

brable de telles branches. Dans des cas ’etmdm'*o "b™' ^ infmitd denom- 

s’annule sur la frontiere de ce nom i fonction harmonique qui 

inhnie et positive T^^on s'floi n:rns T 

les autres branches, est determinee a un furt branches, mais par contre s’evanouit dans 

de .ue: gSomeirie ’de V eZTfZuoZelT^^^ ZT" """ 

remaiquer que cette fonction symbolise 

M VmV r« -.ir , . 


"1 “"1° annSe .oaa, p ,6a 

") Sur 1,‘ rmbirrSL^'Spl.'rt .« 




Sur le probEme (1^^^ aLIs dTf ? ^5 et suiv. 

P- 59 — 1 12. ■ ® I^o’onaise de Math 4 matiques, ann^e 1925, 

positive dri>ljac?foncforJrp^^^^^ Paul Levy A noter que les it^ries de la region 

convergence vers une direction principale unioue a liV„ les autres: leur 

(deduit de la notion de produit scalaire deVuv fo “g^laire d’une de ces regions 

tend vers z^ro. ^ figur^es par des points de cette r^Jon) 
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line direction principale, a coefficients de direction tons positifs, de la substitution lineaire a 
coefficients positifs definie en prenant une mediante d’une fonction quelconque, continue 
dans le domaine infini et astreinte seulement a s’annuler sur la frontiere et a s’annuler a Tinfini 
dans les branches distinctes de celles a laquelle un role particulier a ete devolu. On a ainsi, 
du principe de M. Picard, Tapergu intuitif le plus immediat: en meme temps, on en saisit mieux 
la tres grande generalite. A I’espace fonctionnel dont les points representent des fonctions de- 
finies sur un champ continu, on peut substituer par exemple un autre espace dont les points 
correspondent a des fonctions definies sur un ensemble denombrable: pour fixer les idees, pavons 
I’espace d’un reseau de cubes, et considerons un domaine infini obtenu en juxtaposant une infinite 
de ces cubes ; appelons fonction pre-harmonique dans ce domaine une fonction definie aux 
nceuds interieurs du reseau et telle que sa valeur en un nceud soit la moyenne arithmetique de 
ses valeurs aux six noeuds les plus proches. Dans des cas etendus, si une telle fonction s’annule 
aux noeuds peripheriques et s’evanouit dans toutes les branches infinies, a I’exception d’une seule 
ou elle devient infinie par valeurs positives, elle est encore determinee a un facteur constant 
pres. Mais, il y a des cas d ’exception: on peut citer notamment celui du domaine compris entre 
deux plans paralleles empruntes au reseau; il existe alors non plus une direction principale 
unique a coefficients de direction tous positifs, mais bien une infinite de telles directions reparties 
dans une multiplicite lineaire: la substitution generatrice sera ici I’operation consistant a rem- 
placer en un noeud du reseau la valeur d’une fonction donnee en chacun de ces noeuds par la 
moyenne des valeurs qu’elle acquiert aux six noeuds les plus proches. 

En resume, la discussion du principe de M. Picard se ramene a la discussion de I’unicite 
d’une direction principale a coefficients de direction positifs, pour une substitution lineaire a 
coefficients positifs, cette locution etant entendue au sens general de Tanalyse fonctionnelle. 

2. Mais Tobjet principal de cette communication sera d’etendre le resultat de M. Picard, 
tel que nous I’avons enonce au debut, dans une autre direction. Nous allons etablir le theoreme 
suivant: 

Soit une fonction U (P), harmonique dans une certaine region (ou nous la supposons 
uniforme) j sauf sur un ensemble ferme E, tout entier interieur d cette region et dont chaque 
point soit limit e de points non situes sur E. On suppose que, sur cet ensemble E, cette fonction 
puisse devenir infinie, mais en restant positive. Nous preciserons cette hypothese en la formu- 
lant ainsi: en chaque point Q de E, on a 

IhSi t/(P)==: + oo lim [/(F) > o 

jP^Q P^Q 

Dans ces conditions, la fonction U (P) est la somme du potentiel d'une repartition de 
masses positives sur Vensemble E et d'une fonction V (P) harmonique en tout point de la region 
precedente 

Une application simple de la formule de reciprocite ramene immediatement la demons- 
tration de ce theoreme a celle du suivant: 

Soit une fonction U (P), uniforme et harmonique dans tout V espace, sauf sur un en- 
semble E ferme, tout entier d distance iinie et n'admettant aiicun point interieur, En chaque 
point Q de E, on suppose que 

lim C/ (P) = -j- OD lim ^ 7 (P);> o 

Voir fasc. XI du Mem., pages 4 et 5. 

Si E se reduit a un point unique, on retrouve le theoreme de M. Picard. 
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On oppose en outre que U (P) s’evanouit a rintini. La fonction U (P) est nl , 
potenhel dune reparhUon de masses positives dont I’ensenihle E est le support.' ' 

Pour etablir cette derniere proposition, considerons I’equation U (P) ~ r nA l. 

C a une valeur positive, non nulle. Puisque U (P) s’evanouit a I’infin,' constante 

une surface situee tout entiere 4 distance finie: on pent parler, avec precision ^ 1 ?°” 
«.r,eure a cette surface forn.ee par les points oi, I’on a au sens slict f/ « J 
dilate lorsque C augmente. Nous allons etudier pius en detail la disposition dL surfaces “ 

0^i/1 = c 

Traqons une sphere quelconque contenant E a son interieur- U (P') 
de cette sphere, sur laquelle (et hors de laquelle) die est positive- d’aill hors 

nnfini. On peut done I’exprinrer, dans la region x lieureTce te ' 

Potsson, et tirer de cette expression ie rdsu.tat suivant: 4 (pfa IV 

aspnptofque de la forme i on encore: . tendant vers aero, la surface U (P) = . tend a de 

^ ^ certalnes 

c'>c. ,e spstLe des ZTZ 7 :: 

systeme des nappes dont se compose U (P) ~ C Nrntd 4 jamais exteneur au 

pourront a partir d’une certaine X dl c-se wTs, T" T' 'f 

remarquer que U (P) est la solution dn r. r^hv rx ^ i’Urface U (P) = C; on peut 

pour la region R avec les donnees U (P)^l rT^ ® exterieur (au sens g^ndal) 

a I’infini, les points de £ qu^^^arZ n7 f cdL f ° 

H pparnennent a cette frontiere en sont les points irreguliers P 

vecteur - 

dentes, Tsf o^: “stu^n pr^- 

Finalement, chacune de ces lignes aboutit n '' vers les U croissants, 

vertu de I’hypothese ^ necessairement a un point de I’ensemble E. En 


lim [/(P) : 

P^Q 


: -J- 00 


tout point de E se trouve exclu de tous les £ pt ' +• 

lisnes de gradient (ou au moins limite de tels Unit IboaVe^ltT'" 

Cela pose, par I’intermediaire de ces HomAc i- . 

dance remarquable entre le spheroide U (P) ~ correspon- 

tubes de gradient, a I’interieur de chacun desquels il vTon™ ^ ^ correspondance par 

en vertu du theor^me de Gauss conservaf i \ nservation du flux, et par suite aussi, 

couclie en dquilibre est proporttoneile a la dSveTnorS'de^*^ P "" ''' 

pns sur t/ (i>) =e, correspond un ensemble analogue sur U fP - 7’” 
conque de C, avec la meme charge, et cette memf nh ~ 0. pour une valeur quel- 

correspondant de £. Nous definissons done ainsi sur «« retrouve sur un sous-ensemble 
repartition de masses potentiantes de somme eeale 5 ' en question, une 

potentiel V, (P), Ce potentiel est arbitra^emen^y^Ti^Tpjl'r fZ 

voiris:“Lsrirsi%^:“r^ — pi^ po^. 
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tion est elle-meme le potentiel d’une repartition de masses arbitrairement voisine, portee par 
U (P) =: C on C est arbitrairement grand. Done on a 


U,(P) = U(P) 

ce qu’il fallait demontrer. 

Remarquons que I’existence d^une fonction U (P), done la limite superieure soit infinie 
en chaque point de Tensemble E, entraine que la capacite electro-statique de ce dernier est 
nulle^). Attirons en terminant I’attention sur Texemple tres simple que fournissent les conside- 
rations precedentes en matiere d’integration qualitative. Si nous considerons le systeme 
differentiel 


dx cfy 

hx by bj^ 


ses lignes int^rales sont justement les precedentes lignes de gradient, qui viennent de I’infini, 
dans toutes les directions possibles, pour aboutir a I’ensemble E. Toutes les lignes de gradient 
dont les directions asymptotiques appartiennent a un angle solide plein determinent sur E un 
sous-ensemble dont la charge est proportionnelle a cet angle solide. Cette correspondance entre 
sous-ensembles empruntes a une sphere d’une part, a Tensemble E de capacite electro-statistique 
nulle de Tautre, s'exerce ici par un processus analytique uniforme, sans detriment de la com- 
plexite de structure de E et des modalites innombrables qui peuvent se presenter dans la 
ramification des tubes de gradient. L’exemple ainsi obtenu offre un caractere suffisamment 
intuitif pour etre cite, dans un cours, a seule fin de montrer les circonstances complexes qui se 
presentent lorsqu^on aborde, du point de vue descriptif, Tetude en grand des courbes integrales 
d’un systeme differentiel. 


Voir notre memoire de la Soc. Pol. sur le probl. de Dirichlet, n° 34. 




Sur les origines „stokiennes“ de la ci 


Par A. Buhl, Toulouse 


nematique 


1 . — On salt que la formule de Stokes et ses generalisations 
transformations d’identites telles que " P’oviennent que de 

fXd Y=ffdX d V, ffZdXd Y= fffdXd YdZ, . . . 

des 

point conduire aux generalites gravifiques aussi aisement q^e^cdLs'^^driilNCHr^r t 
peuvent provenir, aussi bien Pun que l^e.^lTId^Aes^r^^^^^ 
connu ( 5 )™ektiftTs^'cUpLIX'”^^^ 

relatif a des composantes de translations TV v\- ’ ^ ^‘^"vation, le systdnc associe 

troduction, en Geometric de s^Ss elnV ^ ^ l’-' 

geometrique a la Mecanique rationnelle de SarlL ^CailleT n-""" 

Wavre ("nn t«> 7 o/^T^ a . .. Charles Lailler, pubhee par H. P"'ehr et R 

regiM quclconque cst complin et if^yVroi' t'd ■'“He, la Georaetrie 

ea„s e«eLio„ eomX. 1 des r “ “ “ncourantes 

peuvent etre mises dans la dependant de rotltfras ‘“”®‘ 1 “' des translations 

2. L'Eleetromagnetisme de MaxwspL-LoaH^Tz.EmsxatN repose sur I'egalite 

If ^ij dx. dXj m o 

qui comprend comme cas particulier la formule de Green 

dx^ dx.^ dx^ dx^ dx^ dx^ 

JJs -^2(0 Mo„. — o. 


encore 


I 


2 3 

ngee dans 

et, si A — 0 est 

dA 

bF 

dA- 

bx 

by 

bi 

X 

y 

^ dx dy 

X 

Y 

y F' 

Z 2 


0 est 1 equation de Sj on peut ecrire 


d« de e; et X:Y;::ZZZ:^r -ul par chol* de C'est-d. 

equations aectromagnetiques Ici il conduit ^ premier groupe des 

q ici, 11 conduit a des systemes dilferentiels du type 

^ dz 

Natur II t ^ ^^~xZ ^ Y — y x' 

nous pouvons considerer comme etant d variables auxiliaires. Ainsi 
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da 

d§ 

dy ] 


a 

§ 

y 1 

.. ... ... ... (I) 

Pdt 

Qdt 

R dt j 



La notation indique que da, dp, dy doivent ^re egales a leurs mineurr^ algebriques. 
Generalement, on aura, avec i indice de sommation, 

Pdt=p,dt., Qdt=q.dt., Rdt = r.dt.; ... ' ... (2) 

les r.y seront naturellement des fonctions des t. et chaque L pourra etre une fonction 

de t, Au systeme (i) on peut adjoindre le systeme plus general 


dx — Dx dy — Dy 


dz — D^ \ 


y z / 

Pdt Qdt Rdt ) 

Ici, dx, dy, dz et D^, peuvent se rapporter a un meme deplacement juge en 

deux espaces differents et mobiles Tun par rapport a Tautre. 

Soit z ~ 0; les equations (3) donnent 

y y XX 

et une simplification remarquable se presente si Ton a 

dy dx r 




d’ou X -=1 cos 0), y = sin co- Alors 


di^ + Rd^ = -^^^ . . 

cos 0 ) szn ( 1 ) y X ^ y 

Nous verrons bientot que ce resultat si simple et si proche des points de depart n’est 
autre que la formule D’Ossian Bonnet. 

3 - — Le systeme (i) peut etre decompose en systemes tels que 

ba by 

b^. ht. 

z z t 

a p Y 

Pi 

Les conditions d’integrabilite sont 


=Hds 


... (4) 


^p, 

'^Pk 

K " 

bi^. 

t 

^ _ 



ht. 

t 

br. 

z 


'K ’ 

_ 


= ^iPk—Pi^U 
= Pid, — qiP, 


... ... (5) 


Imaginons que les p., q., r^, dependent non seulement des variables t mais d’un para- 
mhtxtz. Alors, si ron derive le systeme (5) par rapport a t en posant 


dt ’ dt " ’ dx 


... ... ( 6 ) 
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Sur la surface, il 


rtspeclivement caracterisfa par les Equations 


t les asymptotigues et les lignes de 
representation spherique. 
Observons encore one 


c our bur e respectivement perpend iculaires et paralleles 


on adjoint a ce systeme ( 5 ) un autre systeme bien connu qui fait de F n t de, . 

D-™-. su“e:ti 

Le fait de passer des rotations aux translations par les derivations • 

«sen..ene sur laquaB. Iteeurion a W attiree daas >a p'ensier para;!;;” ,1 

curvmi-er„!r;r ^ 

bp d/j I - 

dz- ~ "d^ - ^ "'i — !7n 

bs dy, 

dz' dzz ~ I 

dy dz-j 

dz' dzz 


Lr4q?atirns'V)^^ort*S S^ssc sur la surface. 


bx d-c 


C = o, 


nous avons 


La ou G. Darboux pose 

= + dssmu> = ndu^-g,dv 

von.<? * ' a 


dr ^ ds sin {q du -\- dv). 


Ced se rapporte au deplacement d’un point M A. u 
sphenque de M, soit M' (o. o, i), le systeme ( 3 ) Zne representation 


dacos^^qdu + q^dv, d<s sin % = - dv). 

Des calculs simples donnent encore 


* rar („ _ e) = _ “ *. * sin (» - 8) = .^ (*) 
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est egal a 

(/i ^ — du S'y). 

Done, d’apres la derniere equation (7) et les deux dernieres (8) la derivee par rapport 
a X de I’expression (9) est identiquement nulle. Quant cette equation derivee se scinde en 

\ ^ 

(/ dll dv) {q Su -(- q^ Szi) — (q dti -f- dv) {p Zti — O 

et en Tequation analogue, on a 

d(5 sin ^ds sin id -j- d<s cos %ds cos o)' = o, 

cos ((j)' — 0) — o, 0)' — 6 = + 

Alors les directions du, dv et bu, b'V sont conjuguees, 

Dans un ordre d’idees analogue, nous allons completer la formule (4). On a 

R dt = rdu-^ r j dv 

f^Rdt— ff dudv = {qp^ —p du dv 

Or, par multiplication exterieure, 

^qPi ' — f ^1) du dv = du -|- q^ dv) {p du -j- p^ dv) = — da cos Q.da szn 0 

ce qui est, au signe pres, la representation spherique de Telement d’aire dS de S. 

Le dernier membre obtenu est done — K dS, si K est la courbure totdle de S, et la 
formule (4) devient 

fdiSi—fHdsz=ffKdS 

CCS 

ce qui est bien la formule d’OssiAN Bonnet. Nous ne discuterons pas davantage H et K ni 
Tequation 

H = d(3) r du r^dv = O 

qui est celle des geodesiques. 
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Sur un dispositif permettant d’enregistrer 
le mouvement d’un systeme anime d’une translation 

quelconque 

P a r B. M a y 0 r , L a u s a n ii e 

« s‘ - 

cote 2^ sur 1 axe O2, suppose vertical et dirige vers le haut soit en'c^^ ^ 

on .onve 

- A - P [7> -f (y^ 

Jvh’Js designant les composantes de I’accderation d entrainement 

don.,e.:rrciixr::L?:i^^^^ aeaa,... 

compressions qu’elles subissent font apparaitre sur leurs^acrV’""”''"^'^'’' 

par les formules quantites d elcctricite donnees 

~ "^2 A — ^3 (73 -f- , 

^2 -—. J?> i?g _j_ 

~ ^ ~ ~ *^2 A + Q Os -f-.rX 

s^ns Icsquelles les coefficients A jR a ' jt -t 

ttzr 

composante de I'acceleration etant ainsi calcuZbt'Ttn t”'- °” 

reconstituer le mouvement du systeme mobile 1 r • devient possible de 

supposees connues. ’ conditions initiales de ce mouvement etant 

a un jeu de gyro!cop1s^ui TouXenl devra etre associe 

resultent sont largement compensees par le fait qu’un tlfa complications qui en 

et que ses indications sont pratiquement instaltanAs. ^ ngourcusement aperiodique 


Die Anwendung derTheorie des Zufalls auf Probleme 
der Energiezufuhr in Zcntralanlagen 

Von W. Kummer, Zurich 

Ein neues Anwendungsgebiet der Mechanik der Massenerscheinungen, die ihrerseits mit 
Hilfe der Theorie des Zufalls behandelt wird, erkennen wir in verschiedenen, technisch be- 
deutungsvollen Problemen der Energiezufuhr in Zcntralanlagen. 

Das konkrete Problem, durch welches unsere Aufmerksamkeit auf die hier in Betiacht 
fallende Problemgruppe gelenkt wurde, liegt auf dem Gebiete des elektrischen Bahnbetriebes 
und hat folgende Formulierung: Wenn auf einer Gemeinschaftsstrecke die Ziige verschiedener 
Bahnverwaltungen elektrisch, mittels der Energiezufuhr in einer Fahrleitung, gefordert werden, 
wie kann dann die Kraftwerksverwaltung das von jeder beteiligten Bahnverwaltung bean- 
spruchte Leistungsmaximum zutreffend feststellen? Da man durch unmittelbare Messungen 
wohl die Energien und Effekte der einzelnen Ziige, sowie auch die Energie und die Effekte 
der Gesamtheit der Zugsforderung, jedoch auf keine Weise das von jeder Bahnverwaltung 
fiir sich beanspruchte Leistungsmaximum feststellen kann, so bleibt zur Losung der Aufgabe 
nur der Weg der Rechnung. Dabei laBt sich zugleich eine Reihe ahnlicher Aufgaben losen, 
sofern man nur von einem geniigend allgemeinen Ansatze ausgeht. 

Bedient eine Zentralanlage zur Verteilung von Energie mittels Elektrizitat, Gas, Wasser 
usw. Z Abnehmer, je mit der AnschluBleistung so kann die in einem Tag, bezw. in einem 
Jahr an die Abnehmer ausgegebene mechanische Arbeit A in der Form: 

Az=Z^Wa^Ta 

geschrieben werden, wenn mit noch die sog. Abnehmer-Benutziingsdaiier eingefiihrt wild, 
die sich ebenfalls auf den Tag, bezw. auf das Jahr bezieht. Der Tag bezw. das Jahr weisen 
aber eine mogliche Betriebszeit H auf, die groBer ist als und die gemaB der Beziehung: 



auf das Leistungsmittel dP der Zentralanlage fiihrt. Diese weist weiterhin ein charakteristisches 
Leistungsmaximum auf, das zwar kleiner als Z • aber groBer als W ist. Bei Ein- 

fiihrung des sog. Schwankungsverhaltnisses if >> i kann man schreiben: 

Zur Darstellung der Arbeit ^4 kann nun aber auch herangezogen werden, indem 

mzn die sog/ Wer^^ einfuhrt und schreibt: 

Also ist auch: 



In der Bestimmung von if, bezw. von liegt nun das Problem, das mit Hilfe der 
Theorie des Zufalls zu losen ist. Hierzu ist als grundlegend das Theorem von Jakob Bernoulli 
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zu betrachten, mit dessen Hilfe man die Wahrscheinlichkeit fiir das vielmalige Eintreffpr, • 
Ereignisses bei einer beliebigen Zahl von Fallen immer dann ermitteln kann, wenn tnan '7 
Wahrschemhchkeit Ifiir das einmalige fEintreifen des Ereignisses kennt, Im vorliernd! 
Problem xst das fragliche Ereignis gebildet durch das Angeschlossensein eines Abnehmers an 
die Zentralanlage, und dient als MaB der Wahrscheinlichkeit seines einmaligen Eintreffens 
Abnehmer-Benutzungsdauer, die nun allerdings nicht mehr in beliebigen MaBzahlen r r 
pro T.g Oder pro Jahr), soodern a,s echter Bruch, de„ 

verwenden ist. Nach dem Theorem von Bernoulli ergibt sich nun fur das zeitliche 
Zusammenfallen von jr Einschaltungszustanden von Abnehmern die Wahrscheinlichkeit: 


w. 


Bildet man die GroBe: 




y~Z-ta, 


• 4 )' 






: ey 


yx 

x! 


welcher e 2,718 ... bedeutet. Da man doch nur fiir groBere Z mit der Wirklichkeii 

Verwendung der Formel vor 

Poisson beschranken. Nun besitzt .. den Maximalwert beim SonderwerL', f[r d^ 

x’=j, = Z.t, ■ . 

zei als deich dn./ r f ^«lassig er^^^^^ Es erscheint namlich 
liegmd» T “•* “ <1“ ZM^lanlage 

inderFm: ’’ Oas geauchte SchwankungsTerhaltoia K ergibt sich deshalb 


W=: 


w. 


max 


w 


X 

y 


X 


Z * ta 


praktischen Beobarhtu^eTdnen W^e’rr^^ bei elektrischen Bahnen, haben wir a 

ermittelt Um i*m Tain k • u j: von emigen Zeitsekunden als zutreifei 

^ttelt. Urn iC im Jahresbetneb zu konnen, benutzen wir fiir x den Zahlenwer 

X 1= 0,2 . I0“”<5 

errechneta “V™' = 

emem Kurvenbild, fiber der MittehvertsgroBe j/ als Absziss 
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darstellen, wie aus Abb. i zu entnehmen ist. Die Angabe von z in Bruchteilen des Tages 
wiirde auf die Werte K im Tagesbetrieb fiihren, die im Abszissenintervall y = 3 bis y = 3° 
etwa den o,8fachen Betrag der Werte K im Jahresbetrieb erreichen. 



0 S U ts to s 


Abb. I 


MiBt man die GroBen H, und je in Stunden (h) pro Jahr, wobei: 


K = 


H 


y — Z. 




H' 


so kann mit Hilfe der Abb. i ein Zusammenhang mit 
hierzu die zwei moglichen Betriebszeiten ; 

jy= 876 oVJabr ; 


H-. 


mit Ta gegeben werden. Wir wahlen 
2190 ’'/Jahr 



bilder nach Abb. 2 und Abb. 3, gemaB denen die verschiedenen Kurven die Diagonal- 
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liiiien = T„ jeweils an denjenigen Stellen schneidon, an dencn nenniB der .• 
^onK, die GroBe .r gerade gleich der Abnehmerzahl Z ist; jenseitJ der Diagonallinir'’""''"^ 
die Kurven sinnlos, da groBere ir, also solche gleich Z, unnidglich sind. ‘ 

diesen, fur elektrische Zentralanlagen allgeniein giiltigen DarlenunOTMi m- 
die Nutzanwendung auf das konkrete Problem, von dein wir aus—ersbf 
Sidle det Abnehmerzahl ereehemt die Zahl fahrenjcr Zdgc; dabd tot sich ai.er z’-iulT 
awar d.eselbe Zdteinheit au beaid.en, wie T. uml II (d. h. auf i-in )ahr, wcrn'i- L 
betneb, beaw. auf einen Tag, wenu K im Tageabetrieb au ermitlel.; i„ ^ T 

Fahraeit daratdlt, wahrend der eia Zug Effek. aua der Fabrleituug auLmm, Ito Z 
genugt also, um die in unserem konkrefen Problem gesuchten GroBen festzusi,.|If. , 
Betriebsgrunden auf der Gemeinschaftsstrecke alle Zuge dieselbc Fahrzeil bczw auch dieseir 
KenngroBe aufweisen miissen, so gilt fiir beispielsweise drei beteiligte Balmverwaltungen: ' 

7 i=G-Z’i ; = 

Der Gemeinschaftsbetrieb der drei Bahnen ist amlerseits gckennzeichnet durch: 

J/ ‘ -j-. ^ 

s^^a'ZgsZbZLiz. K ^ 

Wber aus, als das SchvvankuugsvabWnis 'ihrZZdut”'*''''' IfdracUd 

Indem wir endlich noch den Li « . '^o‘lektiven, gememschaft lichen Betriebs. 

leistuugen Z 1,” ^ Z " ' F AnschM- 

g- la , . . ' — GememschaftsbdridjsgroUen IV iind IV au den 

EinzelbetnebsgroBen fF W qoxvtV u/ rr/ rr, . nu /p zu aen 

*' imax} W^^mnx, ^^max HI folgcitdc Beziehuiigcn bringem 

w=w,.j^w^j^W, = (if, + if^ + 23) • 4 ■ w:, • w. 

^^max ’ IP* 

^l«,ax -f- JV^mnx + = A', • lj/^ _j_ A^ - ^7 _j_ _ 

Nach Abb. r folgt nun aber: 

als es der individuelle Betrieb'^d^r dS^Bahnen* m Leistungsmaxiraum, 

maxima maBgebend ware, erheischen wurde Da fiir die Zu T" Einzelleistungs- 

maxima in wesentlichem MaBe in Ret.d, i,f r u ^ Zugforderungskosten die Leistungs- 

rechneriscb. als 

die unter sich im Verhaltnis IV„„, ,w - W in drei Teile zu spalten, 

rechnerisch festeestellt ^max stehen. Obwohl diese Einzelmaxima nur 

des KoUellivuraZZ T ed" ZZi ZZZ ™ 

„ ^ ^inreichend genauen MaBstab. 

des Zufalls auf Probleme^dtr^ EleJiezSuhr ir^Zent^TT^*^''')^ der Theorie 
achten, daB eine Bejahung dieser Fran-e le r r n beruhrt werden, so ist zu be- 

von Rechnung und experimentellem Belnd wdrd erfol Pi-^ktischer Uebereinstimmung 

sich auch bei der Entdeckung jeder Art von Fe i konnen. In dieser Hinsicht hat es 

verhalten. Bei den Massenercehe" • ini Naturgeschehen niemals anders 

verdedi. Sind unT s^ ZuT .'TZ Zm"“. Z E.g.todBigk.ilen to etoelueu 

in den Mittelwerten kundgeben, scheinen unsere, fiir die 
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Vorausberechnung der MittelwertgroBen benutzten Praniissen zwar oft einer innern Berech- 
tigung zu entbehren. Im vorliegenden Falle, ftir den die Annahme einer Grenzzeit t die maB- 
gebende Pramisse darstellt, glauben wir indessen die innere Berechtigung durchaus feststellen 
zu konnen. Man kann sich namlich leicht iiberzeugen, daB das technische Gentigen der Ein- 
richtungen der Zentralanlagen fur die Ausbildung bestimmter Leistungsmaxima durchaus von 
den innern Anlageverlusten abhangig ist, die ihrerseits stets aus gewissen Zeitkonstanten, die 
mit der Energiefortpflanzung im Zusammenhang stehen, beurteilt werden konnen. Je nach der 
Art des Energietragers einer Zentralanlage (Elektrizitat, Gas, Wasser usw.) v/echselt natiirlich 
der Anlagetypus, derart, daB auch die Grenzzeit t jedesmal neu der Erfahrung zu entnehmen ist. 
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Sur les relations entre la theorie des percussions 
et celle des systemes articules de la resistance 

des materiaux 


Par B. Mayor, Lausanne 


II est possible d’etablir, entre la theorie des percussions et celle des svstemac a r 
im Parallelisme extremement ^roit, mais qui ne saurait etre developpe coinpletement ci T 

TceuxTolarse' ^orrespondance qui lie les systemes articules de IW 

efF f . retrouve sous une forme analogue dans la thtorie des percussions A., 

effet j utiliserai la termmologie et les notations de la note des Comptes reLus de I’Acnr 
des Scences 30 aout , 9 . 5 ) dans laqudle j’ai centre que ,„„t sys . e “,i“le ll* 1 

etre represenle d'une maniere parfaite, au point de yue dc la Refistance de, Ms? 

un systeme plani). xvosistatict Ues Materiaux, par 

Pour abreger, considerons u„ systeme ^ eonstitue par „ points materiels » (r , 

sans frottemem 7 ““ pers.stantes, indipendanles du temps « 

percu m 1 ^d projections de 1. 

L Jn immJ r “d "d de la vitesse F.que prend 

ce pomt .mmedsatement apres les percussions, on sail que Ton doit avoir 


f «, («, Sv, + o, 5 y, + 8,,) = i (,) 


»mp “te nSr » <1- deplacements vtaels 

nteLiremenI 1 la foZ "ufyal ’ 


Jj (^f Sj/. -f- = o, 


I. 2, 


les valeurs numenques des coefficients c’‘ d^oendant dea u 4 i i- ■ 

configuration du systeme. Ouant au nomhrl’ i! ’rj ^ ^ liaisons et de la 

; ^ equations,. il doit etre inf&ieur a 3». 

des vitesses p/doiCent vlrifer lenqu^tTonr^*^* mdependantes du temps, les composantes 


au nombre de h egalement. 


£ ^,) = o, k = l,2,...., h. 


des rrer^tr”"* 


Pour cette terminoloffie on r»#»nf • 

appliquee^ de M. Maurice d*Ocagne ('GauthiVr, vai ^^porter soit au nCours de geometrie pure et 
sous le titre: Introduction d la Statique graDhiau^^<^* soit ^ I'ouvrage que je viens de publier 

t^<iue graphufue des systemes de Vespace. (Payot, Lausanne, 1926) 

A r\ rv ■ ■ ■ : ' 
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Considerons, a cet effet, un complexe lineaire C dont le parametre a ne soit ni nul ni 
infini, et dont I’axe coincide avec Oz. Si Ton designe A! ^ B! ^N! ylts coordorinees de I’anti- 
proj action PJ de par rapport a C, en posant, en outre, 

ti , — 0)^. V , — a (4) 

- = Stt. S3. = a Sn:^, ( 5 ) 

les equations (i), (2) et (3) prennent immediatement les formes suivantes: 


CO, (a, 1. + p, ri, + (A! rj, - B! + N!) S^„ 

1 (— Yj . -j- -j- cf a) Stt. = o 

2 = 1 

S ( — af M cc^. -j~ cf = o 


(1) 

(2) 

( 3 ) 


En tenant compte de (4), ces nouvelles equations permettent, comma celles dont elles 
derivent, de determiner toutes les vitesses F , ainsi que les percussions dues aux liaisons, 

Imaginons alors qu’on fasse coiTespondre a chaque point m^. de S' une plaque mate- 
rielle rigide, infiniment mince et contenue dans le plan ^^<93;. Dans une grande mesure, la 
forme de p. pent etre arbitrairement choisie; mais il est essential de supposer que sa masse 
est egale a celle du point correspondant de S, que son centre de gravite coincide avec 0 et que 
son moment d’inertie polaire par rapport a ce dernier point ait m. pour valeur. 

Admettons encore que ces plaques soient assu jetties a des liaisons presentant les memes 
caracteres generaux que celles de S' et telles, de plus, que les deplacements virtuels qu’on pent 
leur imprimer verifient les h equations 


2 (— V =°> k=i,2, ,h, (2") 

2'=1 

dans lesquelles represente une rotation infiniment petite imprimee k p., ti tj/ les co- 
ordonnees du centre correspondant. 

Si Ton suppose, enfin, que chaque plaque p. soit sollicitee par une percussion repre- 
sentee par le vecteur P! ,on obtient de la sorte un nouveau syst^me materiel qui sera designe 
par S' et qui, au point de vue de la theorie des percussions, represente S d'une maniere parfaite. 

Le systeme S' etant, en effet, primitivement immobile, designons* par w', v' les projections 
de la vitesse que prend, immediatement apres les percussions. Tun quelconque de ses elements 
materiels dont la masse ser^. representee par dwi', Soient encore (jr', y') les coordonnees 
de dm', celles du point d’application de la percussion P/, etS;ir', S/, 8 x!, S//, les varia- 

tions que subissent ces coordonnees a la suite d’un deplacement virtuel compatible avec les 
liaisons. 

Appliquee a S', Tequation fondamentale de la theorie des percussions peut etre mise sous 
la forme suivante 

I /(?/ S^r' + -z;' 87') dm' = S (A! SxJ + B! Sf!), 

2=1 

le symbole y representant une somme etendue a tons les elements de p., 

Pi 


13 


193 


Si d’ailleurs on clesigne par o)^/ la rotation instantanee de cette plaque apres les per^ 
cussions, par a/ les coordonnees du centre corrcspondant, un calciil elementaire donne im 
mediatement 

= CO/ (.v' - a/), 

et, d’une maniere analogue, 

Sx' — — 5 tc! (y — Y]/), 

Sy = 3;r/ (x' - ?/). 

En tenant compte des conditions imposees a la plaque on obtient facilement 
/p' Sx' -f z;' dy) dm' = m. w,' (a/ ^/ + p/ rj/ -|- .2^) S.t/. 

D’autre part, on a encore 

lx I = - 87./ p/ - V). 

Sj./ = S;r/ {xl - I!), 

d’oii, 

S//) = V - ^ 

En consequence, Tequation fondamentale prend la foniie 

£ 0)/ (a/ ll + [ 3 / hit I £ {A: r]/ — 4^ A^) S;r;, (i") 

Comme enfin, les liaisons de .V' ont ete supposees persistantes et indei)endantcs du temps, 
les rotations instantanees que prennent les plaques immediatenient apres les i)ercussions doivent 
encore verifier les h equations 


£,(~ a)ia! z=.0, k=: 1,2, k, 


( 3 " 


Par I’application de la methode des coefficients indaermines, les equations (i"), (2") 
(3 ) permettent de determiner tous les efifets produits par les percussions /' ' sur le systeme S', 
D ailleurs, comme les equations de liaison (2') et (2") ont rigourcusement les memes formes 
et dependent des memes coefficients, on peut toujours admettre que 

y = n.. 

Si, de plus, on suppose que 


(1). 


CO., 


a/ = a/, p/ =p^ 

le systeme forme par les equations (i"), (2"), (3") devient identique a celui forme par les 
equations (i'), (2') et (3'). Si done on a calcule toutes les quantiles (o/, a/, p/, on en deduit, 
par l intermediaire des formules (6) et (4) les vitesses V. de tous les points de S'. De plus, 
on montrerait facilement qu’il est possible de calculer les reactions de S dc‘s que celles de S' 
sont connues. Si done on se place uniquement au point de vue de la theorie des percussions, 
le systeme plan S’' repr&ente d’une maniere parfaite le systeme S' de I’espace. 

Ajoutons encore que ce resultat subsiste sans modification lorsque les liaisons des 
systemes envisages dependent du temps ou que certaines d’entre-elles sont introduites 
brusquement. 
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Mode experimental nouveau relatif a Tapplication 
des surfaces a courbure constante a la solution du 
probleme de la torsion des barres prismatiques 

Par A. PiccardetL. Baes, Bruxelles*) 

(Voir planche V pour figures 7 — 15) 


Les surfaces a courbure constante 

Les surfaces a courbure constante sont caracterisees en coordonnees rectangulaires 
s, y, par I’equation suivante: 


b^x 

b}'^ . bz^ 

MIT H¥)T 


= constante. 


Si le relief de la surface est tres faible dans toute son etendue, I’equation se simplifie, 
elle devient: 


b^x 

bj^ 


b^x 

W 


constante, ou encore = constante. 


Equation de la surface d'un menisque 

On sait que la surface libre d’un liquide soustrait a Taction de la pesanteur prend une 
forme telle que la tension superficielle est la nieme en tous ses points. 

On sait que cette surface est a courbure constante; elle repond done a Tequation prece- 
dente, x, y, z etant les coordonnees d’un point du menisque. 


Function potentielle du probleme de la torsion 

Une methode des plus feconde utilisee pour la solution analytique du probleme de la 
torsion des barres droites prismatiques repose sur Temploi d’une fonction potentielle. Cette 
methode a ete rappelee recemment par M. Gysen a Toccasion d’une these de doctorat. 

On sait qu’il existe, pour chacun des points de la section transversale de la piece sou- 
mise a la torsion, une valeur determinee et unique d’une fonction F dite potentielle, relative 
a cet etat de contrainte. On peut done construire une surface, dite surface potentielle, ayant 
la section consideree pour base, et, pour ordonnees, les valeurs de la fonction F, Cette surface 
represente completement I’etat de contrainte de la section, notamment: 

a) les projections des lignes equipotentielles (courbes de niveau de la surface) sur la base 
sont les trajectoires des tensions tangentielles, d tst-k-dirt que la direction de la tension 
tangentielle en un point de la section est donnee par la tangente a la courbe passant par 
ce point ; 

b) Tinclinaison de la surface en un point donne est proportionnelle a la tension au point 
correspondant de la section. Par consequent, les projections des lignes d’egale inclinaison 
de la surface sur la base, sont les lignes d'egale tension de la section; 

*) Voir : A. A. Griffith, «The Use of Soap films in solving stress Problems^ (Proceedings of the 
first International Congress for Applied Mechanics, Delfl, 1924, page 39). 
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c) le volume compris entre la surface et la base est une mesure du moment de torsion 
On demontre que la surface potentielle satisfait rigoureusement a I’equation 

F = constante. 

Analogic entre la surface potentielle et la surface d’un m^nisque 

L’identite des equations precedentes permet de conclure a I’analogie complete entre la 
forme de la surface potentielle relative a une section donnee, et la surface d’un menisque a 
faible relief repondant aux memes conditions terminales, c’est-a-dire ayant le m&ne contour Ce 
menisque jouit de toutes les proprietes de la surface potentielle et peut lui etre substitue dans 
I’etude experimentale de I’etat de contrainte de la section transversale d’une piece soumise ' 
la torsion. ^ 

II suffit, pour avoir une representation complete de la distribution des tensions dans la 
section, de faire le leve de la surface d’un menisque ayant le meme contour que cette section 
et d’en deduire les systemes de courbes de niveau et d’egale inclinaison. Cette methode n’est 
toutefois applicable dans toute sa siraplicite que dans le cas des sections pleines. 

Methode Griffith et Taylor 

L’analogie dont il a ete question ci-dessus a servi de point de depart aux remarquables 
lavaux de Griffith et Taylor en 1919 sur la torsion des sections quelconques. 

Le mmisque utilise par ces auteurs etait constitue par une lame d’eau de savon tendue 

en travers d une ouverture de meme contour que la section etudiee, et soumise a une legere 
cliiference de pression. ^ 

La lame etant tres mince, son poids pouvait etre neglige; son relief etant, en outre, faible 
sa forme pouvait etre assimilee a celle de la surface potentielle correspondante 

. Les courbes de niveau etaient determinees i I’aide d’un spherometre a aiguille qui per- 
mettait de fame un cheminement le long de la surface, suivant un plan parallele a celui du 
contour Les positions successives de I’aiguille etaient reportees automatiquement sur une 
euille de papier, donnant ainsi une serie de points par lesquels on faisait ensuite passer une 
ligne continue, laquelle constitue une des courbes de niveau cherchees. 

L’lnclinaison de la surface etait determinee par la mesure de I’angle, fait avec I’hori- 
zontale, d un rayon lumineux tombant normalement sur la surface et reflechi suivant la direction 
initials (auto-cdhmation). Toutefois, faute de pouvoir preciser le point ou cette reflexion 
avait lieu, la methode n’a pu etre employee que pour mesurer I’inclinaison le long du contour et, 
notamment, 1 inclinaison maxima qui doit tou jours s’y rencontrer. 

^ meAode Griffith et Taylor, bien que donnant des resultats de grande valeur 
ec nique souffrait dans son application d’inconvenients assez serieux provenant de I’insta- 

savon. De plus, des erreurs inconnues pouvaient etre introduites par 
des variations de temperature ou de pression survenant pendant les mesures 

r* sommes rendu compte des difficultes rencontrees dans 

inconiniem, T' ™ cherche a realiser un appareil qui evite les 

inconvenients inherents a cette methode. 

Dgtermination des courbes de niveau 

de f Janmoulle a construit au Laboratoire de Physique de I’Univer 

cie Jjruxelles, la lame d’ean df^ 




de Rrn. n .r ^ construit au Laboratoire de Physique de I’Univer 

uxelles, la lame d eau de savon est remplac^e par le menisque forme par la surface 
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de separation de deux liquides non miscibles et de mime densite. Ces liquides sont contenus 
dans un recipient a deux compartiments separes par un diaphragme perce d’une ouverture de 

la forme a etudier (fig; i). L'un des liquides est en 
leger exces, de fagon a produire le relief du menisque. 
Les conditions a realiser lors du choix des deux 
CKiorohoiuin. gQj^^ assez nombreuses et en partie contra- 

Eau ocicJui^. dictoires: il faut, en premier lieu, que les deux liquides 
aient la meme densite, afin d’eliminer les deformations 
^ du menisque dues a la pesanteur. En outre, les liquides 

doivent etre sans action chimique Tun sur Tautre etsur les recipients employes, et Tun d’eux 
au moins doit etre inalterable a Fair. La methode de leve que nous nous proposions d'em- 
ployer exigeait, de plus, que ce dernier soit isolant et que Tautre soit conducteur. 

La combinaison suivante nous a donne toute satisfaction: comme liquide isolant in- 
alterable a l^air, le chlorotoluene et, comme liquide conducteur, de Teau acidulee, de concen- 
tration telle que sa densite soit la meme que celle du chlorotoluene, soit i,o8 environ. 

Le moyen utilise pour faire le leve de la surface ne differe pas mater iellement de celui 
adopte par Griffith -et Taylor, mais prend avantage de la nouvelle disposition du menisque. 
Ce dernier est explore a Taide d’une fine pointe de platine, laquelle plonge dans le chlorotoluene 
et etablit un contact electrique avec I’eau acidulee. Le moment de contact est decele par la 
fermeture d’un circuit comprenant un casque telephonique et alimente par du courant alternatif 
a 50 periodes fourni par le secondaire d’un transformateur de sonneries. Lorsque le contact 
est obtenu, la position de la pointe peut etre reperee le long de trois axes perpendiculaires entre 
eux et cela avec une tres grande precision. 

Description de Tappareil 

La fig. 2 montre la disposition generale de I’appareil. Un godet en laiton G constitue 
le compartiment inferieur; son . couvercle est perce d une ouverture de la forme a etudier. Ce 
godet est place dans un cristallisoir en verre C formant le comparti- 
ment superieur, et qui est lui-meme place dans un recipient carre en 
verre R, Le godet est rempli d’eau acidulee versee avec precaution, 
de fagon a ne pa^ mouiller la face superieure du diaphragme. On verse 
ensuite du chlorotoluene dans le cristallisoir jusqu’a ce que le godet en- 
soit completement reconvert. L’espace entre le cristallisoir et le reci- 
pient carre est rempli d’eau, de fagon a pouvoir observer le menisque 
de cote, sans deformation genante. On amene ensuite le m&isque au 
relief voulu, en ajoutant ou en retranchant de I’eau acidulee au moyen 
d’une pipette. 

La pointe exploratrice est mont& verticalement sous un paral- 
lelogramme MNPQ, dont les cotes horizon taux sont constitues par des 
lames d’acier deformables. Ce parallelogramme est fixe au chariot trans- 
versal d’une machine a diviser Collot, a deux vis micrometriques, a 
I’aide desquelles les deux coofdonnees horizontales du point de contact 
peuvent etre determinees. La coordonnee verticale est lue sur le 
tambour d un spherometre, egalement porte par le chariot, et dont la vis appuie sur le parallelo- 
gramme. 

Les fig. 3> 4 5 niontrent les resultats obtenus pour quelques sections simples: le 

cercle, le triangle equilateral et le carre. 
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^ Pour le triangle, une coupe tnediane dressee d’apres le.s courbcs de niveau •, 'y' 
pwee aux resultats du calcul. M. Gysen, docteiir sp&ial en R&iatance dea Mattria'uv ' 
voulu nous commumquar les equations qu'il a etablics pour «te section c„ i, 17 “ 

fonction potentielle. et les points calcules a I'aide de ces equations out etc reporte, suIT ' " 

graphique. La concordance, on le voit, est parfaite. 
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II a calculable, cette verification n’ea pu etre faite 

I'avait trouvd analytique^en. de' 3777^7 
Determination directe des lignes d'^gale tension 

de fagon completer la methode d’autocollimation de Griffith et Taylor 

^ d'/- tensionss dans toute la section, sans devoir la 

^ laborieusement des courbes de niveau. 

"T" flir <■ PP^^cil decrit ci-apres permet d’observer ou de photographier 
\ conT^^f inclinaison du menisque et d’obtenir, par 

\q. I seZoT interpolation, les courbes d’^ale tension de la 

I / I f sch«natiquement la disposition de Pappareil. Le 

est dispose avec sa base perpendiculaire a I’axe optique verti- 

\3t\ I verre rt'' f ' forme en F une image du menisque sur un 

aW / oerce ^ superieur de I’objectif se trouve un diaphragme D, 

m 0 mem n.?”,? ^ ouverture; I’iinage du menisque est done formee unique- 
W n^ent pa des rayons quittant le menisque parallelement a I’axe optique. 

VVi // oroiefn, r <l'm diaphragme sur laquelle est 

\ A Ttomh '"”T '•"P') P“= “ 'oyer du clmatenr 

Certains ^ i^enisque et sy refl&hit suivant des directions diverses. 

Fig. 6 fraction rfa paralleles a I’axe optique, passent apres re- 

verre depoli et y forment I’image des ooS ^^^^^cture du diaphragme, parviennent sur le 
On voit facilement que" I’inCinTon 

I’angle CMO forme par les axp<! n +• j ” menisque en ces points vaut la moitie de 
par les axes optiques du collimateur et de I’objectif 
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Si Ton fait tourner tout le systeme d'eclairage autour de Taxe optique de Tobjectif, en 
maintenant Tangle CMO invariable, les points lumineux decriront sur le verre depoli la courbe 
d%ale inclinaison' a du menisque. En donnant a Tangle CMO une serie de valeurs, croissant en 
progression arithmetique par exemple, on pourra enregistrer directement sur une plaque photo- 
graphique le systeme des courbes d’egale inclinaison du menisque. 

Pour que ce qui a ete dit plus haut soit vrai, il faut que le faisceau parall^e issu du 
collimateur ne subisse pas de refraction avant de tomber sur le menisque. On voit done que le 
collimateur doit plonger dans le liquide superieur. D’autre part, pour que Tagitation super- 
ficielle de ce dernier ne puisse brouiller Timage du menisque, il faut egalement immerger 
Tobjectif. On est done amene a employer des quantites assez considerables de liquide, et le 
chlorotoluene serait d’un prix prohibitif. Le liquide superieur est ici simplement de Teau et 
le liquide inferieur est constitue par un melange de chlorotoluene et de toluene d’une densite 
egale a i. On voit que, dans cet appareil, comme dans le precedent, le liquide soumis a Teva- 
poration est homogene; sa densite ne peut done pas varier. 

La figure 7 (planche V) est une photographic de Tappareil a Taide duquel ont ete obtenues 
les photographies reproduites aux figures suivantes. 

Releve des courbes d'egale inclinaison on d'egale tension 

Pour photographier un systeme de courbes, il suffit, apres avoir dispose un menisque 
dans le godet, de faire tourner le collimateur d’un mouvement regulier pendant un certain 
temps, de fagon a impressionner une plaque photograph ique mise a la place du verre depoli. 
A titre d’indication, une bonne photographic peut etre obtenue apres une exposition de 
3 minutes par courbe, Touverture des diaphragmes du collimateur et de Tobjectif etant respec- 
tivement f/25 et f/So. En diminuant ces ouvertures, on peut obtenir des courbes plus fines, 
mais la duree d’exposition doit etre naturellement plus longue. 

Les figures 8, 9, 10 (planche V) sont des photographies montrant des courbes d’egale 
tension de la section triangulaire, la figure ii montre sur une meme plaque plusieurs courbes 
d’egale tension de cette meme forme. Les figures 12, 13, 14, 15 sont les analogues obtenues 
pour la section carree. 

Les petites irregularites que Ton voit proviennent principalement des vibrations trans- 
mises du melange par suite de la manoeuvre du collimateur. En outre, Tappareil n’ayant pas 
ete construit pour faire des mesures de precision, mais plutot pour essayer la methode, aucun 
soin special n’a ete pris pour assurer la coincidence parfaite de Taxe optique de Tobjectif et 
Taxe de rotation du systeme d’eclairage. 

Les resultats obtenus a Taide de cet appareil sont en tons points conformes a la theorie, 
d’une part, et aux resultats deduits des leves topographiques, d’autre part. Ils permettent d’eli- 
miner le travail fastidieux de la transformation des courbes de niveau en courbes d’egale 
inclinaison, qui sont, en derniere analyse, celles qu’on cherche a obtenir; le resultat, pour une 
section donnee, peut etre tres rapidement connu. - 
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Resistance a I’ecrasement et au flambement des 

piliers en beton frette 

P a r L. B a e s , B r u X e 1 1 e s 

Monsieur Baes a resume un important travail oui n f-iit i- t • < i , 

vaLe;ki;ke Bru ; ; ; 

_ Letude des pihers en beton-frette y est traitee nour h nrl,. ' • ' 

. cation de la courbe des etats limites d’equilibre interne et., v ‘ ““ apph. 

de laquelle Monsieur v. KAemAn a apirfmm import " t", 

^ II est remarquable que les divers b^ons courants sembleni 'pour l" 
une meme courbe des etats limites, it la condition d’enhl' utiles, donner 

Le probleme du flambement des armatures In ’t v , coordonnees relatives, 

de flambement en milieu dastiquement resistant aborde comnie un probleme 

des pil- efttr r r ‘ 

nouvelle. ete analyses a I’aide de la tlieorie 

Jes ^ P“se». i 

^ (R&ume de I’auteur.) 

l'Ecole?o“SSq„V'drBSte“,,S“t^ “ »» ^ Dr. I„g. (R,™ 

I'oa^^N (Bulletin’ de h St fretti» par 

1927, No. 3 et 4). beige des ing^nieurs et des industries. Tome VII. 
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Kritisdie Storungen elastisdier Wellen infolge 
Nadigiebigkeit des Oelpolsters in den Lagern 

Von A. Stodola, Zurich 


In Bd. 85, Nr. 21, der Schweizer. Bauzeitung haben wir die Storungen behandelt, die 
eine belastete starre Welle in ihren Halslagern infolge der Nachgiebigkeit der Schmierolschicht 
erleidet Da inzwischen die Brauchbarkeit jener Theorie durch Versuche erwiesen worden 
ist, gehen wir zur Theorie dieser Storungen fiir eine elastische Welle iiber. 

Zur Vereinfachung nehmen wir an, die zylindrische Welle sei bloB in der Lagermitte 
durch eine Scheibe vom Gewichte 2G belastet, so dafi im storungsfreien Betriebe infolge der 
Durchbiegung durch die Schwere 0 ^ ^^0 Abb. i ihre elastische Linie darstellt. 0 ^ ist 

die der Drehschnelle co entsprechende exzentrische Lage des Wellenmittelpunktes im Lager im 
Beharrungszustande. Wahrend der gestorten Bewegung sei 0 ^ 0 ^ 0 ^ die X-Achse des Koordi- 
natensystemes mit Oq als Aufpunkt, ^ y 3 die Koordinaten eines Zwischenpunktes C. 



Wir beschranken uns zunachst auf den Fall der symmetrischen F ormdnderung der Welle 
und bezeichnen mit 


3^1 


3 ^ 1 , y'‘ 


i 

j 



' 

1 = 




yo^o 


die Koordinaten der verschobenen Wellenenden. 
die Ableitungen nach der Zeit und nach x. 
die halbe Wellenlange. 
das Tragheitsmoment der Welle. 

die Masse der halben Scheibe. 

die Masse der Welle fiir die Langeneinheit. 

die Masse der halben Welle. 

die Koordinaten des Scheibenschwerpunktes, durch den die Welle hin- 
durchgeht. 


M, Sf Moment und Schubkraft in einem Wellenquerschnitt^) My Sy 5 ^ 

deren Komponenten. 

Nahere Mitteilungen enthsit eine als Forschungsheft Nr. 287 des VDI inzwischen erschienene 
Dissertation von Ing. Hummel. Darin gelangt auch meine oben zitierte Abhandlung zum Abdruck. 
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^ Wellenlialbmesser und radiales La}^crKi)iel. 

T. X. K, A A < 1 >, V) die gleidmamigen GroBen dcr crwalmten Abliaiulluiu^ deron v 

fur das Verstiindnis des Nachfolgenden uiierlaBIich ist und diTmt 
6 BZ zitiert werden soil. (Man vergl. Formeln 22.) 

P=G + G' Lagerbelastung bei storungsfreieui Lauf. 

Die Bewegungsgleichungen der Welle sind dann 2) bekanntlich 

"‘>-*'■ = #=- 5 '^/"' 


Als G^bedmiunee, siml cr..e„s die Fordemnt., <iali in der Mitte fi, 

.oAde »..on, wo„ei wir cine 

Q = QoSmedt 

. * 

ein u ren wollen, demnach fiir die Schwerpunktsbewegung der Scheibe die Glcichungen 

my, = S,, = - M{.V"')„ + a, .«•« <n/ 

...A _ 7E{,"'), ™ r; ( 2 ^^ 

S'lA “'AtZ''" “ r"™ Rleicl,fdr.„ig. Feme, » 

lur ^ _ 0 die Tangente zur geometnschen Achse parallel, d. h. 

(/). = o; (^")„=o 

fiir .r = r “““ Schwerkrat, ,,leid, aein d™ Userreaktionen, d. k 

S, = -yE{y"\ = Y. A=:-yA(d"), = 

.a .Jar^edriiS" “rdt rn'S 'd^T 


■7E{y"\ 


■ [j'l — COtg 2(p] . , 




COtg cp 


fiir .Jr”/ Bieg„„ga„on,en. versekwinden, d, k 

(y')l = 0; (xr"), = 0 __ (5) 

wir die Auslenkungen y, /in^ihre^lLr^l ubersichtlich durchfiihren zu konnen, zerlegen 
die Ordinaten der «statischen» KurveT iyAbb Anteile. Unter den ersteren sind 

weist, wahrend hier am besten aus Gl. i a mit/ = 7 d''f auf'^ ^ 


werden ^alI°Ski?nGvomusy^^^^^ <^^s‘^>^binen VI. Aufl. S. 372, auch diese Entwicklungen 
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durch vierfache Integration in der Form 




24 ' 6 


a, 


gewonnen wird. Die Grenzbedingungen sind: 

fiir X = o soil zj = o und die Scheerkraft — yE {sj”\ = G 

iur x = I soil = o, = o und die Scheerkraft — yE = P 

sein. Die letzte ist identisch erfiillt; aus den iibrigen folgen die Festwerte 


G _aj^ . 
~yE' ^2-^- 




Ct n O • ^ — 

^ 24 6 2 


Wir setzen nun 


y = ystat H“ ydyn — O “h ydyn — yd 
^ ^siat I ^dytt “"j ^d 

in Gl. (i) (i a) ein und erhalten 

‘^^h 'yd = — Jpfl j 

m,z^ = -yEz^:\ 

Gleichungen (2) gehen tiber in 

= — yE {yd”\ + Qo sin (flif 
m (zj)^ =-yE [zj” + z/"] -G=-yE (z/'% 
Die Randbedingungen (3) und (5) aberi geben 

fiir X = o {yd \ = o {Zd^o = o 
„ x — l (^y')j = o {Zd'\=-0 . 

Die Gleichungen der Endscheerkrafte (4) lauten 


dt Jr 


(^d")i = ^ brfi T + ^dii 


Mit Riicksicht auf die storende Kraft Q machen wir den Ansatz 

j/^= 7] sin (o/; ^d= ^ sin o)^ ... . 

wo ^ Abhangige von jt sind. 


Die Bewegungsgleichungen (8) gehen dann liber in 

JE 0)2 7 ) ; JE ^ 


Die Losung derselben ist, wie man a. a. O. in «Dampf- und Gasturbmen» nachlesen 
kann, mit 


-FV^- 


... ... (IS) 
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■ -f- tg £.0^. £1- _|_ ^ 


Bestimmung der Festwerte 6. & c c i- .■ 

. m der Reihenfolge (.0) („) (9) .iVS^^^Hyun^dr A,:L 

= k; cos M ■= c ; sm kl = s - o~ 


hinschreiben: 


m 

m. 


h — + ^3 

b^p .|. — b^c ^ 

^ [^0 + < 5 i + 3^] = jks 


= o ... 

/'gj r= 


7 £k^ {b^p -b,n-^^b^s~b^c\=.lL 


- (17) 

(174 

(.« 

g- {b^p -{- b^n -j- b^c b^s — 

A . ,. , „ f ^2^ "f- <-!t 4 COtg- 2 m] (17A 

Aehnhche Gleichunfren erhnlf mon t- ,■ t, "PJ I JC) 

Die so aufeestellten s P» Coordinate r, nur difi d-.r-, • , . 

SIC wenn die Determinante der Beiwerte jener Gleich "'’ ''' ’’’ Verhaltnisse ergeben 

So entstehen schlieBlich nari, t -t 

'■ "“'’ "■» die Gleiclmngcn 

(a ~ ^ ^ n\ 2 p 

j "g^fy^ ^cotg (2 5p) rr: O 
/ /» \ 

l + 

mit den Bezeichnungen 


A + - 

§ =■ 


2 

kl m 
2 m 


/&/w + ' + 


A'j-^ 

c 

~n'££J' 


(18) 
(184 

(19) 

(194 

(194 


der Glieder nach Potenzen'^von^p'^"'’*^ Teilung mit und Ordnen 

/ in ■ 




(20) 
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Es verlohnt sich, diese Gleichung nach P mit seinem Faktor aufzulosen, weil dadurch die 
Funktionen von q) herausgesondert warden. Beachtet man, daB 2(1-)- cotg cp cotg 2 cp) •==. ijsiffi cp, 
so ergibt sich 

= [0 + ^)- n/O+t) 


P ist die Lagerbelastung im stdrungsfreien Beharrungszustand, also haben wir nach 
Formal (i) (3) (6) SBZS) 


[.+^] ... (22) 


Fiir ein gegebenes Lager mit Welle und Scheibe sind bekannt 

m\ % I, Pzzz m') 

Man kann aus (22) k\ daraus sin (p,^ als Abhangige von co, P, ^ berechnen und in (21) 

o 

einsetzen, wodurch die Bestimmungsgleichung fiir die kritischen Werte des o) entsteht. Der un- 
gemein verwickelte Bau der Gleichung laBt ein graphisches Verfahren wiinschbar erscheinen, das 
Rechenarbeit spart. Man kann beispielsweise, da bei festem I die I und m' Abhangige vom 
Wellendurchmeser d sind, die linke Seite von (21) bei festgeschaltenem m als 

X = F^(d/co) 

schreiben und erhalt fur eine Anzahl herausgegriffener Werte von d^ X als Abhangige von co 
und umgekehrt. Die rechte Seite von (21) erlaubt X vermoge der Gleichung (22) in anderer 
Weise als Abhangige von co und umgekehrt, graphisch darzustellen. Die Ueberlagerung der so 
gewonnenen geometrischen Oerter liefert durch die Schnittpunkte der zu einem bestimmten 
d gehorenden Linien die entsprechenden kritischen Drehschnellen u. zw. im allgemeinen zwei 
Werte. Liefern die ^f-Linien keinen Schnittpunkte so bedeutet das, ahnlich wie der starren 
Welle, labiles Gleichgewicht , irmtvhdXh dessen, nach den Versuchen von Hummel zu schlieBen, 
die Wellenauslenkung bei gleich groBer Storungskraft erheblich geringer ist als bei einer der 
kritischen Drehzahlen. 

Um an Rechenarbeit zu sparen, wurde der Fall einer elastischen, jedoch masselosen 
Welle behandelt, fiir die sich erheblich vereinfachte Grundgleichungen ergeben. Die Elastizitat 
der Welle kennzeichnen wir durch den Betrag der statischen Durchbiegung v in der Mitte, 
die mit der normalen kritischen Drehzahl bekanntlich durch die Beziehung 


zusammenhangt. Es stellt sich heraus, daB fur diesen Fall zur Kennzeichnung einer Welle 
mit den zugehorigen Lagern die GroBe: 




— und das Verhaltnis — 
g S 


hinreichen. Wir bezeichnen ferner die an einer Welle mit der normalen kritischen Drehzahl o)„ 
infolge der Lagerwirkung auftretende neue Kritische mit Durch im einzelnen nicht wieder- 
gebbare Rechnungen gelangt man zu der in Abb. (2) dargestellten Kurvenschar, in welch er 

rdieAbszisse und ~ die Ordinate bilden. Bei -^ = 00, d. h. einer unendlich biegsamen Welle 

0 
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= die normale kritische Drehzahl wire! (lurch die Anwesenheit des 

Oelpolsters nicht geandert. Je hoher die kritische Drehzahl ist, desto starker wird sie d 

den Einflufi des Lagerpolsters herabgesetzt. Fiir das Gebiet von etwa ivoo bk o.. 

uib 2500 min. 



m 

Abb. 2. 











— ♦— e- 






f.— 

.1 1 






<(i> 

0 m>j 

ill 

Or 






[/ Wtlknmoiie 


Abb. 3* 


Umdrehung™ au normale kritische Drehaahl rliirfte cine Heral.setam.g bis auf etwa 06 
es norma en ertes erfolgen. Im ubrigen darf nicht iibersehen werden, dafi zu jeder Kenii- 

griiUe r bei einem beslimmten | innerhalb des stabilen Gebietes awei kritische Drehzahta 

gehoren. 

Nun wuiden nach den vollstandigen Gleichungen die kritischen Drehy'ddf^n *fib- a* • 

Zse Ldrn Wei:” ‘tV' V p"’ “'>■ •“'> «■ 11“ 

beniitzen darf. hinreichender Annaherimg zur Berechnung der 

) Wir andem c, m Gl. (3) m cj , damit keine Verwechslung mit c, in Gl. (i8) entsteht. 


■■■■■ ■■-.■i.-jjfi 


m 
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Ueber die Eigenfrequenzen der Sdiaufelgruppen 

von Dampfturbinen 

Von E. Schwerin, Berlin-Halensee 

Die bisher iibliche Berechnung der Eigenfrequenzen von Dampfturbinenschaufeln geht 
von der Auffassung aus, daB alle Schaufeln eines Rades sich dynamisch genau gleich verhalten 
und dafi es daher zulassig ist, jede Schaufel als einen isolierten, schwingenden Stab zu be- 
trachten, der am unteren Ende eingespannt, am oberen gewissen, fiir alle Schaufeln gleichen 
Grenzbedingungen unterworfen ist. Da jedoch wegen der Notwendigkeit der Deckbandunter- 
brechung mit Riicksicht auf die Warmedehnung die Endschaufeln jeder Gruppe oben in anderer 
Weise gehalten sind als die mittleren Schaufeln, entsteht die Frage, um wieviel die Eigen- 
frequenz des Gesamtsystems der Gruppe von denen der Einzelschaufel verschieden ist und wie 
die zugehorigen Beanspruchungen innerhalb der Gruppe sich verteilen. Diese beiden Fragen 
mogen den Gegenstand der folgenden Untersuchung bilden. 


A. Aufstellung der Grundgleichungen 

Fiir die m-te Schaufel der aus n Schaufeln bestehenden Gruppe mogen folgende Bezeich- 
nungen gelten (s. Abb. i) : 

Kopf der m-ten Schaufel wirkende Biegungs- 

moment, 

IdJ unmittelbar rechts bezw. links dieser Schaufel auf 

das Deckhand wirkende Biegungsmoment, 

~X^ die Querkraft am Schaufelkopf, 

worin alle Momente in dem in Abb. i angegebenen Sinne positiv seien. 

Ferner sei: 

i die Deckband-Teilung, 

I die wirksame Schaufellange, ■ 

den Schaufelquerschnitt, 

£„ die Elastizitatsmoduln von Deckhand bezw. Schaufel, 

0,0 

die Tragheitsmomente von Deckhand bezw. Schaufel, 

37^ die Auslenkungen von Deckhand bezw. Schaufel, 

die Abszisse, vom oberen Schaufelende aus positiv gerechnet. 

Wir gehen nun von dem bekannten Ansatz fiir die Auslenkung des transversal schwin- 
genden Stabes aus: 



= y^sm — {A^ sin a ^ cos oc ^ y Sin a ^ Cos a^) ... (l) 

worin: t die Zeit, 

^ die Kreisfrequenz, 


I — ,, a_/-y 


und B C D die aus den Grenzbedingungen zu bestimmenden Konstanten bedeuten. 


fiir 


y 

Die letzteren lauten bier, wenn 

^ = i rj^ — O und 


d\ 
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fur ?=;0 








X p 


( 3 a) ( 3 b) 




Ferner ist, wenn die Verbindung zwischen Deckhand uml Scliaufelkopf als vnflU 
Starr vorausgesetzt wird und Langeniinderungen vernachliissigt werden, nach Abb. j. ® 

%n —Vm + 1 == TiJr ~~ 9 s 

und das Gleichgewicht der Momente am Knoten m erfordcrt; 

^o„-hK'-K" = 0 

Mit Hilfe des Ansatzes (i) sowie der Bedingungen (2), (3), (4) crgibt sich nach langerer 
Rechnung folgende^System von drei simultanen linearen Difforenzengleiclningen fiirA^ ,M' M"- 

{X^ = sin = M„' sin p (• M,„" = M,„" sin p 

+^iK+,-^-K +) +^/:+,=o 


worin : 


~ ^ [(^«.'' - K') /s + • 4 ] 4 - 2 MJ ^ o 

~ ^J’) fo + X^. I fl=: {M^ ^ ..f a; ^ / 


A 


( 5 ) 


( 7 ) 


'^s^s ' I A- sec cc Sec a. l sec olS^ 

B. Integration der Qrundgleichungen 

Urn das System (5), (6), (7) zu integrieren, fiihren wir den Ansatz 
X,„-lz=:,C-Z'« ■ MJ~c'-S”-, MJ'=:c"-S’» 

NulflerschieSne Wme^^r ^ Imearen Gleichungen fiir r, das nur dann von 

'’''crie lur c, c , c ergibt, wenn entweder: 

Oder: (8a 

A 

ist, worin: 

•^0 ^ 

I S 6 C, OC )S^C cc 

Demnach wird das voUstandige Integral: 

X..l = ,^,^. + C,S,~ + c,: M.=c\s,- + c',,,.. + c',; (,: 

worm z^, z^ die zuemander reziproken Wurzeln von (8 b) und 


'+(^ + ~)^+-^=0 (8b) 

Tg a. a 


wenn gesetzt wird. 


^2."= — 


■H 


... ... ... (9a) 


-^2 -^1 + 2 
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C. Aufstellung der Frequenzgleichung 

Um nun mittelst (9), (93.) die Frequenzgleichung fiir die Eigenschwingungen der 
Schaufelgruppe aufzustellen, trennen wir zweckmaBig die Schwingungstypen mit in Ruhe 
bleibendem Schaufelkopf von denen, wo er horizontal hin- und herschwingt. 


a) Schwingungen mit in Ruhe bleibendem oberen Schaufelende. 

Ftir diesen Fall muB: rj = o) ~ ^ Losung (9), (9 a) vereinfacht sich 

dann infolge Wegfalls der Partikular losung: ^ = -j- 1 zu: 


T\ 

Kff ^ — c ^ ^ - 4 — c> fft . 


• ^1' 

/I 

z^ 


(10) 


Aus den Bedingungen an den Gruppenenden ; 


erhalt man dann zwei Gleichungen fiir c\, c^, deren Werte nur dann von Null verschieden 
sind, wenn 

... ... ... (12) 

Die genauere Untersuchung der beiden, der symmetrischen bezw. gegensymmetrischen 
Schwingungsform entsprechenden Frequenzengleichungen (12) zeigt, daB jede derselben nur ein 
leelles Wurzelpaar (aufier ^ = + i) besitzt, das mit wachsendem n sehr rasch gegen den Wert: 

I 

^1 — “T ^2 = — 2 (13) 

strebt und daB dann (ii) ersetzt werden kann durch 


Aq — ~ ... (12a) 

wahrend nach der iiblichen Berechnungsweise = 

= — (12 b) 

ware. 


Die Wurzeln von (iia), (iib) sind zwar im allgemeinen nicht sehr voneinander ver- 
schieden, doch kann der Unterschied immerhin bis zu 13. % bei = 2 bis 3, wie es praktisch 
vorkommt, betragen (Abb. 2). 

Aus (10) gewinnt man ferner nach langerer Rechnung unter Beachtung von (12) folgende 
Werte fiir Mj' sowie fiir die Momenta am SchaufelfuB bezw. -kopf; 


MJ ^ m+n^i u + x-m 

—^1 ’ + ±^1 : 

~ Sin a — sin a, 

^1 cos a Sin a — Cos ot. sin ’ 


X„rl 

. f ' 


a 4 

fx ■ 

MJ — MJ 
G' 


(14) 


Fiir die praktisch pbrauchlichen groBen Werte von n gewinnt man aus vorstehendem das 
interessante Ergebnis, daB bei diesen Schwingungsformen auf der ganzen linken Gruppenhalfte 
die Mpmente M" sehr klein gegen die Momenta sind und daB letztere mit alternierendem 
orzeichen sehr rasch — -fast genau nach einer geometrischen Reihe von Quotienten — 


U 
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nach der Gruppenmitte zu abklingen (Abb. 3). Da auch die Schaufelkopf- u„d FuB 
jMob, bezw. Ztto«* einen fast genau gleichen Verlauf zeigen, foigt also, daB bei diesen 
formen die Endschaufeln in sehr viel hoherem MaBe als die Miltclschaufeln beansprl^fshd' 


^iympfo t e % S 06 T 

—==) 


^2 3 ^ S 



iO ytl 


Abb. 2. 


Abb. 3. 


h) Schwmgungen mit Horizontalbewegung des Schaufelkopfes. 

Ftir den praktisch wichtigeren Fall, daB das obere Ende der Schaufel horizontal bin 
und herschwmgt, lautet die Bewegungsgleichung der gesamten Deckbandniasse; 

'^o:m=..n.(.F,.y± (jj, 

1st die Gleichung (7) zu ersetzen durch: 


’)5(g = o) 


SA' •/ 

in 

T 

7® pa xn' 






/i1 


a.I 


und man erhalt nach einiger Rechnung folgende Werte fiir die Deckbandmomente M ' M 

m m 

„„ ~ [' ■ 

CM 

die FrequenzengIekh"Jng?*”^^"^^” Gruppenenden foigt ganz analog wie unter a) 


_ p/i K^~{-z” z^~\ 

-i--U J_ " 

6 p ^ A'o 


^ ^ Tc 

— ; m —t ■ • -i£. 





D. Zahlenbeispiel 

Um nun iiber die wichtlge Frage nach den Aenderungen hinsichtlich Frequenz und Span- 
nungsverteilung gegeniiber der bisherigen Berechnungsweise Klarheit zu gewinnen, seien iin 
folgenden die numerischen Ergebnisse in einem , mittleren Verhaltnissen entsprechenden Fall 
rnitgeteilt. 

Fiir: n — 20 /zzzioomm J^—Q,02 cm^ 0,35 cm 

t= 10 mm 0,005 cm 4 Pb~^s' 

wird : ^ = 5 und f erner fiir : 

a) Schwingungen mit in Ruhe bleibendem Schaufelkopf. 

Nach (12b) und Abb. 2 erhalt man: 

Grundton: 0 = 245^45' 1 . Obterton: a = 423® 30', 

wahrend nach der bisher iiblichen Berechnungsweise sich ergeben wiirde: 

Grundton: a = 263° 35' 1. Obterton: a = 438^ 30'. 



Abb. 4. 


Der Frequenzunterschied.betragt also hier ca. lo %■ fiir den Grundton, ca. 7 % fiir den 1. Ober- 
ton, da die Frequenzen /S nach (i) proportional sind. 
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h JSchwingungen wit Horizontalbewegung des Schauf elkopf es. 

Hierfur erhalt man aus (17) : 

Grundton: a = 126® I. Oberton: a = 296® 30', 

wahrend die bisher iibliche Methode ergeben wiirde: 

Grundton: 0=126*30' I. Oberton: 0 = 297*. 

Die Frequenzunterschiede sind also im vorliegenden Falle verschwindend. 

Fiir die Biegungsmomente und Querkrafte ergibt sich nach (18) die in folgender Tabelle 
angegebene, in Abb. 4/5 veranschaulichte Verteilung inncrhalb der Gruppe: 


m 

M'^ 

M[, 

M"^ 

M'l, 

M 

J.V 1 0^1 


X 

20 

I 

1,704 

0 

0,852 

0,957 

0,652 

19 

2 

0,844 

1,221 

1,033 

1,013 

1,071 

18 

3 

1,035 

0,952 

0,994 

0,995 

0,986 

17 

4 

0,994 

1,010 

1,002 

1,002 

1,002 

16 

5 

1,002 

0,997 

0,999 

0,999 

0,999 

IS — 12 

6—9 

ca. 1,0 

ca. 1,0 

ca. 1,0 

ca. 1,0 

ca. 1,0 

II 

10 

1,0 

1,0 

1,0 

1,0 

1,0 


Aus dieser Tabelle sowie aus Abb. 4/5 ersicht man zuniich.st das wichtige Ergebnis, daB 
das letzte Deckbandfeld um 70 % , also sehr betrachtlich holier bcansiirucht ist als die mittleren 
Felder. Was die Schaufelbeanspruchung betrifft, so wird die letzte Schaufel ca. 15 % im Kopf 
und ca. 4% im Fufi gegeniiber den Mittelschaufeln entlastet, dagegen wird die vorletzte 
Schaufel im Kopf um ca. 3 %, im FuB um ca. i % mehr belastet. Die Querkraft am Kopf 
der letzten Schaufel ist um ca. 35 % kleiner, fiir die vorletzte um ca. 7 % grotier als fiir die 
Mittelschaufeln. Ent- und Mehrbelastungen wechseln ab, die Lastaufnahme zeigt also auch hier 
oszillatorischen Charakter. 

E. Zusanunenfassung 

Die vorstehende Untersuchung zeigt, daB, wenn die oberen Schaufelendcn in Ruhe 
bleiben, die Frequenz der Gruppenschwingung nicht unbetrachtlich von der Frequenz der Einzel- 
schaufel abweichen kann (bei ^ = 2 bis 3 um maximal ca. 13 %), und daB auch die Schwin- 
gungsenergie in diesem Falle groBtenteils in die Endschaufeln wandert. Die dynamischen Be- 
anspruchungen der letzteren sind daher weit groBer als die der Mittelschaufeln und alle Bean- 
spruchungen klingen vom Gruppenende aus oszillatorisch etwa nach einer geometrischen Reihe 
mit dem Quotienten — ab. Bei den Schwingungen mit Horizontalbewegung des oberen 
Schaufelendes hingegen weichen sowohl Frequenz wie auch die Schaufelbeanspruchungen nur 
wenig von den unter Voraussetzung gleichmaBiger Verteilung errechneten Werten ab, wobei 
die letzte Schaufel etwas ent-, die vorletzte etwas mehr belastet wird; doch kann die Mehr- 
belastung des letzten Deckbandfeldes bis 70 % gegeniiber der Gruppenmitte betragen. Im 
iibrigen zeigt aber auch hier die Lastverteilung einen ahnlichen oszillatorischen Charakter wie 
bei dem oben behandelten Schwingungstyp. 




Bestimmung hoherer kritisdier Drehzahlen 
sdinell laufendcr Wellen 

Von J. J. Koch, Delft 


I. Wie bekannt ist, wird die Bestimmung der kritischen Drehzahlen einer schnell- 
drehenden Welle beherrscht von der Differentialgleichung 

(E I — m ii? y = O 


in welcher El den Steifheitsfaktor, m die spezifische Masse, a> die Winkelgeschwindigkeit 
und y die Durchbiegung der Welle darstellt. Eine exakte Losung dieser Gleichung ist bei 
willkiirlich veranderlichen El und m nicht zu erhalten. Dagegen steht zur naherungsweisen 
Bestimmung der ersten kritischen Drehzahl ein wohlbekanntes Naherungsverfahren zur Ver- 
fiigung, welches kurz erwahnt werden moge^). 

Es wird eine willkiirliche Ausbiegungskurve welche mit den Randbedingungen ver- 
tr%lich ist, angenommen. Die Ordinate dieser Kurve wird mit tyi multipliziert und die also 
entstandene Kurve (welche nicht mehr stetig zu sein braucht) zweimal integriert. Dabei treten 
zwei Integrationskonstanten auf, welche mit Hilfe der Randbedingungen bestimmt werden. 
Die Ordinate der so erhaltenen Kurve wird durch El dividiert und ebenfalls zweimal integriert. 
Nachdem die zwei neuen Integrationskonstanten aus den Randbedingungen bestimmt worden 
sind, erhalt man eine Kurve y^. Ware die zuerst angenommene Funktion y^ die gesuchte 
Losung der Differentialgleichung gewesen, so wiirde das Resultat y^ des oben geschilderten 

Verfahrens geworden sein. Aus dem Quotient von y^ und y^ ware also co^ zu bestimmen. 

2. Wir stellen uns nun die Aufgabe, zu untersuchen, wie y^ sich andert, wenn fiir 3;^ 
eine, von der Losung der Differentialgleichung abweichende Kurve angenommen wird. Dazu 
entwickeln wir die Funktion 3;^ in eine, nach den normierten Eigenfunktionen rjp ^2 • ■ • * 
fortschreitende Reihe 

J'l = “1 + «2 »}2 + “3 YJs + . . . 

und wenden das vorher beschriebene Integrationsverfahren auf diese Reihe an. Nennen wir 
die zu den Funktionen yjp y]2, . . . >)« gehorigen Werte von co^ respektive (1)2^, . . . so er- 
halten wir fiir y^: 


(X-i I OCo , CCq ■ 

■ ■ ■ 

Da (1)2, (1)3, .. . bedeutend grofier sind als Wp so wird 0)1^72 schon viel besser als 3;^^ mit 
ubereinstimmen. 


Wird das Verfahren verschiedene Male wiederholt, so wird die Funktion mehr 

und mehr nach kohvergieren, so daB aus dem Quotient zweier aufeinanderfolgender 

Kurven und mit sehr grofier Genauigkeit bestimmt werden kann. 

3. Die Eigenfunktionen Tjp yjg? • • • Tj^zeigen aber eine wichtige Eigenschaft, welche es 
ermoglicht, co/ schon mit geniigender Genauigkeit aus 3;^ und y^ zu berechnen. Es ist namlich 
allgemein: 



\ 7}^ m dx = 0, wenn p ^ q. 


(vergl. App. I .) 


1 ) Vergleiche Stodola, Dampf- und Gasturbinen, 5. Auflage, S. 381. 


Deshalb ist: 
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jfj/i j/g m dx = («! Tji “1 ■ r;., -f- a, ■(- . . .) ^ | j | , 

“iM ‘o-jM 

!'/' ”* * = + £) ’>••' + «/ ’» + • • •)' "' ''■■ 

<.L «•/.'. I 

I 

Sind die i(] so normiert, dafi J-tfmdxxii isl, uiid veniaciila.ssij't man in 

& 

I i i 

jy^y^mdx und Jy^mdx die Glicder mit J m dx usw., so ist: 

0 & A 


1 . t ^*'h**^ 

‘T'o “T :7”"i » ■' -r' ■■ “ " 


/ 2 
fy^y^mdx 

J ^ (J) /» ‘ l,\ 4 I 




mJ o:,'^ 


t \ *i 

Der Klammerausdruck weicht, ^^rji . * ^ * . *^ l.H:*i vrrritiriftilfcT Wahl 

iih/ a{^ ^ 

(-^ betragt ungefahr i, und ^ hrauclit nidit gr/iUer als ^,n sein). sdir 
so daB mit groBer Genauigkeit 


e>, 


f 

/.J'l J'a w dr 

0 

y/g® »t dx 


geschrieben werden kann. 

Eine noch grofiere Genauigkeit kann erziell werden, wenn man mit 
verfahren bis weitergeht, und mm 

/ 

fy^y^mdx 

» 

i 

ffs^mdx 

berechnet. 

In diesem Falle findet man 
/ 

f}'‘iyti»idx 


I , _*«■' j_ “i” «« 


fy./ m dx 


( 0 , 


^ 4 . "t” , 4 _ 

. * 1 ® * 1 “ ' 


I 4 “!® 'Vl 

^ togS a, 5 * ^ w/ a,.! 


so daB der spezifischc Fchlcr jetzt nm <x> 


• • • j w dx = 

>/ 

fa >" dx + . , , 

? 

m dx 4 - * . . 
cien Ausdriicken 

0 £*r\ 

• «>)• 

von jj klein ist 
wenig von i ab, 


dem Iterations- 


J. J. Koch, Delft 


4. Das hier beschriebene Verfahren ist auch zur Berechnung der hoheren kritischen 

Drehzahlen geeignet. Zur Berechnung von z. B. geht man aus von einer Kurve deren 
Entwicklung nach den ^y-Funktionen, das died nicht enthalt. Fine derartige Kurve 

erhalt man, indem man von einer willkurlichen Kurve 

j)/j = ai + ag t]2 + «3 % + • •■• 

ausgehend, zuerst den Koeffizienten bestimmt mit Hilfe der Beziehung: 

I ' I 

f yi — ^1 f 

o o 

und dann von die Funktion substrahiert. Das unter 3 beschriebene Verfahren auf 

angewandt, liefert das gesuchte co^^i sowie die Funktion Sollte z. B. durch Ungenauigkeit 
in der Bestimmung von beim Integrationsprozefi, doch noch ein Rest der dann nicht voll- 
standig ausgemerzten Funktion sich geltend machen, so ist es immer moglich, bei jeder 
Zwischenstufe den von rj^ herstammenden Bestandteil in der angedeuteten Weise zu eliminieren. 
Gleichwohl mufi dabei ein ziemlich genaues Integrationsverfahren verwendet werden. Zur 
Berechnung der ersten kritischen Drehzahl ist graphische Integration mit Hilfe von Seilpolygonen 
genau genug. Fur die Bestimmung der hoheren co empfiehlt sich aber ein numerisches Inte- 
grationsverfahren, welches in Appendix II angegeben ist. 

5. Weil die Differentialgleichung des freischwingenden Balkens 

{Ely")'' — m fji^ y — Q 

vollstandig mit derjenigen der schnellumlaufenden Welle ubereinstimmt, ist das soeben be- 
schriebene Verfahren unverandert anwendbar auf die Bestimmung der Schwingungszahlen 
eines solchen Balkens. ' 

In gleicher Weise lassen sich auch die Eigenschwingungszahlen einer tordierten Welle 
bestimmen. 

6. Entsprechend modifiziert kann die oben beschriebene Methode auf die Berechnung 
der Knickkraft willkurlich belasteter Stabe mit veranderlichem Tragheitsmomente angewendet 
werden. 

Ist N die Normalkraft eines willkurlich gewahlten Stabquerschnittes, welche also als 
eine, bis auf einen Faktor explicit gegebene Funktion N der Querschnittslage auf- 
zufassen ist, so gilt fiir eine yon der Geraden abweichende Gleichgewichtsform, die Gleichung 

wobei Q die konstante, im Balken auftretende Querkraft darstellt. Dabei ist, wenn . . . 

die Losungen sind, welche der Diff erentialgleichung geniigen : 

/ N dx = o wenn q (App. 3). 

Man geht von einem angenommenen y^ aus, welches so gewahlt sein muB, daB das 
zugehorige den Randbedingungen entspricht. Dieses wird mit V multipliziert und nach- 
dem einmal integriert und die Integrationskonstante und die Konstante Q aus den Randbe- 
dingungen bestimmt worden sind, entsteht hieraus das Moment bei der Einheitsbelastung 
mit entgegengesetztem Zeichen. Wird dieses durch El dividiert und zweimal integriert, so 
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kommt das heraus, wobei die Integrationskonstanten aus den Randl)edingungen gefunden 
werden. Wenn das Verfahren einige Male fortgesetzt wird, wird die Kurve y immer besser 
dem gleichkonimen. ist jetzt zu finden aus: 


Wie bei den schnelldrehenden Wellen braucht man bier auch nur bis y., fortzufahre 
wenn (Xj^ aus: 


fj'i J'i ""-i' 




herechnet wird. Das Berechnen dcr lioheren Knickkriifle ist auch bier mdglicb, abcr praktisch 
von keinem Wert. 


Appendix 1. 


Sats: Sind und zwei zu cej und o)® gehbrendo Losimgen der DiU'erentialgleichung 
{Ely")" — mco^y = o, so ist 




Beweis: Es gilt: 


(Ef ri/y — m w/ = O 

{RI -qy)” — m 0),/^ rj,, = o 


Aus (I) folgt mq^-^—JEI-qp", so dafi 


... (I) 

... (2) 


jilj, q, m dx (E/ q/y q^ dx. 


Wiederholte partiellc Integration und Einfuhrung von (R hi ")" zz m a) ^ -n Hefert 
fiir diesen Ausdruck: ^ ^ ^ 


Oder mit: 


^2 \ ^ q / q ^ H- El q ” qy — ( E 1 q ^)' q \^ j - |- J m dx -, 

w/ ^ 


I / c 

(I)/ \ ~ qj - j ^ ^ 

if § 

= % \ + ’l/ ~ y, qj q/ - q^ qJi , , ~ 

\ \ ~ r. nj + r. q/ + q^ q^\ ^ „ + 

= -^fqpq^fndx. 
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Es ist hierbei der allgemeine Fall vorausgesetzt, daB die Enden derart elastisch unter- 
stiitzt und eingespannt sind, dafi: 

Q^ = Ml- — ^iri; ■, Q^ = — k^ri^-, 


Es ist also: 


d. h. fiir p^q 


i 

O 




I 

frij,-(i^mdx = o. 

o 


Appendix II. 

Zur Bestimmung der Funktion M (des Biegungsmomentes) aus ihrer zweiten Abteilung 
q (der Belastungsfunktion) verteilt man die Lange I in eine gerade Anzahl gleicher Intervalle 
d. Die zu den Abzissen o, < 5 , 2 (5 ... . gehorigen Ordinaten von q mogen q^, q^, q^ ... . heiBen. 



Durch drei aufeinanderfolgende Punkte q^ und q^ wird nun eine Parabel 
. , _ „ I -35'o + 4?i — S'a „ I S'o — 2 

gelegt und durch Integration wird mit Hilfe dieser Naherungsfunktion das Moment in den 
Punkten i und 2 berechnet. Vorausgesetzt wird, daB an der Stelle 0 ein Moment und eine 
Querkraft Qq auftreten. Es wird: 

-^2 = "^0 + 2 (2o S -1- — (2 !?o + 4 

im allgemeinen, wenn -f- geschrieben wird: 

-f- 00 S + J S2 { + 4S'i + 2^2 + 4 ■ • . (3 — (- i)^) + • • • (3 — (— ) qn-i] 

= : §2 ^ ' 

= g„— iiir n ungerade nnd = o, fiir » gerade. 


Appendix III. 

Sat3: Sind rj^ und rj^ Losimgen der Differentialgleichungen : 

iEiri;y = o 

i ^ 

SO ist y 7)^' 7]^' N dx ~ o. 

o 

Beweis: 

/V V F* = - ^,-/( {E/r,;y - aj d.- = 

a rQ 0 

= ^1- Ei-n; + F/,/ + a, ,, - 1', -ij/'-h ^ /,; f d. = 

= 1^1- V + M, V + 2, - e, ,,)/+ V F,/.- = 

= y V - r^y < -h %}..=/— 

“ ^2/' "'Z “ ^’o \ \ + K % o H 

+^/ 1; %• = ^ij\; V F.*-. 

(Auch hier ist wieder (wie in Appendix I) federnde Unterstiitzung vorausgesetzt 
worden.) 

Deshalb ist: 

fri;ri;Ndx^^j\;r^'Ndx, 

I 

f ^ = o- 


d. h. wenn ^ |x^2 



Resonanzersdieinungen beim Sdilingertank 

Von M. Schuler, Gottingen 
(Hiezu Abb. 3 auf Tafel VI) 

Der Frahmsche Schlingertank hat den Zweck, die Schlingerbewegungen des Schiffes, 
d. h. die Schwingungen des Schiffes um die Langsachse, zu verringern. Er besteht in der 
alteren Ausftihrung aus zwei Wassertanks, die zu beiden Seiten des Schiffes angeordnet sind 
und die unten durch einen Wasserkanal und oben durch einen Luftkanal miteinander verbunden 
sind (Abb. i). Die Tanks sind zur Halfte mit Wasser gefiillt, und dieses kann in dem U- 
formigen Rohre schwingen. Bei der neueren Ausfuhrung (Abb. 2), wie sie auf dem Dampfer 
<^Deutschland» verwendet ist, sind die Tanks auBen am Schiff angebaut. Sie stehen unten mit 




Abb. I Abb. 2 

Frahmscher Schlingertank, altere Ausfuhrung. Frahmscber Schlingertank, neue Ausfiihrung. 

S — Wassertanks; 

H — unterer Verbindungskanal, der mit Wasser gefiillt ist; 

L — oberer Verbindungskanal; 

D = Luftventil, durch dessen SchlieCen die Wasserschwingungen 
im Tank verhindert werden kdnnen. 

dem AuBenwasser in Verbindung und sind oben durch einen Luftkanal zusammen verbunden. 
Auch hier kann das Wasser in den Tanks schwingen, denn das untere Verbindungsrohr bildet 
gewissermaBen das Meer, und in das obere Verbindungsrohr kann keine Luft von auBen zu- 
treten, so daB der eine Spiegel ebensoviel fallen muB, wie der andere steigt. 

Die Wirkungsweise des Tanks erklart Frahm folgendermaBen ^) : 

GroBe Schlingerbewegungen treten nur im Falle der Resonanz des WellenanstoJBes mit 
der Schiffsschwingung auf. Dann hat das Schiff einen Phasenwinkel von 90 Grad gegeniiber 
der Welle. Das Schiff stoBt nun seinerseits die Wasserschwingung des Tanks an. Steht diese 
in Resonanz mit der Schiffsschwingung, so hat sie ihrerseits einen Phasenwinkel von 90 Grad 
gegen das Schiff, also von 180 Grad gegen die Wasserwelle. Die Wasserbewegung des Tanks 
wirkt also der Wellenbewegung stets entgegen und verringert so die Schlingerbewegung des 
Schiffes. Voraussetzung ist, daB die Eigenschwingung des Tankwassers genau auf die Eigen- 
schwingung des Schiffes abgestimmt ist. Die Reibung zwischen dem Tankwasser und dem 
Schiff wird von Frahm vernachlassigt. 

Aj H. Frahm, neuartige Schlingertanks zur Abdampfung von Schiflfsrpllbewegungen und ihre erfolg- 
reiche Anwendung in der Praxis, Jahrbuch der SchifFbautechnischen Gesellschaft 1911. 
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Ich habe nun im AnschluB an die Ausbildung eines kleinen Schlingertanks zur Dampfung 
des Kreiselkompasses den Fall eines einmaligen Ansto^es betrachtet. Setzt man, wie dies 
Frahm getan hat, die Reibung Null, so kann die Schwingimg nach dem Energiesatz nicht ab- 
nehmen, es gibt nur Schwebungen zwischen der Schwingimg des Schilfes und des Tankwassers. 
Man hat also die Reibung bei der Rechnung in erster Linie zu beriicksichtigen. 

Wie die Reibung wirkt, laBt sich am besten an dem Modell (Abb. 3, Tafel VI) sehen, Ein 
Rad (A), das einseitig durch ein Gewicht beschwert ist, kann um seine Achse (B) schwingen. Es 
versinnbildlicht das Schiif. An dem Rade ist ein rundgebogeiies Rohr (C) angebracht, das halb 
mit Wasser gefiillt ist. Oben im Luftkanal sitzt ein Ventil (Z)) , mit dem man die durchstromende 
Luft drosseln und so eine bestimmte Reibung einstellen kann. Oeffnet man den Hahnen ganz und 
stoBt dann das Rad an, so erhiilt man nur eine geringe Dampfung der Radschwingungen, die 
durch die Lagerreibung und die kleine Fliissigkeitsrcibung bedingt ist. SchlieBt man nun den 
Hahnen ganz, so wird die Reibung und man erhiilt wieder eine Schwingimg mit sehr 
geringer Dampfung, da das Wasser jetzt im Rohr nicht mehr schwingen kann. Wenn man aber 
den Hahnen halb offnet und das Rad anstoBt, so erhiilt man eine krilftige Diltnpfung, die durch 
die Energievernichtung bei dem Durchstromen des Hahnes erzeugt wird. Es gibt offenbar eine 
Hahnstellimg, bei der die starkste Dampfung erreicht wird. Reclmet mati die Abhangigkeit der 
Dampfung von der Reibung aus, so erhalt man Abb. 4. h ist die Reibung imd p der Dampfungs- 



Abb. 4. 

Abhangigkeit der Dampfung von der Reibung* 

b Reibung zwischen Tankwasser und Schiff; jx « Dimpfimgsexponent ; 
Kurve I berechnet fUr kleinen Schlingertank ; 

” « « grolkn „ 

V m ^ sehr gro0en Schlingertank, 


exponent Fiir = o und &= 00 wird ptzzzO] dazwischen licgt ein ziemlich flaches Maxi- 
mum^ bei einer verhaltnismaflig groBen Reibung* Bei der liereclmimg der Kurve nahm ich 
den idealen Fall an, daB zwei Pendel, das Schiff und die bdussigkeit, um denselben Punki 
schwingen und proportional ihrer Geschwindigkeitsdiflfcrcnz aufeinander cinwirken; d. h. id 
rechnete zwei reibungsgekoppelte Pendel. 




Der Ansatz lautet: 
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Dabei ist: 


I. 




II. 


dt^ 



I d^ 
[ dt 



(I) 


cp = Neigungswinkel des Schiffes gegen den Horizont. 
tj; Neigungswinkel des Tankwassers gegen den Horizont. 

zzz Eigenschwingungszahl des Schiffes. 

7^2 == Eigenschwingungszahl des Tankwassers. 

= Reibungskonstante des Schiffes gegen das Tankwasser, 
^2 = Reibungskonstante des Tankwassers gegen das Schiff. 

= ^ = positive Konstante, die von dem Grofienverhaltnis 


Tank 

Schiff 


abhangt. 


Die Gl. (i) lassen sich nach den bekannten Methoden der gekoppelten Schwingungen aufiosen. 
Doch ist die Diskussion der Wurzeln nicht ganz einfach. Bei der Berechnung der Kurve (Abb. 4) habe 
ich die Vereinfachung gemacht, dass das Tragheitsmoment des Tankwassers klein sei gegen das Tragheits- 
moment des ganzen Schiffes. 

Bei den bisherigen Betrachtungen spielte die Abstimmung des Wassers im Tank keine 
Rolle, und in dem Modell ist auch die Wasserschwingung viel ktirzer als die Radschwingung. 
Da aber die Ausfiihrungen Frahms sehr liberzeugend sind, so dachte ich, daB bei periodischen 
Ansto^en dit Abstimmung von Bedeutung 'sein werde. Ich rechnete deshalb die erzwungenen 
Schwingungen eines Schiffes mit Tank, wenn man die Reibungskopplung zugrunde legt. Die 
Rechnung ist verhaltnismafiig einfach. 


Der Ansatz lautet: 


I. 

II. 


J 


df^ 


^ dt 

dt 


1 A 

d^ 

df^ 


dt 


) + Vt = ^- 


(,iNt 


( 2 ) 


Man erhalt daraus die Amplitude des Schiffes: 


’’l/ aj^a. 






( 3 ) 


P = Grosse des AnstoBes durch den Seegang auf das Schiff. 

N = Schwingungszahl des WellenanstoBes. 

71 ^ — = Verstimmung des Schiffes gegen den Seegang. 

a2 == — Verstimmung des Tanks gegen den Seegang. 

Ausschlaggebend fur die Amplitude ist der Wert der Wurzel in Gl. (3). 

1. Der Zahler:, 

Das erste Glied verschwindet bei Resonanz mit dem Tank, sonst ist es immer positiv. 
Das zweite Glied ist immer positiv, da die Reibung nie ganz verschwinden kann. Der Zahler 
hat also immer einen positiven Wert. 

2. Der Nenner: 

Das erste Glied verschwindet bei Resonanz mit dem Schiff und bei Resonanz mit dem 
Tank; sonst ist es positiv. Das zweite Glied verschwindet, wenn z=: — r * a2 ist. Dann ver- 
schwindet aber sicher nicht das erste Glied des Nenners. Der Nenner bleibt also im allgemeinen 
positiv und die Amplitude des Schiffes endlich. Ein Ausnahmefall ist nur vorhanden, wenn 
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ist, d. h. wenn die Periode des Wassers im Tank abgestimmt ist auf die Eigenperiode 
des Schiffes. Dann werden alle GHeder des Nenners bei Resonanz mit dem Seegang gleich- 
zeitignull, und die Amplitude des Schiffes wird unendlich, d. h. der Schlingertank versagt gerade 
in dem Falle, der sich nach der Betrachtung von Frahm als Optimum ergibt. 

Um einen besseren Ueberblick zu bekommen, habe ich die Amplitude des Schiffes ab- 
hangig von dem Verhaltnis Wellenperiode/ Schiffsperiode aufgezeichnet (Abb. 5 ). Bei der 



Wellenperiode 


A 


Schiffsperiode (ungedampft) 

Periode des Tankwassers (ungedampft) 
Periode des Schiffes (ungedampft) 


Kurve 


I Schiff ohne Schlingertank 5 

II „ mit Schlingertank, Abstimmung aja2 = i/i; 

V rt Tif ^ ^il ^2 ^2/1. 


Abscisse bedeutet der Wert i die Resonanz von Welle und Schiff. Rechts hiervon schwingt 
die Welle schneller, links hiervon das Schiff schneller. Mit den MaBzahlen der Ordinate muB 
man die statische Neigung des Schiffes fur den betreffenden Wellenimpuls multiplizieren, um 
den dynamischen Ausschlag zu bekommen. Ohne Schlingertank erhalt man die- normale Reso- 
na,nzkurve 1. Sie lauft bei Resonanz ins Unendliche. Haben wir einen mit dem Schiff abge- 
stimmten Tank, so erhalten wir Kurve II. Sie ist ahnlich der Kurve I, liegt aber tiefer. Trbtz- 
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dem lauft sie ebenfalls ins Unendliche, d. h. der Tank versagt bei Resonanz. Allerdings muB 
die Resonanz scharfer sein, wenn sie gefahrlich werden soli. Kurve III ist gezeichnet fiir die- 
selbe GroBe des Tanks, wenn dieser gegen das Schiff im Verhaltnis i zu 2 verstimmt ist, d. h. 
wenn das Tankwasser doppelt so schnell schwingt wie das Schifif. Diese Kurve ist viel giinstiger, 
denn die Resonanzerscheinung ist verschwunden und die Amplitude erreicht nie mehr 
groBe Werte. 

Abb. 6 zeigt die Kurve III mit vergroBerten Ordinaten und zusammengedrangten 
Abscissen, so daB wir ein weiteres Gebiet iiberblicken. Wir erkennen bei dem Werte i die 



Kurve I Schiff ohne SchliDgertank ; 

^ III „ mit Schlingertank, Abstimmung a^ja^ = 2/i. 

Resonanz mit dem Schiffe und bei dem Werte 2 die Resonanz mit dem Tankwasser, das ja 
doppelt so schnell schwingt. Kurve I, die Resonanz funkt ion ohne Schlingertank, ist zum Ver- 
gleich auch eingetragen. Man sieht jetzt, daB Kurve III ahnlich ist wie die Resonanzkurve einer 
gedampften Schwingung, nur daB das Maximum gegen den Resonanzpunkt verschoben ist in 
Richtung nach der Eigenschwingung des Tanks. Bei der Resonanz mit dem Tankwasser tritt 
ein weiteres Maximum nicht auf. Es gibt eine giinstigste Reibung, bei der die Resonanzkurve 
am niedrigsten bleibt, und diese ist annahernd dieselbe wie die giinstigste Reibung, die aus 
dem einmaligen AnstoB in Abb. 4 gerechnet wurde. 

Fiir den Bau von Schlinger tanks ergibt sich daraus die Folgerung, daB die bisherige, 
miihsame Abstimmung von Schiff und Tank nicht nur unnbtig, sondern falsch war. Man muB 
eine Verstimmung zwischen beiden von wenigstens 20 % anstreben. Dagegen muB die Reibung 
in den Drosselventilen genau eingestellt werden und am besten regulierbar sein, um den Tank 
vollig ausniitzen zu konnen. 

Bisher haben sich die Schlinger tanks auf Schiffen gut bewahrt. Dies liegt wohl daran, 
daB eine genaue Abstimmung zwischen Schiff und Tank nicht moglich ist, weil sich die 
Schwingungszeit des Schiffes mit der Ladung andert, Sollte aber zufallig einmal genaue 
Resonanz zwischen Schiff, Schlingertank und Seegang gleichzeitig eintreten, so miiBte der 
Schlingertank versagen und das Schiff plotzlich sehr stark schlingern. So soli z. B. «Deutsch- 
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land», deren Tankquerschnitt in Abb. 2 dargestellt ist, plotzlich stark geschlingert haben, obwohl 
der Tank angestellt war. Diese Erscheinung verschwand nadiher wieder, Vielleicht lag hier 
ein derartiger Resonanzfall vor. Jedenfalls beugt man solchen Versagern am besten durch eine 
absichtliche Verstimmung zwischen Schiff und Tank vor. 

Fiir die praktische Verwendung meiner Rechnung muB ich darauf hinweisen, daB ich die Reibung 
proportional der Geschwindigkeit gesetzt babe. In Wirklichkeit geht aber die Flussigkeitsreibung mit 
einer hoheren Potenz (etwa der 1,5). Dies macht bei den prinzipiellen Ergebnissen nichts aus, aber 
bei der Bestimmung der Reibungs-Konstanten muB man vorsichtig sein, da sie eine Funktion der 
Amplitude wird. Auch der Riickdruck des austretenden Strahles bei dem angebauten Tank und die 
Druckhohe des Wassers im Tank, die beide proportional sind, kann man in diese sogenannte 
„Reibungskonstante“ hereinwerfen. 

Ferner nahm ich an, daB die Schwingungsmittelpunkte von SchifF und Tankwasser zusammen- 
fallen. Bei den neuen Ausfiihrungen, wo die Wasseroberflache im Tank etwa dieselbe Hdhe hat wie 
die Wasserlinie, ist diese Forderung recht gut erfullt. Sollten DifFerenzen vorhanden sein, so ergeben 
sich dadurch Koppelungsglieder proportional der Beschleunigung, welche kleine Korrekturen notwendig 
machen. Da nun FrAhm nur die Beschleunigungskoppelung ohne Reibung berechnet hat, so konnen 
diese Arbeiten von Frahm bei der Korrekturrechnung verwendet werden. Damit decken wir den 
Unterschied zwischen meiner und der FRAHM^schen Rechnung auf, Denn die Glieder der Beschleuni- 
gungskoppelung erscheinen im Nenner der Gl. (3) als -f ^4 _j_ ^ ^^nn d die Beschleuni- 

gungskoppelung miBt. Setzt man nun ^ o, so wird zn o fur a2 = o; wird aber b groB, so kann A 
sehr groB werden, wenn nicht sehr groB ist, was bei den neuen Ausfiihi'ungen sicher nicht der 
Fall ist. 

Doch mochte ich betonen, daB ich die Verdienste von Frahm fur die Ausbildung des 
Schlinger tanks voll anerkenne. Aber die theoretische Darstellung von Framh ist offenbar nicht 
ausieichend, und da sie in die neueren Bucher der Mechanik ubernommen wurde, so mochte ich 
dies hier klarstellen. 

Genau wie einst A. FOppl bei dem SchifFskreisel, dessen Gleichungen sehr ahnlich auf- 
gebaut sind, auf die Wichtigkeit der Energiezerstreuung durch eine Bremse hingewiesen hat, 
so muB ich heute von dem Schlingertank sagen: Die Reibung ist das Wichtigste und Aus- 
schlaggebende. Man darf sie in den Gleichungen nicht einfach vernachlassigen, sonst kommt 
man zu Trugschliissen. 



Sur rapplication de I’asservissement a la 
stabilisation des navires 

Par H. Beghin (Lille) et P. Monfraix (Paris) 

Du point de vue mathematique, le probleme de la stabilisation des navires se confond 
avec la recherche des termes qu’il convient d’introduire dans I’equation du roulis pour que 
1 amplitude des oscillations qu’elle represente se trouve reduite. 

Un stabilisateur doit done introduire, soit des forces d’inertie auxiliaires (par exemple, 
stabilisation gyrostatique) , soit des forces exterieures nouvelles: Les seules forces dont on 
puisse disposer sont les forces dues a la pesanteur (Deplacement de poids a bord) et les resis- 
tances hydrodynamtques. Nous ne retenons que les deux premieres methodes, qui ont d’ailleurs 
fait leurs preuves. La derniere est peu interessante, ne serait-ce que par I’infiuence nuisible 
que le stabilisateur ne manquerait pas d’exercer sur la vitesse du batiment. 

Si, se plagant a un point de vue plus eleve, on introduit la notion d’energie, il apparait 
que, pour stabiliser, il faut, ou bien empecher I’energie de la houle de se communiquer au navire, 
ou bien absorber cette energie au moyen d’une source negative. S’inspirer uniquement de la 
premiere methode conduirait a priver le batiment de toute defense lorsqu’il se trouverait 
derange de sa position normale. Ce serait le cas d’une stabilisation par allongement pur et 
simple de la periode de roulis: une source negative d’energie est indispensable. 

Mais, pour donner a un dispositif toute son efficacite, il est essentiel que le deplacement 
de masses aussi^ considerables soit parfaitement discipline, de sorte que I’asservissement de la 
position de 1 element mobile qui constitue le stabilisateur aux circonstances de I’oscillation 
du navire parait etre la seule methode a retenir. 

I. Stabilisation par deplacement transversal de poids 

Un navire de poids porte un stabilisateur de poids p p = P); soient I et i 

les moments d’inertie du batiment et du stabilisateur par rapport a I’axe d’oscillation' 0.2 .| 
(■^1 “f" * ■^)' De stabilisateur est suppose a liaisons completes: les coordonnees x ot y de I’un 
quelconque m de ses elements par rapport a des axes Ox, Oy lies au batiment dans un plan 
transversal sont des fonctions d’un parametre u 

x = f(u); y = q>(u), 

que nous pouvons supposer etre I’abscisse du centre de gravite du stabilisateur, I’ordonnee 
etant fonction de w: 

I,mf{u)——u-, 'Slmw!u)=—v. 

g 

Dans la position normale d’6quilibre, u est suppose nul, ainsi que^^^j ~ represente la courbure 

uu 

^ de la trajectoire du centre de gravite du stabilisateur. 

Le centre de gravite total pour m = o a une ordonnee o, le metacentre a une ordonnee r; 
posons ’ 

P{r — a) = K^I. ... ... ... ... ... ... ... (I) 

4» designera I’escarpeinent de la houle, co sa pulsation, v le coefficient de M. Bertin. 
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Nous aliens etudier les petites oscillations du systeme au moyen des equations de 
Lagrange : 

La force vive ^ T a pour expression 

2 7 == /e'2 S (^'2 ^ ^'2) ,/2 ^ 2 S #2 (/cp' — cp /') ?/ 0 ', 
ou 0' et designent les derivees, par rapport au temps t de Tangle de roulis 0 et du para- 
metre u. En premiere approximation, on peut faire u = 0 dans les coefficients de cette 
expression. 

Cela pose, remarquons que, si on eleve le stabilisateur de la quantite h, I’expression 
Jim {fep' — epf^) s’accroit de — 2mf' ho\x — ^h; si done h designe la hauteur du stabilisateur 
au-dessus de la position qui annule 2 m {f q)^ — cp /') , on a 

2T = n’^-\-Hu'‘^ — 2^hu'^' ( 2 ) 

Le travail virtuel des forces actives pour un deplacement S0, hu est 

^ S// -j- 7 (r — a) (v <& sin (d t — 0) S0 — p ^0 j S// — pu S0 ; 

(P, puissance developpee a bord pour assurer Tavertissement du stabilisateur). 

L’equation relative au parametre 0 


p u -A- P (r — a)%=:P(r — ci) ^ simn t, ... (3) 

O 

donne le mouvement de roulis; 1 autre, relative au parametre u donne la puissance P a mettre 
en jeu: 

+:!)]= (4) 

supposons le parametre u asservi a I’angle de roulis 0 par une relation de la forme 

puz=A%"-^B^'^C%, (5) 

oil A, B, C sont des constantes. 

L’equation (3) fait alors connaitre la loi de variation de 0. L’etude de I’oscillation 
forcee donne pour u, lors du synchronisme (m = i?^), I’amptitude U ^ definie par 

, tt Ph' — ^ 

pu^= — ^ Ava> (6) 

g 

II est remarquable que cette valeur soit independante des coefficients A, B, C, de sorte 
que, si la houle synchrone est de celles qu’on est appele a rencontrer, il est impossible de donner 
m stabilisateur un p aids inferieur h celui que deiinit la relation (6) ou designe I’ amplitude 
maximum dont on dispose d bord. 

On est alors conduit a chercher la conditiori que doivent remplir les constantes A, Bj C 
pour que 1 amplitude maximum de soit justement realisee lors du synchronisme; elle se 
traduit par la relation 

[(C—AK^)^-^B^K^]^ — I{C — AIOy=o 


(7) 
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Or le systeme peut agir uniquement par son poids (eq. (3), terme pu), ou aussi par 
r ph 

son inertie (eq. (3), terme Dans le premier cas, il y a interet a profiler de toute 

la largeur du batiment, c est-a-dire que la surcharg'e doit pouvoir se concentrer tout entiere 
sur un bord ou sur 1 autre (chariot mobile sur un chemin de fer transversal, surcharge liquide). 
Dans ce premier cas, h represente la hauteur du chemin de fer au-dessus de Taxe d’oscillation. 
La formule (6) montre qu’il y aurait quelque interet a augmenter A, pour profiter des forces 
d inertie, mais cet avantage risque d’etre un peu illusoire en raison des inconvenients inherents 
a I’lnstallation d’un dispositif de ce genre au-dessus du pont, en particulier de I’immobilisation 
dune surcharge inactive dans les superstructures. 

En outre, le coefficent de stabilite P (r — a) se trouverait diminue si les surcharges 
se trouvaient au-dessus du metacentre differentiel. Negliger h permet d’ailleurs de verifier 
1 equation (7.) en annulant A et Cj ce qui simplifie la relation d’asservissement et par suite 
I’appareillage electrique qui est charge de I’assurer. 

Si un dispositif utilise en partie les forces d'inertie, s’il comprend par exemple des 
masses en rotation alternative, la hauteur h ne se confond plus avec v; i\ y alors tout interet 
a augmenter h, ce qui ne presente aucun des inconvenients signales; mais il y a lieu de re- 
marquer que dans ce cas on ne profiterait pas de toute la largeur du batiment pour les varia- 
tions de u. 

Etudions un dispositif du premier genre, avec 

n = b~, h = o ( 8 ) 

Determinons son poids p par la condition d’etre susceptible de stabiliser le batiment 
sur toute houle d’escarpement donne <5^). 

Si L est I’amplitude maximum dont on dispose a bord pour u, p est defini par 

p L = P[r~a)^)^^ _ _ 

Sur une houle d’escarpement le mouvement sera defini par 


dT^ K dT'^^ 


’■ sin T, 


ou Ton a pose 


:Xv4>; T = 




L’amplitude A des oscillations forcees de X et I’amplitude TJ de m sont donnees par 


at v(})o 


Pour tout escarpement $ inferieur ou egal a le stabilisateur se meut entre les 

qni lui sont permists, quelle que spit la periode de la houle. 

Le degre de stabilisation, qu’on peut caracteriser par la valeur de peut Ure pris aussi 

grand qu’ on le veut sans qu’on ait a augmenter I e poids de la surcharge; il suf fit de pouvoir 
augmenter le coefficient ^, ce qui n’inter esse que I’appareillage electrique. 

La puissance a mettre en jeu est donnee par la relation (4) qui s’ecrit id 

P . dn , b de , 

+ e ... (.3) 
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Cette expression a pour periode la moitie de la periode de la houle; ses deux premiers termes, 
purement sinusoidaux, sont sans efficacite pour la stabilisation, le tioisieme (jui est en qua- 
drature avec les deux premiers, est essentiellement negatif, ce qui met en evidence I’absorption 

d’energie. II y a interet a se debarrasser des deux premiers; on annulera done 

synchronisme, en donnant a la trajectoire du centre de gravite une courbure telle que le 
stabilisateur, livre a lui-meme, ait la meme periode propre que la houle. Pour les autres valeurs 
de CO, ces termes sinusoidaux seront demandes a un organe elastique r%lable (ressorts, com- 
pression d’air). 

Ce resultat est conforme a la theorie des phenomenes de resonnance secondaire: dans 
un appareil recepteur de T.S.F., par exemple, forme d’un primaire et d’un secondaire, parfaite- 
ment accordes sur I’onde a recevoir, le primaire passe toute son energie au secondaire, si bien 
qu’il devient impossible de recevoir sur le primaire: le batiment, le stabilisateur, la houle 
jouent respectivement les roles du primaire, du secondaire, de I’onde a recevoir. 

Cet accord etant suppose realise, la puissance oscille entre zero et 


P„,——pbA?(y^fio^ 


i/2 

D' ■ 


§ 


U 


On voit que, pour une houle synchrone, circonstance dans laquelle a sa valeur maxi- 

V O . . . . , , 

mum , la puissance maximum mise en oeuvre diminue et tend vers zero d mesure que ^ 

augment e, c^est-d-dire d mesure que la stabilisation est plus par f ait e, Ce phenomene n’est 
paradoxal qu’en apparence, car Tenergie communiquee par la houle diminue et le mouvement 
du stabilisateur devient exactement celui qu'il aurait s'il etait libere. 

Etude plus complete 

On serrera le probleme de plus pres en introduisant les resistances hydrodynamiques 
de moment iVi ^— | , en tenant compte de Tarret de la surcharge en fin de course pour les 

valeurs exagerees de — et de Toscillation libre qui renait constamment du fait de la variation 
at 

des constantes de la houle. 

Pour cette etude, il nous a paru commode d’effectuer la transformation 


x = 'k-, y. 


( 1 ) d\ 


K dT^ 

L’equation du mouvement est alors 

dy 


avec T=(jit; e=:Xv<I>, 


dx 


^ — f (p) sin T, 


(h) 


(IS) 


en posant, pour | p v i'j;/ 1 < v Oq, 


= e=±i, zp>0; 

. r ■ 


et pour I p V ® jy I > V (surcharge bloquee), 

V , 3^ 

4 


fij) 


^^-j-e-yiVv$y; e=±i, ej/>o. 
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Les courbes en ^ ct y se tra.cciit alors . facilemcnt, cn figurant la courbc x — — f (y‘) et remar- 
quant que le premier membre de I’equation (15) represente I’abscisse du point N ou la normale 
au point M (x, y, T) de la courbe rencontre I’axe des jtr. On remarquera enfin que I’arc MM' 

K 

decrit dans le temps A P a pour valeur — MN A T. La figure i montre I’aspect de I’une de 

ces courbes. Elies mettent en evidence I’existence d’un regime quasi permanent represente, 
pour la houle synchrone, sensiblement par un cercle. Cette remarque nous permet de determiner 
approximativement les circonstances du mouvement de la surcharge mobile et de calculer 
1 amplitude de cette oscillation de regime permanent: 

Supposant la formule approchee \ = L cos T, I’instant ou la surcharge est en fin 
de course est defini par 

A p V <I> .r 2 « Pj = V <l>o ; ••• (16) 

1 equation (i) multipliee par dx et integree de T = 0 k T = 71 conduit a la relation 


N 


V 2 < 1)^2 


P Pj 


V 




sz'n Pj 


- cos T 




(17) 




b: Surcharge bloqu^e 
d : Surcharge en mouvement 
C : Asymptote 


Fig. 2. 

Courbe A: Valeurs de Xi sans stabilisateur 
Courbe B: Valeurs de avec stabilisateur 
Courbe C: Valeurs de A sans stabilisateur 
Courbe D : Valeurs de A avec stabilisateur 


La figure 2 donne les variations de A et de 7^^ deduites de ces deux equations. 

Pour de grandes valeurs de p et des valeurs de v $ nettement superieures a v $(,, on obtient 
une aplitude 0 = Av$ independante de 




7C 


-2 v 4>0. 


II n y a done pas interet, dans ce cas, a augmenter le coefficient d’asservissement 
La mise en route du stabilisateur se fera avec une valeur faible de on la fera croitre ensuite 
progressivement a mesure que I’effet stabilisateur se manifestera. 

L’equation (8) de I’asservissement sera realisee electriquement, la vitesse — etant 
. ,, dt ■ 

materialisee par un petit gyro a axe horizontal rappele vers une position d’equilibre normale 
a la ligne de foi du navire par un couple reglable d’origine electromagnetique. Ce dispositif 
indique ties fidMement la vitesse angulaire du roulis surtout si Ton prend soin de le soustraire 
au tangage. Le reglage du couple realise les diverses valeurs du coefficient d’asservissement 
Les girations ont un effet negligeable, comme le montre leur etude.. 
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IL Stabilisation par inertie gyrostatique 

Nous ne ferons qu’effleurer ce sujet: les axes de deux gyros identiques, de meme moment 
cinetique Hj peuvent evoluer en sens contraire dans le plan de symetrie du batiment. La 
bissectrice de leur angle reste orientee suivant la ligne de pente de ce plan malgre le tangage. 
Cet angle 2 y est lie a Tangle de roulis par la relation d’asservissement 

Une liaison elastique reglable relie les deux gyros Tun a Tautre, ce qui permet d’eco- 
nomiser la puissance a mettre en jeu en profitant de la resonance secondaire. L’equation du 
roulis est alors identique a Tequation (10), et Tetude du dispositif peut se calquer sur la pre- 

cedente, avec cette difference essentielle que ce sont les valeurs exagerees de 0 et non de — 

dt 

qui bloquent les gyros en fin de course, et que, d'autre part, leur action, dans cette position, 
s^annule rigoureusement. 


Le degre de stabilisation^, pour les valeurs de ^ inferieures a\/ 2 est inferieur a i; 

il augmente avec /J et^pour y5>y'2,tout en restant voisin de i pour les houles a longue 
periode. 


0,85 etant adopte comme valeur limite de sin^, /? doit etre inferieur a 


H 


, si Ton 


veut eviter le bloquage; H doit done valoir au moinsj^Zl®y£.. 

L7 

Si 1 on donne au systeme forme par les deux gyros et le lien elastique qui les unit une 
periode propre egale a celle de la houle, la puissance a mettre en jeu a chaque instant est essen- 

( ^ 0\2 

; mais le gain provenant de la resonance secondaire est 
beaucoup moins important que dans le premier probleme. 
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Gekoppelte Torsions* und Biegungsschwingungen 

von Tragfliigeln 

Von H. Blenk, Berlin-Adlershof 
(Hiezu Tafeln VII und VIII) 

Schwingungen an Tragfliigeln sind in den letzten Jahren wiederholt beobachtet worden, 
Schon wahrend des Krieges traten an den weichen einliolmigen Unterfliigeln der sogenannten 
Anderthalbdecker Schwingungen au£ und fiihrten gelegentlich zu Briichen. Besonders gefahrdet 
sind jedoch die freitragenden Fliigel, die seit Kriegsende besonders in Deutschland wegen 
ihrer aerodynamischen Vorteile vielfach gebaut werden. Die aerodynamischen Vorteile der 
freitragenden Bauart werden aber bekanntlich stark eingeschrankt, wenn nicht gar aufgehoben 
durch den Mehraufwand an Gewicht, den diese Bauart verlangt. Dabei ist dieser Mehraufwand 
an Gewicht nicht etwa aus reinen Festigkeitsgriinden erforderlich, sondern zum groBen Teil, 
um die Schwingungsgefahr zu vermindern. Wann diese Gefahr wirklich vorliegt, und wie sie 
etwa zu vermeiden ist, dariiber ist bisher nur wenig bekannt. Es ist selbstverstandlich, daB 
die Gefahr mit zunehmenden Fluggeschwindigkeiten wachsen muB. Besonders ftir Kunst- und 
Jagdflugzeuge, die ihrer Endgeschwindigkeit (Sturzfluggeschwindigkeit) praktisch ziemlich 
nahe kommen, ist also die Untersuchung gefahrlicher Schwingungen eine Lebensfrage; fiir 
diese Flugzeuge wird bei freitragender Bauart der erforderliche Mehraufwand an Gewicht so 
groB, daB die freitragende Bauart eigentlich keine Vorteile mehr bietet Aus dieser Erkenntnis 
heraus geht man neuerdings fiir diese Bauaufgabe wieder mehr zur verspannten Doppeldecker- 
bauart tiber; ob mit Recht oder nicht, kann heute noch nicht entschieden werden. Jedenfalls 
kann man behaupten, daB die Schwingungsfrage in dem Konkurrenzkampf zwischen dem frei- 
tragenden Eindecker und dem verspannten Doppeldecker eine bedeutende Rolle spielen wird. 

Mit den Schwingungserscheinungen an Tragfliigeln haben sich bereits eine Reihe von 
Forschern befaBt. Birnbaum i) hat in seiner Gottinger Dissertation das ebene Problem des 
Schlagfliigels auf Grund der PRANDTLschen Theorie untersucht und dabei theoretisch und experi- 
mentell nachgewiesen, daB ein Flitgel vom Seitenverhaltnis ^ angefachte Schwingungen iiur 
bei 2 Freiheitsgraden ausfithren kann, namlich wenn man eine Biegung und eine Torsion des 
Fliigels zulaBt. DaB immer zwei Freiheitsgrade fiir das Auftreten angefachter Schwingungen 
notwendig sind, hat auch eine andere Untersuchung von v. Baumhauer und Koning^) in der 
hollandischen Versuchsanstalt fur Luftfahrt gezeigt. v. Baumhauer und Koning betrachten ein 
Flugel-Querrudersystem; der Flitgel von endlicher Spannweite schwingt starr um seine Ein- 
spannachse, das Querruder um die Ruderachse. Die theoretische und experimentelle Untersuchung 
zeigt, daB dieses System angefachte Schwingungen ausfithren kann. Die Schwingungen ver- 
schwinden, sobald einer der beiden Freiheitsgrade gebunden wird. Es ist ein Fall bekannt, 
wo nach Verstarkung der Querruder solche Schwingungen aufgetreten sind und zum Bruch 
des Fliigels gefiihrt haben. Weiter sind von Scheubel 3) in Aachen Untersuchungen tiber 
Schwingungen des Systems Fliigel-Hohenleitwerk, sowie iiber das Flattern des Leitwerks iiber- 

1) Birnbaum, Das ebene Problem des schlagenden Flugels, Gottinger Dissertation 1922 ; s. auch 
Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1923, S. 290 und 1924, S. 277. 

2) V. Baumhauer und Koxing, Onstabiele trillingen van een draagvlak-klap systeem, Verslagen 
en verhandelingen van den rijks-studiedienst voor de Luchtvaart Amsterdam, Deel II — 1923. 

ScHEUBEL, Schwingungserscheinungen des Segelflugzeugs Rheinland, Berichte u. Abhandlung 
d. Wissensch. Gesellsch. f. Luftfahrt 1925? S. 103* — Ueber das Leitwerkflattem und die Mittel zu seiner 
Verhutung, Berichte u. Abh. d. Wiss. Ges. f. Luftfahrt 1926. 


231 


haupt angestellt worden. Neuerdings hat Reissner Untersuchungcn iiber die erforderlidie 
Torsionssteifigkeit freitragender Fliigel angestellt. Er stellt die Bedingungen fiir die statische 
Torsionsstabilitat bei iiber die Spaunweite konstantem und veranderlichein Torsionsmodul auf. 
Die Untersuchungen, iiber die ich heute berichten will, babe ich gemcinsarn mit F. Libbers s) 
bei der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt durcligefiihrt. Sie befasseii sich mit den 
Torsions- und Biegungsschwingungen des freitragenden Fliigels an sich, also ohiie Beriick- 
sichtigung der Querruder. Auch diese Art von Schwingungen sind in der Praxis beobachtet 
worden, einmal 1923 an einem Segelflugzeug in der Rhon, ferncr an einein deutschen Sport- 
flugzeug mit halbfreitragendem Flugel ®) . 

Zunachst will ich ganz kurz die Theorie beschreiben, die wir un.s von dem Vorgang 
gemacht haben (Abb. i). Die Biegungsschwingungen des freitragenden Fliigels stellen wir 



Abb. I. Vereinfachtes Bild der Torsoins- und Biegungsschwingungen eines freitragenden Fliigels. 

uns als eine einfache Drehschwingung urn die Einspannachse vor. Die ruckfiihrentle elasStische 
Eraft sei proportional dem Ausschlagwinkel /I Die Torsion des Miigels bestehe in einer 
Verdrehung um eine feste Achse, die sogenannte elastische Adise. Sie ist definicrt als die 
Achse, in der man die Belastung anbringen mufi, um reine Biegung zu erhaltem Das riick- 
fiihrende Moment sei wieder proportional dem Verclrchungswinkel pro .Langeneinheit i) A a/bx. 
Weiter beriicksichtigen wir die innere elastische Dainpfung, indeni wir sowohl fitr Biegung 
als auch fiir Torsion ein weiteres died proportional der Geschwindigkeit der Verbiegung, bezw. 
der Torsion ansetzen. Die Luftkrafte und -momente entnehmen wir den bekannten Wind- 
kanalmessungen, abhangig vom Anstellwinkel des Querschnitts und vom Seitenverhriltnis des 
ganzen Fliigels. Dieser Ansatz wird solange berechtigt sein, als der Windweg wiihrend einer 
Schwingung des Fliigels gro6 gegeniiber der piiigeltiefe ist. Fitr eine .genaucrc Theorie 
miiBte man die LuftkrMte gemafi der PRANDTLSchen Tragfliigeltheorie einfiihren, wie es Birn- 
BAUM getan hat. Der wirksame Anstellwinkel, der fiir die Luftkrafte inaBgebend ist, ist glcich 
dem geometrischen Anstellwinkel, vergroBert um zwei Glieder, die von der l^iegungs- und der 
Torsionsschwingung herriihren. Biegt sich der Fliigel nacli oben durch, so ist der wirksame 
Anstellwinkel wahrend der Verbiegung kleiner als der geometrische. Wird der Flugel nach 
groBeren Anstellwinkeln hin verdreh.t, so ist wahrend der Vedrehimg der wirksame Anstell- 

4 ) Reissner, Neuere Probleme aus der Flugzeugstatik, Zeitschrift jfttr Flugtechmk und Motor- 
luftschifFahrt (ZFM) 1926, S. 137 und 179. 

Blenk und Libbers, Gekoppelte Torsions- und Biegungsschwmgungen von Tragfliigeln, ZFM 
1925, S. 479 und 1926, S. 286. 

«) Raab, FlUgelschwingungen an freitragenden Eindeckem, ZFM 1926, S. 146. 
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winkel groBer als der geometrische, sobald die elastische Achse vor der Mitte des Fliigels 
liegt, was praktisch immer der Fall ist. Auf diese Weise vermitteln die Luftkrafte eine Koppe- 
lung zwischen der Biegungsschwingung und der Torsionsschwingung in den Dampfungs- 
gliedern. Eine weitere Koppelung entstelit aber diirch Massenkrafte, wenn namlich Scliwer- 
achse und elastische Achse nicht zusammenfallen. Ist die Biegungsschwingung nach oben be- 
schleunigt, so bewirkt die hinter der Drehachse gelegene Masse des Fliigels infolge ihrer 
Tragheit eine Verdrehung nach groBeren Anstellwinkeln hin. Ebenso bewirkt eine Beschleuni- 
gung der Torsionsschwingung infolge der Tr^heit der Massen eine positive Verbiegung. Die 
Gleichungen fiir die Biegungs- und die Torsionsschwingung enthalten also eine Koppelung in 
den Beschleunigungs- und den Dampfungsgliedern, auBerdem eine einseitige Koppelung in den 
Kraftgliedern, da die Luftkrafte von dem Winkel der Verdrehung abhangen, aber nicht von 
dem Winkel der Biegung, 

Wir erhalten so zwei simultane Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten, deren Losungen wir proportional ansetzen. FiirX ergibt sicli eine Gleichung 
vierten Grades. Soil Stabilitat herrschen, so rniisen die Wurzeln dieser Gleichung positiv 
sein, Oder, falls sie komplex sind, positiv reellen Teil besitzen. Die Bedingungen dafiir sind, 
daB die Koeffizienten der Gleichung und die RouxHsche Diskriminante positiv sind. Einer der 
Koeffizienten bedeutet die statische Torsionsstabilitat, die Reissner in seiner vorher erwahnten 
Arbeit allein betrachtet. Es entstelit nun die Frage, welche von den Bedingungen inaBgebend ist. 

Zur Untersuchung der Stabilitatsverhaltnisse sind also eine ganze Reihe von Zahlen- 
angaben fiber Flugzeugflfigel erforderlich: Gewicht, Tragheitsmomente, Schwerpunkt, elastische 
Achse, die elastischen Konstanten der Biegung und der Torsion, der Biegungsdampfung und 
der Torsionsdampfung. Von einigen dieser Werte weiB man heute noch nichts. Mit den zu 
ihrer Bestimmung erforderlichen Versuchen ist in den letzten Wochen bei der Deutschen Ver- 
suchsanstalt ffir Luftfahrt begonnen worden. Ein deutsches Flugzeugwerk stellte in sehr zuvor- 
kommender Weise zwei Flfigel eines halbfreitragenden Hochdeckers ffir die ersten Unter- 
suchungen zur Verffigung (Abb. 2). Das betrefifende Flugzeug war zuerst mit dem unbe- 
plankten Flfigel ausgerfistet und geriet mehrmals bei groBen Geschwindigkeiten in Schwin- 
gungen, die in einem Falle sogar zu Flfigelbruch ffihrten. Daraufhin wurde der Flfigel mit 
Sperrholz beplankt. In der neuen Ausffihrung sind keine Schwingungen wieder beobachtet 
worden. Es ist also besonders inter essant, daB gerade diese Flfigel untersucht werden konnten. 

Ich will nun der Reihe nach auf die einzelnen Yersuche und deren Ergebnisse eingehen. 

Die Bestimmung des Tragheitsmomentes urn eine zu den Holmen parallele Achse geschah 
durch Pendelversuche. Die Dampfung der Schwingungen war dabei so klein, daB sie ohne Be- 
denken vernachlassigt werden konnte. Das Tragheitsmoment urn die Einspannachse wurde rech- 
nerisch aus der ziemlich genau bekannten Massenverteilung fiber die Spannweiteermittelt. Sodann 
wurde der Flfigel in einem fest fundamentierten Eisengerfist eingespannt (s. Abb. 3 und 4). 
Die Einspannung wurde an den Originalbeschlagen entsprechend der Einspannung am Flug- 
zeug ausgeffihrt. Die Einspannung entspricht allerdings nicht genau den Voraussetzungen 
unserer Theorie. Am Flugzeug und an unserem Prfifstand ist der Flfigel auf zwei Punkten 
gelenkig gelagert, ffir die Theorie nehmen wir eine starre Einspannung an dem auBeren Lagers 
punkte an. Zunachst wurden nun statische Belastungen des Flfigels vorgenommen und die 
Durchbiegungen gemessen (s. Abb. 3). Die Belastungen wurden immer in Einzellasten an den 
Holmen oder an einem fiber den Flfigel gelegten Balken angebracht. Die elastische Achse wurde 
durch Belastung des Vorderholms und Hinterholms mit dem gleichen Gewicht ermittelt. Es 
zeigte sich, daB die elastische Achse praktisch parallel den Holmen lauft. Beim unbeplankten 
Flfigel teilte die elastische Achse die Entfernung Vorderholm-Hinterholm (600 mm) im Ver- 
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haltnis 248 : 352, beim beplankten Fliigel im Verhaltnis 225 : 375. Die Schwerachse des 
Fliigels lag in beiden Fallen rund 12 cm hinter der elastisclien Achse. Aus den Belastungs- 
versuchen erkennt man, dafi das MaB der Verbundwirkung der Holme fiir den beplankten 
Flugel wesentlich groBer ist als fiir den unbeplankten Fliigel. Bei dem unbeplankten Fliigel 
hangt der Verdrehungswinkel wesentlich von der Angriffsstelle des Moments ab, bei dem 
beplankten Fliigel dagegen nicht. D. h. die Torsionsbeanspruchimg wird bei dem unbeplankten 
Fliigel zum groBen Teil als Biegung in den Holmen aufgenommen, wahrend der beplankte 
Flugel als homogener Korper fiir die Torsion betrachtet werdcn kann. Dieser Punkt ist in 
unserer Theorie unberiicksichtigt geblieben; er ist aber sicker nicht unwcsentlich. Wir werden 
nachher sehen, wie die dadurch entstehenden Schwierigkeiten vermieden werden. 

Die Versuchseinrichtung fiir die eigcntlichen Schwingungsversuche besteht in einem 
schweren Bock (s. Abb. 4), der am auBeren Ende des I'Kigels aufgestellt ist. Er tragt auf 
beiden Seiten Trommeln, iiber die cin Papierstreifen von etwa i m Lange in rund 3 Sekunden 
abrollt. Auf diese Trommeln schreibcn Vordcr- und Hintcrkante des I'liigcls ihre Bewegung 
auf. Eine Stimmgabel von 16 Schwingungen pro sec gibt die Zeiteichung, cin am Bock 
befestigter Zeiger die Nullinic, fiir den Fall, daB der umlaufende I’apierstreifen sich verschiebt. 
Die Trommeln werden durch einen Elektromotor in Umdrehung versetzt. Urn die Gleich- 
zeitigkeit auf beiden Papierstreifen festzustellcn, wurdc cine LeiUrng mit zwei hintereinander 
geschalteten Fimkenstrecken so angelegt, daB l)cide Funken das Papier an einer bestimmten 
Stelle gleichzeitig durchschlagen miissen. Die Auslcisung der Fliigelschwingungcn geschah 
durch Belastung des Fliigels und Abbrennen des Aufhangcfadens mittels einer Ltitlampe (Abb. 
5 und 6). Die Biegungslast greift direkt an der elastisclien Achse an. Die Torsionsbelastimg 
wird der Einfachheit halber am Hinterhohn angebracht, wiihrend die elastische Achse am 
Flugelende in einem Kugellager fest gelagcrt wir<l. Ich will gleich hier erwahnen, daB bei 
reiner Biegungsbelastung des Fliigels sofort infolge cler Massenwirkung (Schwerachse hinter 
elastischer Achse) gekoppelte Schwingungen entstchen. Ihn reine Biegungs- und reine Tor- 
sionsschwingungen zu erhalten, haben wir durch Anbringen von Zusatzgewichten den Schwer- 
punkt in die elastische Achse verlcgt. Die Zusatzgewichte itndern leiliglich Masse und Trag- 
heitsmomente des Flugels, die elastisclien Eigenschaften bleilien imveriindeii. In den Abb. 
7 — 12 zeigen die ersten beiden Rcihen direkt die Aufzciclmungcn der beiden Schreibstifte an 
der Vorder- und Hinterkantc des B'liigels. Aus beiden liiBt sich die Biegung der elastisclien 
Achse (3. Reihe) und die Torsion uni diese (4. Rcilic) leicht berechiieii. Bei dem unbeplankten 
Fliigel sind die Schwingungsdauern von Biegung un<l Torsion nahezu gleich, bei dem beplankten 
Fliigel schwingt die Torsion fast doppelt so sclinell als die Biegung. Durch die Verlegung 
der Schwerachse in die elastische Achse konnteii bisher iiichl ganz reine. Biegungs- oder 
Torsionsschwingungen erzeugt werden. Vielleiclit liegt das daraii, daB sowohl der Biegungs- 
tnodul als auch die Biegungsdaiiipfuiig veranderlich iiber die Tiefe des h'liigels ist. Es hat 
den Anschein, als konnte man weit vor der Vorderkante eine parallele Achse linden, um die 
der Fliigel sich bei dicsen Bicgungsschwingungen dreht. Die 'rorsionsscliwiiigungen klingen 
schneller ab als die Biegungsschwingungen. Beim beplankten Miigel zeigen die Ausschlage 
der vorderen MeBstellen cine merkwiirdige Abflachung der soiist fast sinus fdrniig verlaufcnden 
Schwingung. Die Vermutung liegt nahe, dafl der Fliigel sich wegen der gewiilbten Spcrrholz- 
decke auf der Saugseite nach oben schwerer durchbiegt als iiach uiKen. Durch einen statischen 
Versuch wurde diese Vermutung bestatigt, Bei gleicher Belastung l>i(‘gt sich der beplankte 
Fliigel nach unten um rund 20 % mehr durch als nach olien. .Aus dmii .Mikliiigcn der 
Schwingungen ergibt sich nun in einfacher Weise, wie die inner<‘ elastische Diimiifung der 
Biegung und Torsion sich vcrhalt. Es ergibt sich das immerhin {iherraschende Resultat, dafi 
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Abb. 8. BiegungsschwiHgungen des imbeplankten Flugels mit Zusatzgewichten, 
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Abb. 9. Torsionsscliwingungeii des unbeplankten Fliigels mit Zusatzgewicbten* 

Gekoppelte Torsions-und Biegungsschwingung. Beplankter Flugel. 
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Abb. 10. Gekoppelte Schwingungen des beplanktea FWgels 
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Abb. 12. Torsionsschwingungen des beplankten Fliigels mit Zusatzgewichten, 






H. B lenk, Berlin- Adlershof 

beide Dampfungen fiir den unbeplankten und den beplankten Fliigel ungefahr gleich groB 
werden. Die Werte des Biegungs- und des Torsionsmoduls (in ubertragenem Sinne) konnen 
wir nun sowohl aus der statischen Durchbiegung als auch atis der Schwingungsdauer bestimmen 
Wahlt man den ersteren Weg, so entstehen wegen der verschiedcnartigen Verbundwirkung 
beider Fliigel groBe Schwierigkeiten besonders bei der Ausreclinung des Torsionsmoduls. Der 
andere Weg vermeidet diese Schwierigkeit. Da wir zur Ausrechnung dieselben Gleichimgen 
benutzen (nur Luftkrafte = O), in die wir die Werte nachher wicder einsetzen, so erhalten 
wir also unsere Konstanten aus den Schwingungsversuchen gcrade so gemittelt, wie wir es 
brauclien. Wir brauchen tins urn die Frage der Verbundwirkung niclit zu kuninieni. Ein Ver 
gleich zeigt iiberdies, daB die tatsachlich geinessenen Biegungslinien sicli niit den aus den 
Schwingungsversuchen berechneten Linien nahezu decken. Dasselbe gilt von der Torsion wenn 
man die Torsionslinien bei weit auBen angreifendem Moment e zugrunde legt. 

Mit Hilfe der so ermittelten Werte wurden die Stal>ilitritsl)edingungen unter bestimmten 
Annahmen abhangig von der Geschwindigkeit bereciniet (Abl). 13 uini 14). Es zeigte sich 


.Shabilitaf-sbedlngungen. 
^Unbeplankter Ruqel. 
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Stabilitehsbedingungen. Beplankter Flugel. 


.auD. 13, 

Stabilitatsbedingung fUr den unbeplankten FliigeL 



Abb* 14* 

Stabilititfbeciinguiig fiir den beplankten Fliigel. 


bisher in alien Fallen, daB die RoUTHsche Diskriminante zuerst (lurch Nitll geht, also fiir die 
dynamiscbe Stabilitat maBgebend ist. Unsere Hoffnung, daB die verliiiltnismaBig einfache 
statische Stabilitatsbedingung ausschlaggebend sein wiirde, was auch Reissner ])isher angenom 
men hat, hat sich also nicht erfiillt. Die dynamische Instabilitat beginnt bei weit geringeren 
Geschwindigkeiten als die statische. Der unbeplankte Fliigel wird bei ungefahr 93 m/sec Ge- 
schwindigkeit statisch instabil, aber schon bei 37 m/sec Geschwindigkeit dynamisch instabil. Fiir 
den beplankten Fliigel Hegen dieselben Zahlen bei 209 und 4f) m/sec. Die kritischen Geschwindig 


H. Blenk, Berlin- Adlershof 


keiten fiir die dynamische Stabilitat erscheinen etwas klein*). Woran das liegt, kpnnte wegen 
der Kiirze der Zeit noch nicht festgestellt werden. Es kann sein, daB die Vernachlassigung der 
abgehenden Wirbel nicht mehr ganz zulassig ist. Beim beplankten Fliigel betragt der Windweg 
wahrend einer Torsionsschwingung nur noch wenige Fliigeltiefen, so daB der Ansatz der Luft- 
krafte aus den normalen Windkanalmessungen sicher fehlerhaft ist. 

Die Untersuchungen werden bei der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt sowohl 
theoretisch als auch experimentell weitergefiihrt. Zurzeit befindet sich bereits ein freitragender 
einholmiger Fliigel auf dem Schwingungspriifstand. Vielleicht lassen sich die Versuche auch 
auf Fliigel mit beweglichem Querruder ausdehnen. Ohne Zweifel spielt ja das Querruder bei 
alien Fliigelschwingungen eine groBe Rolle. Ueber die Beeinflussung der Torsionsschwingungen' 
durch das Querruder ist noch nichts bekannt. Ferner ist der sicherlich sehr bedeutende EinffuB 
des Fliigelumrisses noch zu untersuchen. Hier lassen sich vielleicht AVege zeigen, wie man 
freitragende Fliigel verhaltnismaBig leicht und doch sicher vor gefahrlichen Schwingungen bauen 
kann. Das ist das eine Ziel unserer Arbeit. Das andere ist, fiir einen fertigen Fliigel durch 
einfache Versuche festzustellen, bei welcher Geschwindigkeit gefahrliche Schwingungen ein- 
treten konnen. 

*) Anm. b. d. Komektur : Eine Kontrolle der Rechnung hat inzwischen ergeben, daB die kritis^en 
Geschwindigkeiten fiir beide Flugeh etwas hdher liegen. Der unbeplankte Fliigel wird bei 39 m/sec., 
der beplankte bei 58 m/sec. dynamisch instabil, was mit der Wirklichkeit besser iibereinstimmen wird. 

Eine ausfiihrlichere Darstellung der in diesem Vortrage mitgeteilten Untersuchungen ist in einem 
demnachst in der Zeitschrift fur Flugtechnik und Motorluftschiffahrt erscheinenden Bericht der Deutschen 
Versuchsanstalt fiir Luftfahrt zu finden. 
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Die geometrisdie Strukturtheorie der Mat 


erie 


Von K. Weissenberg, Berlin-Dahlej 


Die aus Rontgenanalysen von Kristallen gewonnenen Erfahrungen stehen zura Teil in 
iderspruch mit den ubhchen, fiir Dampf und Losung ausgebildeten stereochemischen An- 
schauungen, sie erfordern die Aufstellung einer universellen, d. h. alle Aggregatzustande er- 
fassenden Stereochemie resp. Stereophysik. Diese konnte hypothesenfrei nur im Rahmen einer 
rem geometrischen Beschreibung aller moglichen Atomkonfigurationen erreicht werden. Dabei 
erwies sich die Symmetrie als diejenige rein geometrisch definierte Eigenschaft der Atom- 
anordnungen, durch welche auch ihr dynamischer Aufbau (und so die physikalischen bezw. 
chemischen Eigenschaften der Materie) in alien Aggregatzustanden gesetzmafiig bestimmt ist. 

Die geometnsche Grundlage einer universellen Strukturtheorie der Materie wurde durch 
ein Tabellenwerk gegeben, welches erschdpfend alle moglichen Atomkonfigurationen nach ihrer 
Symmetric geordnet aufzahlt. 

Zur Verbindung der Geometric mit der Physik bezw. Chemie wurden folgende zwei 
Gesetze streng abgeleitet 

I. Die symmetrischen Koniigurationen sind stets durch Extremwerte der potentiellen 
Energie (d. h. als Maxima, Minima oder Saiielpunkte) ausgezeichnet, wobei Minima der poten- 
tiellen Energie die bei hinreichend tiefen Temperaturen stabilen Konfigurationen kennzeichnen. 

ii. Gletchwie alle Dynaden A einer Atomkonhguration K Teile derselben sein mussen 
so Sind auch ihre Symmetriegruppen Teile, d. h. Uniergruppen, der Symmetriegruppe E 
von K der dynamische Aufbau von K aus A kann somit quantitativ aus der Zerlegung 
von ^^in ihre Untergruppen abgeleitet werden; er ist durch diese bestimmt. 

^ diskutieren den Kristall- und Molekiilbau nunmehr einheitlich und beniitzen fiir 

lesen Zwe^ das genannte Tabellenwerk als geometrische, die Satze I und II als physikalisch- 
chemische Grundlage. fj 

Wir unterscheiden also die materiellen Objekte nach ihrer Symmetriegruppe 2 , 2 

und 2o, je nachdem diese 3, 2, i oder o voneinander linear unabhangige Translationen 
enthalt. 


Objekte der Symmetriegruppe 2^ 


a) Kristallbau. 

Die erschopfende Zusammenstellung aller Kristall-Symmetrien (230 Raumgruppen) war 
bereits von A. Schoenfliess und v. Fedorow angegeben. Sie wurde erganzt durch Beriick- 
sichtigung aller in jeder Kristall-Symmetrie enthaltenen Dynaden-Symmetrien. Hinsichtlich 
ihres dynamischen Aufbaues konnten wir so 822 einfache und ca. 10,000 zusammengesetzte 
Knstall-Typen — Hauptpunktgitter — unterscheiden. Diese vermitteln den gesetzmaBigen 

Zusammenhang zwischen Kristallbau, Atomanordnung und chemischen bezw. physikalischen 
Eigenschaften. 

Die groBten Dynaden im Kristall werden Bausteine, bezw. je nachdem sie o, i, 2 oder 
3 Translationen zulassen, als Mikro-, Ketten-, Netz- oder Raumgitterbausteine bezeichnet. Die 
Mikrobausteine im Kristall entsprechen den AvOGADROschen Molekiilen der dampfformigen 
und flussige n Phase. Wahrend die Avogadrosche. Hypothese fiir Dampf und Losung die Anzahl 



Atomgmppe, in welcher jedes Atom durch starkere 
arte an sie gebunden 1st, als an alle mcht in ihr enthaltenen Atommengen. 


243 








K. WeissenberG; 


Berlin-Dahlem 


der Molekile tew. lonen pro redurierte Volums-E.nl.o.t air o.ne uorversdle Konstante dar- 
tut kL dutch cine parallel. Hypothes. fir den fester, /ustand folgendes ausgesag, werdeu: 

’ TTI Die Anzahl der Mikrobausteine ist in den verscluedenen Knstallcn fur den als 
VolumseinheU (ewaklun EUmc«,arto,fe, i. .. v^rscMeicn f» /.*. UsUm.nU. Gi„„- 
jeiock is, sie ein, univsissll. KonstmU, wcUh, » den e„,unn,cn TaMi^.k fi, 

jeden ^oo Sub8tanr.cn experin,entcll gepriift und ausnahmslos 

^ c 1" plI" 1 t 

Fin Verdeich der Avogadroschen, d. h. durch seine Hypothesc bestimmten Molekiile 
in Dampf und Losung mit den Mikrobausteinen des Knstalls (bestimmt nach Satz III) ergab 
olgendes: Beim Uebergang von Dampf zu Losung und von enner Losung zur anderen zeigen 
die Avogadroschen Molekiile fiir die Substanz charaktenstische. >olynmrnsat.ons- Djssoziatons- 
und IsoLrie-Erscheinungen. hn Rahmen dicser MannigfalHgkcrt sUUcn d.c MMmsieine 
der Kristalle in alien Modidkationen keine neue AiomkonhguraUon vor, s,c srnd melmehr be- 
fits ^n irgendeinem Dampf oder Lbsungseustand dcr Snbsla.. pralommert. 

Der innere Zusammenhalt der Atorne im Molekiil und da.nit die cheniischen Eigen- 
schaften der Substanz andern sich daher beim Uebergang von enter I'hase (Dampf, Losung, 
Schmelze Kristall) zu einer beliebigen anderen kontinuierlich un.l ni sehr beschranktem Mafie. 
Der auBere Zusammenhalt — die Kohiisionskrafte — zwischen den Mikrobausleiuen und ihre 
daraus bedingte Anordnung andern sich hingegen bein. Uebm-gang von enter amorphen Phase 
(Dampf Losung Schmelze) zum Kristall und umgekchrt thskonUnuierlich; .lementsprechend 
varberen hier die physikalischen Eigenschaften diskontinuierlich u.id in bctnichtlichem Aus- 
mafi Der Kiirze halber soil im Sinne des oben Gesagten voit einer expenmentell bewiesenen 
chemisch konstitutionellen Einheitlichkeit der Substanz in ttlle.i r\ggreg.atzustantlen gesprochen 
werden, wobei aber ausdriicklich sowohl Polymerisatiott, Dissozitdion wie auclt Untlagerung 

in Isomeren zugelassen ist. 

Wir sagen also: 

IV. Die Materie eeigt in alien Aggregatmstdndcn cine chemisch konstitutionelle Ein- 
heitlichkeit. . 

Die praktische Bedeutung des Tabellenwerkes im Zusammenhang mil den Satzen 1, 11, 

III und IV liegt darin, dafi nunmehr aus den Polymeristitions- und 1 lissozititions-hn-scheinungen 
einer Substanz in Dampf und Losung der Kristallbau (Runtgenogranunj und seine Kohiisions- 
verhaltnisse bis auf Alternativen vorausgesagt werden kann. Diese Voranssagen Eanden ihre 
experimentelle Bestiitigung. Eine wesentliche Einsclirankung iler Allernaliven wurde dadurch 
erzielt, dafi — auf Grand einfacher, modcllmafiiger Vorstellungeii - die Pauprnizipien sowie 
die Rich tung starkster Kohasion angegeben werden kannte, nadi welchen die Molekule bezw. 
lonen der Substanz in Dampf und Losung zum Kristall verltand zustmunentreten. tnir die 
Kristallisation unsymmetrischcr Molekiile wurden so die folgeiiden Symmetrien als mafigebende 
Kristall-Bauprinzipien abgeleitet (Symmetrie-Zentrum und digtmale Drebachse emcrseits, 
digonale Schraubenachse und Gleitspiegelebene anderseits). Die beideii letzteren sind gletch- 
zeitig die Richtungen starkster linearer Kohiision. 

Es wurde ferner gczeigt, dafi Spiegelebene und Translation zwisdien zwei unsyinmetri 
schen Molekiilen unwahrscheinlich sind, was experinientell be.stiltigt wurde. 

Ftir Molekiil- und Radikalgitter konnten folgeinie Regtdn fonmiliert wenlen: 

V. Molckul-Gitter: Die Symmetriegtuppe cines Kristalls ist gleich der h oinhinahon aus 
der Symmeirie cines Mikrobausteincs mit der Symmetric der genannten Jtauprineipien. 
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VI. Radikalgitter: Die Symmetriegruppe eines Kristalls ist gleich der Kombination aus 
den Symmetriegruppen seiner verschiedenen Mikrobausteine, 

b) Mischkristalle. 

Definition und Systematik der Mischkristalle wird in gleicher Weise wie bei den Ideal- 
kristallen streng geometrisch auf der aufs Chemische erweiterten Symmetrielehre entwickelt. 
Dabei ergibt sich: 

Fiir Mischkristalle sind als Symmetriegruppen nur die 230 2*^^ der Idealkristalle zu- 
lassig. Hinsichtlich ihres dynamischen Baues mussen sie jedoch nicht einem einzigen Kristall- 
typus Hauptpunktgitter — eindeutig angehoren, sie konnen vielmehr einem bestimmten 
Mischungsverhaltnis mehreren Hauptpunktgittern derselben entsprechen. 

Die Haupt-Typen der Mischkristalle lassen sich systematisch aufzahlen entsprechend 
dem Verbal tnis des Hauptpunktgitters der reinen Komponente zu dem — im allgemeinen — 
gemischten Hauptgitter des Mischkristalls. 

c) Polykristalle. 

Wachstums- und Deformationsstrukturen. Analog wie oben werden die Definitionen und 
die Systematik streng geometrisch aus der auf statistische Anordnung erweiterten Symmetrie- 
lehre aufgebaut. 

Objekte der Symmetriegruppe 

Molekulbau^), 

Wir erortern zunachst den Typus Ca^: Auf die Frage, wie 4 gleiche Radikale a urn ein 
Zentralatom - — z. B. ein Methan C-Atom — gelagert sein konnen, gibt uns die erwahnte 
Tabelle Auskunft. Sie zeigt, dafi ein regulares Tetraeder nur dann realisiert sein kann, wenn 

der Substituent (d. h. a) eine dreizahlige Symmetrie enthalt. Die Tabelle lafit drei Typen 

die tetraedrische, pyramidale und plane — Konfiguration zu. Von diesen wurde z. B. rbntgeno- 
graphisch die pyramidale bei C (CH^ OH)^ vorgefunden. Aus den theoretischen Ueber- 
legungen und den experimentellen Befunden lafit sich folgendes formulieren: 

VII. Die Konfiguration des regul'dren Tetraeder s ist selbst bei Methanderivaten wit vier 
gleichen Substituenten nicht iiniver sell. 

Diese — zunachst nur fiir den Kristalizustand giiltige _ Behauptung mufi fiir alle 
Aggregatzustande ausgedehnt werden und zwar aus folgenden Griinden: 

a) Bei Diskussion des Kristallbaues haben wir zwischen den Mikrobausteinen des Kristalls 
und den Molekiilen in Dampf und Losung einfache Gesetzmafiigkeiten festgestellt, sie alle 
miifiten wir als rein zufallige Erscheinungen betrachten, wenn wir im Kristall verschiedene 
in den amorphen Phasen aber eine einzige universelle Anlagerungsmoglichkeit zulassen wurden. 

b) Die Kohasionskrafte, welche — urn beim Fall des Pentaerythrits zu bleiben — die 
Mikrobausteine im Kristall mit pyramidaler Konfiguration aufeinander austiben, sind ver- 
haltnismafiig gering, d. h. nur ein paar Prozente der bei einer starken chemischen Bindung 
wirksamen Krafte. Man ware somit gezwungen, den verhatnismafiig schwachen KrMten bei 
der Kristallisation eine Wirkung (d. h. Ueberfiihrung der tetraedrischen Konfiguration in die 
pyramidale) zuzuschreiben, die durch eine wesentlich starkere in Dampf und Losung nicht 
err eicht wird. 

c) Wenn man aber selbst dieses Argument iibergehen wollte, so miifite man doch zugeben, 
dafi die in Dampf und Losung angenommene Tetraeder-Konfiguration mit dem der Kristalli- 

Hier werden insbesonders die Abweichungen von der van x’HoFFschen Theorie der Methan- 
derivate diskutiert. 
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sationswarme entsprechenden geringen Energieaufwand in die pyramidale iibergefuhrt warden 
kann. Nun gilt aber fur ein Gleichgewicht in Dampf imd Losung der Satz: 

VIII. Im Gleichgewicht kommt jede Koniiguration vom Energiegehalt E mit der relativen 

E "" 

Hduhgkeit e T(T vor. 

Da sich die Tetraeder-Konfiguration nur urn einen kleinen Enei'giebetrag von der pyra- 
midalen unterscheiden kann, muBte diese in Dampf und Losung auch in mei'klicher Menge 
wie die tetraedrische vertreten sein und Satz VII ist damit fur alle Aggregatzustande streng 
bewiesen. -- g 

Dadurch sind aber alle Metlioden zur Bestimmung der Anzahl, Konstitution und Kon- 
figuration von Isomeren unsicher geworden, welche auf der Hypothese des regulareii Tetraeders 
beruhen; dem von uns vertretenen Standpunkt erwachst somitf die Aufgabe, das Isoinerieproblem 
fiir alle Aggregatzustande aus neuen Gesichtspunkten einlieitlich zu entwickeln. 

IX. In den amor phen P has en (Dampf, Losung, Schmehe) stellt jedes isolierte Isomer 
einen metastabilen Zustand dar, da im Gleichgewicht stets sdmtliche unter den betreffenden 
Verhdltnissen stabile Modthkationen entsprechend ihrem Energie-Gehalte vertreten sein milssen. 

Im Kristallsustand ist hingegen die Isoliertheit des Isomers stabil. 

Zur Bestimmung der Zahl und Art der isomeren Atomanordnungen haben wir Satz I 
bis VIII abgeleitet, mit diesen streng abgeleiteten Gesetzen laBt sich die Spiegelbildisomerie, 
Autoracemisierung und Waldhesche Umkehrung voraussagen. Die Satze I bis VIII lassen es 
aber vollkommen offen, welche Atom-Konfigurationen stabil und welche instabil sind. Gerade 
die Entscheidung fiber die Stabilitat der Konfigurationen bietet erst die Moglichkeit, die Anzahl 
und Art der zu erwartenden Isomeren zu berechnen. Diese Konkretisierung erfolgt durch 
folgende Regel, die jedoch kein Gesetz, sondern nur eine statistische Bevorzugung angeben soli: 

X. Von den, mit dem materiellen Inhalt einer Atomkondguration vertrdglichen Symme- 
tnen entsprechen nur dtejenigen Minimis der potentiellen Energie, bei welchen strukturchemisch 
verschtedene Atome allgemeinste Lagen einnehmen und strukturchemisch gleichwertige in geo- 
metrisch gleichwertige Lagen kommen. 

I a 

P und 
8 

C j p auf erne Anzahl beschrankt, die im wesentlichen mit der nach der van T’HoFFschen 
' r 

Theorie zulassigen tibereinstimmt. 
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Zum Gleitwiderstande des Kristalls 

Von A. Ono, Fukuoka (Japan) 

Der Vorgang der plastischen Formanderung, die der Einkristall unter der Wirkung 
auBerer Krafte erleidet, wurde von mehreren Forschern untersucht i) ; die strukturelle Verande- 
rung wird heute von ihnen als die Folge der Gleitung und Drehung angesehen. Eigene Ver- 
suchsergebnisse an polykristallinen Proben bestatigen diese Behauptung 2). Man hat also den 
Gleitwiderstand zu studieren, um Festigkeitseigenschaften des Materials klarzustellen. Die 
theoretische Berechnung des Gleitwiderstandes, die im folgenden mitgeteilt wird, wurde nach 
dem Energieprinzip, welches Griffith bei seiner Untersuchung des Bruchwiderstandes an- 
gewendet hatte, ausgefiihrt. Sie bezieht sich auf ein einfaches Kristallmodell; ihr Ergebnis 
zeigt, dafi der Gleitwiderstand keine Konstante ist; er wiichst mit der Verkleinerung des 
Kristalls. 

Es sei ein parallelepipedisches Kristallkorn von der Dicke eins vorgelegt (Abb. i). Die 
Gleitflache liege parallel zu der Grenzflache, welche eine Netzebene des Kristalls vorstellt. Wenn 
der Kristall der Schubkraft P ausgesetzt ist, so tritt elastische Deformation des Gitters ein, 


JU+iV 



Abb. I. Abb. 2. 


die im allgemeinen sehr klein ist. Bei einem geniigend groBen Betrag von P geschieht die Ab- 
gleitung nach der Art von Abb. 2. Der Zusammenhang zwischen P und der entsprechenden 
Verschiebung X ist schematisch in Abb. 3 gezeigt, wo die Linie OA den Verlauf der elastischen 
Deformation des Gitters gibt. Wenn die Kraft P genugend groB wird, erf olgt die Gleitung. Wir 
nehmen an, daB die Kraft, die durch die Ordinate AA' dargestellt ist, wahrend der Gleitung kon- 
stant bleibe, wie die Linie AB zeigt. Die Strecke AB besteht aus zwei Teilen AC und CB, wovon 
der erste Teil die Strecke A u darstellt, die die Gleitflache eines Kristallteils gegen die benach- 
barte Flache des anderen Teils zurucklegt. Die Gleitung durchl die Strecke A u wird nun begleitet 
von Aenderung der Kornbegrenzung und der Spannungsverteilung, besonders auf der Gleit- 
flache. Folglich tritt wieder eine elastische Deformation des Gitters ein, und die wirkende Kraft 
hat noch eine weitere Strecke zuriickzulegen, die durch den zweiten Teil A v ausgedriickt wird. 
So ist die Arbeitsleistung der Kraft nach dem Beginn der Gleitung gleich P {Au -\- Av) ent- 
sprechend der Flache ABB' A' in Abb. 3. 

1 ) H. Mark, M.[Polanyi und|E. Schmid, Vorgange bei der Dehnung von Zinkkristallen I— III, 
Zeitschrift f. Phys., 12, 1923, S. 58, 78 u. III. 

H. I. Taylor und C. E: Elam, The Distribution of ah ' Aluminium Crystal during a Tensile Test, 
Proc. Roy., A, 102, 1923, S. 643. 

A. Ono, X-Ray Examination of Inner Structure of Strained Metals III ^V, Memoirs of Coll, 
of Eng. Kyushu Imp. Univ., 3, 1924— 1925, S. 195, 267 u. 287. 

A) A. A. Griffith, The Theory of -Rupture, Proc. Int Cong, for Applied Mechanics Delft, 
1924, S. 55. ■ , . , 
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A. Ono, Fukuoka (Jap A K) 

Es sei angenommen, dafi die Verschiebung geniigend langsam j^eschoh.- . 
vorstehen^e A,bei. d„ch die Ve™eh„„g der »L"„,eL.„ Zr2 Z 
die der potentiellen Energie des Gitters ausgeglichen. Nun ist die Irbeit pT^ ndr 
Gleitung ohne Deformation der Kristallteile herbeizufiihren ; sie geht in Schwinoulf’ 

aILutrt'imX^eLrGIiedTl('^'^^-^''''"T^^ Aenderung der potentieben^Energle 

W.™ee;eefr. re.ref:j“:£ 

der potentiellen Enere-ie kann in r . 7 -Deicennung weg.. Die Zunahme 

««„e d . J die dee 

PAv — AA-\- AB . 

Wenn man annehmen darf, dafl die Gitterverzernmo- ri»,- ^ ! 

£ ‘f El.stieita„a..orie) die Arbei,sleL„„g P 7rd°owr“'n‘ T 

Zunahme der Spannungsenergie, d. h. h aoppclt so gioB wie die 


ei ( 2 J 

ft 

energie- dann ist d,V Ja. vernachlassige die Kanten- und Ecken- 

energie, dann 1 st die gesuchte Aenderung gleich 2T A u, d. h. 

AB=z 2 T Au . , 

so vollfopi“; 


<- 4- < — -f- <- 



Abb. 4. 


Abb. 3. 


auf die Treppelbddung Sch Atb" Taber^e^s'^rdruSt'^lB^ d^^ 

Sn^^Sjdrr^re'rdfr^ 

von emigeii Forschern ausgefQhrt ^). Ihre^Vereu^s^^i^ Warmeenergie wurde 

auf bedeuten de Verwirrung der Gleitflache hinzuweisen^**^^ Verhaltnis Avj{Au-\r Av) scheinen 

beiten, 4b I907, k beim Langen von Metallen, Mitteilungen uber Forschungsar 

Roy. Soc, A, lo"7!''ip25, S.” I^e'^eloped during Plastic Extension of Metals, Proa 


isi, 
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A. O NO, Fukuoka (Japan) 


Es folgt nun aus (i) bis (3) 


2 T L21 


Um A A zn bestimmen, kann man die Berechnung der Spannungsenergie nach dem Ver- 
fahren der gewohnlichen Elastizitatslehre ausfiihren. Von vornherein ist klar, daB die Energie- 
anderung entsprechend der ortlichen Verwirrung der Gleitflache schwer zu bestimmen ist, wie 
oben in bezug auf die Flachenentblofiung bemerkt wurde. Audi wenn man von diesem Ein- 
flusse absieht, ist doch das Problem ziemlich willkurlich gestellt, weil die Krafteverteilung an 
der Grenzflache des Kristalls nicht genau bekannt ist. SdilieBlich ist noch zu bemerken, daB 
man eigentlich den ganzen Kristall auf einmal zu betraditen hat, daB aber eine Vereinfachung 
eingefiihrt wird, indem man jede Halfte des Kristalls einzeln behandelt. Dieser Umweg vermag 
wenigstens qualitativ die von der Treppenbildung herruhrende Storung zu veranschaulichen. 
So lautet das Problem wie folgt: eine rechteckige Platte sei an einer Seite festgehalten und an 
der dazu parallelen Seite durch die in der Umfangsriditung wirkende Schubkraft P belav^tet, 
welche ungefahr ahnlich der Gleitflachenspannung verteilt ist, und zwar in der Weise, daB 
eine Strecke u von der Schubkraft frei ist (Abb. 4) ; man berechne die Spannungsenergie, 
welche iiber den iiblichen Betrag entsprechend der nach dem Parabelgesetz verteilten Belastung 
in der Platte aufgespeichert wird. Es bezeichne E den Elastizitatsmodul, I die Hohe und h 
die Halbbreite der Platte. Ferner sei gesetzt z = ujb. Dann laBt sich A A so ausdriicken: 


worin F eine Funktion von z und Ifb ist. 
Aus (4) und (5) ergibt sich jetzt 


AE 


Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts anderes, als die Intensitat der auBeren Kraft 
pro Flacheneinheit, d. h. der durchschnittliche Wert des Gleitwiderstandes, der uberwunden 
werden muB, um die Gleitung eintreten zu lassen. Die Funktion F, die der von der Gleitung 
herriihrenden Energiesteigerung proportional ist, ist gleich Null Kxr z zu o, und sie bleibt sehr 
klein in der Nahe des Nullpunktes. Es istj daher dort auch A F f A z sehr klein, d. h. die Energie- 
steigerung verlauft erst langsam und dann schneller, wenn die Strecke u von Null aus bis zu 
einer gewis sen Grenze allmahlich vergroBert wird. 

Aus (6) ergibt sich, daB der Gleitwiderstand eines Kristalls erheblich von der Beschaffen- 
heit der Gleitflache abhangt. Im Falle, wo = o ist, scheint P/2 6 fast unendlich groB zu 
sein, vorausgesetzt, daB T von Null verschieden ist. Das besagt, daB ein Kristall, dessen Gleit- 
flache ganz tadellos ist, sehr groBen Widerstand gegen Schubwirkung hat. In Wirklichkeit ist 
dies nicht der Fall, weil E mit z verschwindet oder 2^ nicht Null ist *). Die letztere Vor- 
stellung ist physikalisch so aufzufassen, daB die Gleitflache ursprunglich Risse enthalt, bevor 
die Gleitung geschieht; wenn man sich dieser Vorstellung anschliefit, so hat man fiir A F j A z 
einen von Null verschiedenen Wert anzunehmen. Jedenfalls ist der Gleitwiderstand vom Ver- 

) Die Einfiihiung der ersteren Vorstellung ist Kerm Th. v, Karman zu verdanken. 
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haltnis Ijb abhangig; es wird die erste Gleitflache den Kristall dessen ^ 

ubetall dieselbe ist, in halber Hohn schneiden. W«nn die Gleitung an erstm'prt'”''''' 
in gewissem Grade vollzieht und die weitere Gleitung an dieser FHrhe . u ^ 
beachte hieriiber u, a. die Veranderlichkeit von rT so trilt dTe ni f ‘ 

.n E^chemnng. Einf.che Berechnung zeigt, daB zl E / J a mil //i in dem^aercir^rh®, 
n Betracht kommt. Es wird daher der Gleitwiderstand nm so groBer je k W das v T ■ 

Ijb w.rd nnd es steigt deshaib der Gleitwiderstand mit der Zahl der Gkitflaeir ” 

_ Ferner zeigt (6), daB der Gleitwiderstand von der absoluten Abmessuno- h M " ■ 

ist Je feiner der Kristall, desto hoher der Widerstand. Die Kaltverforraung briL die 
ver emerung und die Erhohung des Gleitwiderstandes hervor, weil die Gleitung- nach ■ 
dreiRichtungen eines Kristalls stattfinden kann und dadurch nicht nur d 
verhaitnisses sondern and. die der absointen Ab„ess„ng B vernrlh wl? 

-gt bekanntlieh eine eigentiimliche Verteilung der tairf re„z«e“^^^^^^^^ p“l" ‘■*'' 

f "ti..:::.:: fa“ 

Die Kristallorientiernng de'r ntaBigl^ir Rekristallisation andenten. 

hitzung; aber das We des Kristalls m„B sieher veriinderl sein V^Tt' 7“ F ?“ 
Iiegenden Untersuchung aus betrachtet scheint rl.v v i Standpunkte der vor- 

gleich der EnergiespeicLungdurch dte Mik e stattzufinden, daB der Aus- 

geschieht. Damit werden die geteilten T M ^ Anheilen der Gleitfliichenverwirrung 

einziges Korn vereinigt "bw'hl dt K^ ^ vollkommen in ein 

and so ist die Verandernng der pbysikai.wTiZlta 7 W^e W 


Zur quantitativen Besdireibung der plastisdien 

Einkristalldehnung 

Von E. Schmid, Frankfurt a. M. 

Einleitung. 

In qualitativer Hinsicht ist der Mechanismus der plastischen Dehnung ftir eine ganze 
Reihe von Einkristallen heute sichergestellt. Er besteht in einer Biegegleitung entlang kristallo- 
graphisch wichtiger Flachen in Richtung niedrig indizierter Kristallachsen. Die Auswahl des- 
jenigen Gleitsystems, welches zu Beginn der Dehnung wirksam ist, wird von der Natur des 
Kristalls (Gleitfahigkeit der verschiedenen Gleitsysteme) und dessen Orientierung (Lage der 
Gleitsysteme zur Zugrichtung) bestimmt. In der Regel ist die Dehnbarkeit eines Kristalls nach 
Betatigung des zuerst wirksam gewordenen Gleitsystems jedoch nicht erschopft. Durch die 
mit der Dehnung einhergehende Drehung des Gitters in bezug auf die Kraftrichtung ver- 
bessern sich ftir latente Gleitsysteme die geometrischen Bedingungen immer mehr und schlieBlich 
wird ein zweites Gleitsystem dem ersten konkurrenzfahig; es lost nun entweder das erste ab 
oder beide sind von jetzt an gleichzeitig in Tatigkeit. Ein Beispiel fiir diese «geometrische» 
Begiinstigung latenter Gleitflachen wahrend der Dehnung ist in Abb. i, die sich auf die zweit- 



Abb. I. 

Geometrische Begunstigung latenter Gleitsysteme bei der plastischen Einkristalldehnung, Beispiel des Zn- 
Kristalles. Unter Benutzung der Ausgangsschubfestigkeit der Basisgleitflache (in der Gleitrichtung) von 94 g/mm^ und 
der Annahme des Konstantbleibens dieser Schubfestigkeit wahrend der Dehnung ist die in der giinstigst gelegenen 
Prisme I. Art herrschende Schubspannung in der Gleitrichtung als Funktion der Dehnung dargestellt. Ya = Ansgan^s- 
stellungswinkel der Basisgleitflache. 

beste Gleitflache des Z^-Kristalls bezieht, gegebeji. Die auf mehrere, verschiedene Ausgangs- 
lagen der Basis bezuglichen Kurven zeigen in alien Fallen die sehr erhebliche, aus rein geo- 
metrischen Griinden erfolgende Zunahme der Schubspannung in der latenten Gleitflache im 
Verlauf der Dehnung. 

Die Schubfestigkeit des. wirkenden Gleitsystems bleibt, wie die bisherigen Versuche 
gezeigt haben, keineswegs konstant wahrend der Dehnung, sondern erfahrt eine dauernde Er- 
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E. Schmid, Frankf urt A. M. 

hohung. «Schubverfestigung» i). Besonders in den ersten Stadien d^r n t 
mille) jst dieser Anstisg der Schubfestigkeit sehr erhcblidf*) '"""S' 

B)iese Verfestigung durch plastische Deformation trifft ■ u. 

sondern auch alia ibrigen, diese durchsdmeidandan Kristallflad„„ Ea tl a” 

bervor, daB niamab baobachtet wurde, daB ain dam wirkandl kriatalloaS!^- ? f'® 
Gleitsystem in Tatigkeit eelano-t- Wnr • • ^ivenaen kubtallogi aphisch gleidnvertie-es 

is., -ie das in WbL^kdl SaJ^Ia. “ gakommt 

amfassa^' habr”‘'“''' dar plastischan Einkristalldetoung „md damnach a„ 

Gleitsystama im „„gedeha,a„ 

r,rc “ 

Stand haben. Sie sind zumTeir^eln^rmit^rRS "^'"7 M 

Worden. gemetnsam mit P. Rosbaud und M. Geoegieff durchgefbhrt 

Das^'^gebniT^dTfi d7r verschiedener Metallkristalle 3). 

bestimmten, ' «kritisclien», von p-iekh r Erreichung einer 

Schubspannung in der Gleitflache (und RichtV^ ^ Normalspannung unabhangigen 

-.ama, da b. „asamkd. .Odambri^r" a“ 
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Abb. 2. 

be- und G.eitflih^e" 

Bie tiLUrSeTen"putkt/r"r"‘ "" ^'Setragen. 

Ziehen sKfTwS J"" °>5 ^- 

v/^n ^ AT ^ 1 sicn ucitcr Aiinjihnifi cincr koiistantfn 

spTn„uV:rtf‘stre"f unabhangigen, «kriti3chen>. 'schuh: 
wchtnng’ nta 


Gleitsystems wahrenHlr Deh?un\^°(Sdehnung’vm Z f®"" Schubfestigkeit eines wirkenden 

werden. VergI hierzu O. Haase und E. Schmid- Zs f ®o” bier nicht naher eingegangen 

. 2) Zufolge dieser Verfestigung des SrSnden r ' J ® ^ 

ejner latenten Prismeniiache des In-Kriste^ £ v2 !n7f ” ^ 

als er m Figur r unter der Annahme konstlt bleibSder ^ erheblich starker 

angegeben^st^ SchubfesPgkeit der wirkenden Basisgleit^^^^ 

P. Rosbaud und E. Schmid Zs. f Ph ''^PPbed Mechanics, Delft, 1025, p 342 

E. Schmid Ibid 40, 54, 1926. ^9^5 , M. Geoegieff und E. Schmid Ibik 36, ^59^ 19S 
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Beispiel. Sie stellt die am Zn-«Kahlbaum»-Kristall bei gewohnlicher Temperatur erhaltenen 
Ergebnisse dar Die beobachteten Werte fiir die Streckgrenze sind gut durch glatte Kurven 
ausgeglichen, die sich unter der Annahme einer konstanten, kritischen Scliubspannung der Basis 
an der Streckgrenze von 94 g/mm^ berechnen. Die Normalspannung auf die Basis schwankte 
bei diesen Versuchen wie i : 50. Trotzdem ist ein EinfluB derselben nicht erkennbar. 

Die kritischen Schubspannungen der Hauptgleitsysteme stellen sonacli die zum Ver- 
gleich der Plastizitat von Kristallen geeigneten Konstanten dar. 



Das Ergebnis unserer bisherigen Bestimmungen dieser Schubspannungen fiir verschiedene 

Die Herstellung der Kristalle fur samtliche hier besprochenen Versuche erfolgte nach dem 
CzocHRALSKi'schen Ziehverfahren. Als Dehnungsvorrichtung wurde ein ScHOPPER’scher Festigkeitsprufer 
mit automatischer Aufzeichnung der Dehnungskurve verwendet. Die Belastungsgeschwindigkeit betnig, 
wenn nicht besonders angegeben, 100 g in ca; 5 Minuten. 
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Metallkristalle ist in Tabdle i wiedere-ep-eben ^ • 

peratur „nd d« Belas, ungsg.schwindigkeit geht a„s den ' 

Schuhverfeshgung des wirhenden Gleitsystems «) 

fae£ SrrS" »o™al„Ll” d“ SS 

.3 ae.gl die an Kr.stall.n versch.edener Ansgangsorientierung im technischTn 



• sir? Ad — cos Xo 


■ ■ ■'" / «nXo 

eS:?fdt 

Mechanismos der Kristalldehming entsprec^rd"' sl°ub^'‘'^“ 

flache in Beziehung gesetzt zur snezificrV, ak t • ubspannung m der wirkenden Gleit- 

ist ^). Das ErgebnJ diest -s Abb. 4 erkennbar 

_ kurven die in der Basisflache herr^chende SchubsL einzelnen Dehnungs- 

der Anstieg der Schubspannung in alien Fallen ^ Figur zeigt, daB 

erfolgt und fur den ganzen untersuchten Berelh dTs Ausir^^^Mr Abgleitung 

— . "^^s^3,ngsstellungswinkels der Basisgleit- 

big“r “t"” n '■ =■ 

iiche Belastungsgeschwindigkeit ca. loo g und 4o^Sek Querschmtt ca. 0,5 mm^ die anfang- 

schichtenpacketes ^d^nSt in 'Sr Ar^h ^7? g^iche Dicke des Gleit- 

lange des Kristalles zu beziehen. “ ^ geschehen ist) auf gleiche Ausgangs- 
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fiache von 15^ 30' bis 58*^ 30' gut dutch eine einzige Kurve (in der Figur stark hervorgehoben) 
dargestellt werden kann, welche die in der Basisgleitflache in der Gleitrichtung herrschende 
Schubspannung (.S') als Funktion der Abgleitung (a) angibt. — «Verfestigungskurve.» Diese 



Schubfestigkeit der Basisgleitflache von Zn-Kristallen als Funktion der Abgleitung (nach Ueberschreitung der 
Streckgrenze). 

Die Ausgangsstellungswinkel der Basis sind bei den einzelnen Kurven angeschrieben. Die Schubfestigkeit steigt 
nahezu proportional der Abgleitung an. Samtliche Kurven kbnnen durch eine Kurve — in der Figur stark hervorge- 
hoben — ersetzt werden. « Verfestigungskurve». 

Kurve ist fur Zimmertemperatur und die verwendete Belastungsgeschwindigkeit mit groBer 
Annaherung linear und durch den Ausdruck 

.S' (in g/mm 2 Basisflache) z=z 187 240a ... ... (i) 

gegeben. . 

DaB fur Aluminiumkristalle der Kraftverlauf wahrend der Dehnung gut dutch eine 
einzige Kurve Schubspannung im wirkenden Gleitsystem als Funktion der Dehnung beschreib- 
bar ist, wurde von G. J. Taylor und C. F. Elam kurzlich angegeben ®), Allerdings ist hier 
der hohen Symmetrie entsprechend nur eine geringere Variation der Orientierung moglich. 

So wie die Streckgrenze verliert am Einzelkristall somit auch die Dehnungskurve ihre 
unmittelbare Bedeutung als «Materialkonstante». 

In Abb. 6 ist schlieBHch in den gestrichelt gezeichneten Kurven noch eine Darstellung 
der Dehnungskurven von Zn-Kristallen gegeben, die fur verschiedene Ausgangslagen der Gleit- 
fiache auf Grund des oben angegebenen Ausdruckes (i) und unter Annahme von Koinzidenz 
von Gleitrichtung und Richtung groBter Schubkraft fur den Anstieg der Schubfestigkeit der 

G. J. Taylor und C. F. Elam, Proc. Roy. Soc. 108, 28, 1925. 
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BasMache mit der Abgleitung berechnet sind. Bei einem Ausgangswinkel von 8o0 zwisob. 
Gleitflache und Langsachse des Kristalles hatte man zu Beginn der Dehnung bereits erhl t 
Lastabfan z„ Rein schenia.isch sind in die Rgnn anch die J . ““a 
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" ' " *> Oahnung ’ 

Abb. 6. 

f f Dehnungskurveii verschieden orientierter Zn-Kristalle bereclm^vb onf i i i , . 

Verfestigungskurve. Ausser den Ausgangsstellungswinkeln der Bas^^ ^ (0 gegebenen 

rechneten Kurven sind auch die beobachteten eingezeichnet Sie sind in volliw SoO zugehorigen, be- 

der berechneten. ^ cicanec. ^le sind m volliger Ueberemstimmung mit dem Spektrum 

Die Angabe der Verfestigungskurve des Hauptgleitsystems gcniigt jedoch keineswe^s 
zur erschopfenden Beschreibung der plastischen Kristalldehnung bei eitmr bestimmtr Te^ 
erfestigungskurve ist noch in sehr erheblichem MaB von der Abgleitgeschwindie 
ke:t abhangrg Systematische Versuche hieriiber liegen jedoch noch nicht vor Ferner ^ 

:: r £ H 

.ea .i^dl'-SS^ 

sou ''“-^»»"=idende„ Krisiallfliichen 

sou zum icmusse noch ganz kurz gestreift werden. 

3- Sehubverfestigung latenter Gleitsysteme 

.sep.ein.en.elle Material is. 

vensneue .i„zn.eU», seie.; 

P-^itUdcUe -e. Zi„Sris:..er(;rdrNTcut„t“esS^^ Sz.t 

abfall in der Tat beobachtet ^rden™ querer Ausgangslage der Basis ein solcher Last- 

■•) M. ponanan Z.S. f. Kris., dl.ap.'.paj, 1 . Schmid Z. a. M. M, 5, . .8, .,05, ZZHchr. f. Phys. 1. c. 

256 






E. Schmid, Frankfurt a. M. 

Beispiel setzt die Abgleitung in der latenten Prisme erst ein, wenn in ihr eine ca. 3,5 mal so 
groBe Schubspannung herrscht, wie in der als Gleitflache wirkenden. 

Fiir den Fall kristallographischer Verschiedenheit von wirkender und latenter Gleitflache 
zeigt die Hauptdehnung des Zw-Kristalles, dafi sich die wirkende Basisflache erheblich starker 
veifestigt als die latente Prismenflache. Diese Verfestigung der (dichter belegten) Basis iiber- 
wiegt um so mehr, je rascher die Dehnung erfolgt. 

Eine systematische Weiterarbeit fiber diese Fragen wird sich vor allem auch mit der 
Erholungsfahigkeit der verschiedenen Gleitsysteme zu befassen haben. 


I 
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Some Properties of Gold, Silver and 
Copper Crystals 

By C. F. Elam, London 

Gold, Silver and Copper crystals have been made by lowering graphite tubes containing 
the molten metals through a furnace in an atmosphere of nitrogen, so that they solidify from 
one end. Rods eight inches long and 0,25 inches in diameter were prepared by this method 
which has been used extensively by Bridgman 3). The crystals were free from blow-holes and 
oxide. The purest silver and gold was used in the experiments and the copper was pure 
electrolytic, remelted and drawn. ^ 

The orientations of the crystals were determined by means of X-rays. Davey^) has 
stated that a cubic axis was always parallel to the axis of the cylinder in copper crystals, and 



Bridgman s) noticed that certain directions appeared more favoured than others. A diagram, 
F^g^^^strating the position of the rod axis relative to the crystal axes in all the specimens 

1) Bridgman. Proc. Amer. Acad. Sci. Vol. 60. Nos 6 78 
Davey. Phys. Rev. Vol. 25. • • / • 

Loc. cit. 
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investigated by means of X-rays, shows that the orientations differ considerably and that no 
crystals are in the position (near the pole of the (oio) plane) found by Davey. 

Tensile Tests were carried out with these crystals. They became elliptical in cross-section 
as in aluminium, and broke with a wedge-shaped fracture. Determinations of the crystal axes 
by means of X-rays, at different stages of the test, showed that they rotated in the same way 
as in aluminium, the axis of the rod moving along a great circle towards the pole of a jriol 
plane. Ptgs. 2, 3, 4, and 5. It was shown for aluminium that this occurred when slip occurred 


on the (ill) octahedral plane in the (no) direction. But by the rotation of the crystal axes, 
a point IS reached when two octahedral planes make equal angles with the axis of the rod, and 
slip occurs on both planes simultaneously. This point is reached when the great circle joining 
the original position of the rod to the pole of the (no) plane, cuts the great circle through 
the poles of the (010) and (in) planes. The axis then moves by double slipping towards the 
pole of the (121) plane. The diagrams show that this occurs in all the gold, silver and copper 
crystals examined. It is particularly well brought out in Copper, No. X, which was in such a 
position that double slipping should occur from the beginning of the test, and as the axis was 
very near the pole of the (121) plane little change in position was to be expected. Fig. 6 
shows that the position of the crystal axes relative to the test-piece axis was almost constant 
throughout the test. One is therefore justified in concluding that the distortion of these metal 
crystals, which have all the same lattice structure, are similar to aluminium. 
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The load to stretch the crystals at each stage, and the cross-sections were measured. The 
slip-plane and direction of slip were deduced, and the tangential component of shear stress 
calculated for each extension. These are plotted in Fig. 7, and it will be seen that the curves 
are different for the different metals. The silver, which starts by being the weakest, is finally 
harder than either gold or aluminium. The copper is hardest throughout the test. As the crystals 
have the same structure and method of deformation it would be expected that the curves would 
have a similar shape, if hardening depended only on the amount of slip. The differences must 
therefore be considered as being dependent on specific properties of the metals, for which at 
present there is no explanation. 
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Elasticite et symetrie du quartz aux temperatures elevecs 

Par A. Perrier et R. de Mandrot, Lausanne 
(Voir Planche VI pour figure 3) 

IntroducUon. — Les presentes recherches sont en correlation avec d’autres, entreprises 
pour soumettre a I’experience les consequences d’hypotheses formulees par I’un de'nous sur la 
pyroelectricite et la piezoaectricite i). Une des previsions, la disparition de la piezoelectricite 
du quartz au point a deja ete verifiee; une etude quantitative de la variation thermique 
generale des modules piezoelectriques est en preparation, mais sa grande difficulte la retarde 
L’lnterpretation theorique precise de ces phenomenes requiert au premier chef la connaissance 
de 1 elasticite en function de la temperature; c’est la un point de depart du travail public. 

Mais, a cote de cette importance dans le cadre des recherches rappelees, nous estimions 
qu’il presente en lui-meme un interet plus general; on ne pent pas dire que la dependance de 
I’elasticite des solides et de la temperature soit bien connue. II existe, certes, de bons travaux 
qui ont attaque ce probleme; mais, sauf une ou deux exceptions, ils sont guides par des inten- 
tions mdustrielles et se limitent a des intervalles de temperature etroits; leurs possibilites 
d interpretation theorique sont restreintes. Et surtout ils concernent tons des metaux usuels, 
soit des agregats micro cnstallms; nous n’avons pu trouver aucune recherche a haute tempera- 
ture sur des individus cristallins bien determines. Nos experiences, au contraire, rentrent 
exactement dans cette ligne; pendant leur execution, qui, par suite d’empechements' divers a 
dure des annees, le developpement rapide, du aux rayons de Rdntgen, des connaissances sur les 

reseaux cristallins, et les hypotheses sur les forces interatomiques, sont venus accentuer 
cet interet. 

Cela nous a engages a etendre le domaine de recherches davantage que ce n’etait notre 
intention primitive, aux fins d’apporter des contributions plus riches a la connaissance future 
cies energies potentielles inherentes a la structure solide. 

Enfin, la transformation du quartz se revelant particulierement caracteristique et in- 
teressante des les premiers resultats stirs acquis, il nous a paru indique d’elargir encore notre 

prog^mme dans une direction qui nous permit de fixer rigoureusement par voie de symetrie 
la difference entre les etat a et 

Le tableau complet des proprietes elastiques du quartz exige la connaissance de six 
modules 533, 5^^, dans la notation de W. Voigt 2). Le tableau, qui exige des 

experiences de traction (ou flexion) et de torsion, a ete dresse a temperature ordinaire par ce 
savant. Les modules de traction suffisent entierement a notre but, et nous avons choisi une 
fois pour toutes pour leur mesure la flexion de parallelepipedes minces sur deux appuis et 
par une charge unique au milieu. 

■+ 1 i^mes ont ete taillees a la precision de I’optique suivant des orientations convenables, 
soit la longueur dans la direction oii I’on veut connaitre le module, les autres aretes en sorte 
que les flex ions soient exemptes de torsion. 

consequents dieiectriques spontanees et quelques-unes de ses 

Soc LdSTS ,J ■“ a^badqu.. Me. Mlmoto 

?^r( 5 °Tp ^ Soc. sulM. de phydquM Geajve, .903’. Arch. Sc. phys. 

du quartz crirt^IiS^^Arrti experimentales sur la variation thermique des consteintes dielectriques 
T w t Sc. phys. et nat. (5) v. 6. p 1 6 1 -z lo ( 1 024). 

) W. Voxgt: Lehrbuch der Kristallphysik, Kap. VII, Absch. VI et VII. 
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Le but vise suppose que, non seulement les echantillons en essai, mais les dispositifs 
de flexion, puissent etre maintenus dans un four electrique a des temperatures s’elevant 
jusque vers 1200^. Cela suscite des obstacles d’ordres mecanique, thermique et optique, sans 
parler de Fextreme fragilite de la matiere durant sa transformation. Une notable partie du 
temps a ete consacree a la mise au point de cette technique inexploree et qui exige une grande 
attention; toutes les difficultes ont pu neanmoins etre surmoritees. 

Grace a cela, nous avons pu atteindre tous les resultats que nous avions en vue. Ils 
comprennent essentiellement les courbes completes representant les modules d’YouNG paralleles 
et normaux a I’axe optique (plus precisement suivant axe ternaire et axe binaire, soient 
Efl =z z=z l/i‘33) jusqu^a dela de iioo^; puis les courbes pour deux directions a + 50^ 

de I’axe ternaire. Les nombreuses conclusions qui decoulent de ces donnees numeriques sont 
resumees ci-dessous. Ce travail etait acheve en 1922 deja ; recemment, nous avons etabli 
pour des usages pratiques des formules empiriques de representation; elles sont egalement 
reproduites plus loin . 

Methode e^perimentale. — L’appareil de flexion est essentiellement un petit treteau, pla- 
quette horizontale portant deux appuis paralleles; la lame en essai est posee a plat sur ceux-ci 
et la flexion est provoquee par des poids marques suspendus au milieu de la lame par I’inter- 
mediaire d’un etrier et d’un petit plateau. Les appuis, organ es tres delicats, ont ete, apres 
nombreux essais, les aretes de petits prismes tallies a la precision de I’optique dans du quartz 
fondu, Le treteau a ete, non sans peine, realise en bloc rigide par la combinaison de pieces 
de quartz fondu, porcelaine ou steatite suivant le cas. Ces pieces etaient fixees avec de la pate 
de kaolin contenant tres peu de verre soluble. 

Pour la mesure des fleches de flexion, on a utilise deux miroirs fixes symetriquement 
a 1 une et 1 ’autre extremite de la lame; des rayons lumineux provenant d’une echelle exterieure 
au four et reflechis successivement sur les deux miroirs tournent d’un angle observe a I’aide 
d’une lunette installee de I’autre cote du systeme; de I’angle on calcule la fleche^). 

La mise en oeuvre experimentale a haute temperature de cette methode optique se heurte 
a des obstacles serieux, dont nous relevons seulement ici qu’elle a conduit a utiliser des petits 
prismes a reflexion totale en quartz fondu, qu’au-dessus de 900^ etiYiron l^incandescence propre 
de ces miroirs eux-memes empechait toute lecture sur I’echelle habituelle et que nous avons 
tourne la difficulte a 1 aide dune echelle a traits lumineux d’eclat notablement plus eleve que 
celui des prismes. 

Tout ce dispositif flechisseur repose sur la paroi interieure d’un four electrique a 
resistance (cylindre a axe horizontal). Parmi les exigences a satisfaire dans la construction 
de ce four, celle de I’uniformite de la temperature etait la plus stricte fet la plus malaisee a 
realiser, tres particulierement pour pouvoir passer la transformation ay? sans la rupture des 
echantillons, presque fatale sans des precautions extraordinaires. La temperature etait mesuree 
par voie thermo-electrique. 

Des extraits avaient ete communiques deja en seance de la Soc. suisse de physique aNeuchS,tel (1920) 
et Berne (1922); v. Arch. Sc. physiques et naturelles (5) t II, p. 411 (1920) et (5) t. IV, p. 367 (1922); 
aussi C. R. 175, p. 622 (1922). L’ensemble est public avec details: Memoires de la Societe vaudoise 
des Sciences naturelles, vol, i, No. 7, p. 333—363 (1923). Le prof. Peixier (Lab. de phys. de I’Uni- 
versite, Lausanne) enverra volontiers cette publication aux personnes qui desirent des donnees plus 
completes. 

Avec plus de details: Soc. suisse de physique, seance de Fribourg (aout 1926). Arch. Sc. phys. 
et nat. (5) V. 8 p. 267 (1926). ' 

V. A. Koenig: Wiedemann’s Aimalen 28 (1886), p. 108. 
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Des causes d’erreur nombreuses ont ete etudiees et eliminees, soit dans la partie m&a 
nique, soit dans les parties optique ou thermique. Leur expose se trouve dans le memoire 
detaille cite plus haut. Notons seulement ici que les resultats numeriques peuvent etre com^ 
pares entre eux a 2 pres en general, et que leurs valeurs en unites absolues doivent ^re 
envisagees comme exactes a i 

Resultats. — Nous avons verifie d’abord avec soinr 


1. A temperature fixe, V absence de deformations residuelles sensihles (reversibilite 
«mecamque») et la proportionnalite des deformations aux contraintes (Loi de Hooke). A tem 
perature ordinaire, des verifications ont ete executees ce sens jusqu’a la rupture. 

2. La reversibilite «thermique», complete egalement, des constant cs elastiques. 


^ 3. La seule exception apparente a ce dernier fait, dans le voisinage immediat de la 
temperature a/?, s interprete simplement par la difference exceptionnellement forte dans cette 
region etroite entre les constantes isothermiques et les constantcs adiabaticjucs. 

Les donnees numeriques de I’experience sont, bien entendu, isothermiques; nous nous 
bornons a redonner ici seulement les courbes qui les rAsument. La figure i est consacree aux 

deux directions principales ternaire et binaire. On voit que les proprietes des etats a et B 
sont tres nettement differentes. ^ 


Fig. I 



(Juftriri puralleU 


constamment et de pZs^m\u^^ deformation, exprimee par le module E, decroit 

e evation de la temperature; ce phenomene se mani- 
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feste suivant une loi analogue dans toutes les directions. II apparait dans le sens meme que 
fait prevoir la notion classique de I’agitation thermique, le sens d^ailleurs que Inexperience accuse 
sur les metaux ord inair es microcristallins. 

Tout autres apparaissent les proprietes de letat yS: c'est la deformabilite id qui diminue 
continuelle'ynent avec Vaccroissement de la temperature, Ce phenomene est, a ma connaissance, 
le seul du type, observe avec nettete et certitude jusqu’ici. 

Ces variations du module sont du reste considerables, allant du simple au quadruple; 
et tres probablement leur amplitude se montrera-Lelle notablement plus vaste encore lorsqu on 
experimentera au i/ioo de degre pres dans la region de passage a/?. 

Les formules empiriques dont il est question plus haut pour representer ces courbes sont: 

Direction de Taxe binaire: 

£ = 6425 

„ §: £ = 9665 («-S7S)'>«»( 

valables a la precision des experiences pres de o» a 1200 » sauf dans I’intervalle 450 — 580®. 

Direction de Taxe ternaire: 

£&(.:£ = 649S(S7S-4‘'>'“I 

„ p.- £ = 93CO(«-575 )»."i»( 

valables de o^ a 1200^ sauf dans Tintervalle 574 — 578®. 

II est interessant de rapprocher la decroissance acceleree de I’elasticite (etat a) et sa 
croissance graduellement ralentie (etat fi) des variations purement thermiques mesurees par 
H. Le Chatelier®), lesquelles sont respectivement une dilatation acceleree puis une faible 
contraction. Cela conduit a la regie vraie pour notre substance, mais peut-toe generale, qu’a un 
accroissement des distances moleculaires moyennes correspond^ quel que soit le sens de la 
variation de tempdature, un affaiblissement de Velasticite. Nous laissons de cote bien entendu 
le passage meme d’un etat allotropique a Tautre. ... 

Le passage de Tetat a a Tetat /S a ete Tobjet d^un examen attentif. Les phenomenes d’un 
autre ordre (optiques et thermiques notamment) ont conduit leurs observateurs a le considerer 
comme unt transformation ntttcment discontinue. Mais aucun travail de nous connu n’a fait 
d ’observation precise dans le voisinage immMiat, les difficultes en etant tres grandes. Nos ex- 
periences faites dans cette region a un demi-degre pres nous font beaucoup plus conclure a des 
courbes avec nn point anguleux 6u meme un point de rehroussement a tangente verticale, mais 
non a une discontinuite des ordonnees. Et s’il en est ainsi pour Telasticite il parait probable que 
les mesures de precision d ’autres phenomenes donneront des resultats de meme caractere; de 
telles experiences sont en preparation au laboratoire de Lausanne. 

Mais les etats a et /? sont caracteristiquement differents et il existe par consequent une 
temperature de transformation parfaitement determinee. C’est ce qu’ont montre avec une re-* 

®) H. Le Chatelier C. R. 108 (1889). p. 1046 ; aussi Bull. Soc. franc. Min&alogie, XIII (1890), p. 1 12 
v. aussi jusqu’a 530O: Alex. MUller: Vierteljahrschr. d. Nat. Forsch. Ges. Ziirich, 61 (1916); These 
Zurich Univ, 1916. 
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TfTflp^ratures degres cent 


marquable nettete nos experiences avec les lames oblinuen /■_!_ er. on t - i 


\E +^= 4770 (575 — tfm 

■£- 50 = 5050 (575 — 2f)0.150 
P £'4.50= 8590 575 ) 0,0380 


kgjmm^ 


On voit que le module d’Youne a — coo 

sy^eMqu. (+ i ,™p^,a.ure ordLire d& J siltat T. To ?' 

(trigo„a“)‘ J rhomWdrique 

meme de revolution autour de I’axe optique). ^ ^ par consequent 

celui des autres phLmtees cHsteXphJs^u^s'^^u^^^ elastiques en regard de 

solide pour conclure que la transformation n R ^ expenmentale la plus 
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Tous les resultats s’illustrent d’une maniere particulierement simple a Taide de la sur- 
face lieu des extremites de tous les rayons vecteurs par un point dxe et dont les longueurs sont 
proportionnelles aux valours de E suivant leurs directions respectives. La figure 3 (planche VI) 
represente cette .surface a quatre temperature choisies; on volt que: 

Partant de la temperature ordinaire, elle se contracte de plus en plus vite dans toutes 
les directions, mais particulierement suivant celles de' module maximum' en sorte que les pro- 
eminences dans les plans de symetrie vont s^effagant, pour disparaitre completement a la tem- 
perature a 

Des ce passage, la surface, devenue de revolution et rappelant un ellipso'ide, se dilate 
d^abord tres rapidement, puis de moins en moins, dans toutes les directions , mais la a oissance 
reste beaucoup plus accentuee normalement a Vaxe optique. 


Beitrag zum Harteproblem ’') 

Von G. Sachs, Berlin 

(Mitteilung aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Metallforschung.) 

(Hiezu Tafel IX) 


Theoretische Vorstellungen fiber die Harte 

Bei der hohen praktischen Bedeutung der Eindruckharteprufung fiir die Technik sind 
^hlreiche theoretische und experimentelle Ansatze zu einer systematischen Grundlegung der 
Harte unternommen worden. Da eine experimentelle Klarung des Materialflusses bei ver- 
wickelteren plastischen Vorgiingen bisher nicht erreicht worden ist, haben theoretische Vor. 
ste lungen uber die Harte, besonders diejenigen von Hertz i) und Prandtl 2) weitgehende Auf 
merksamkeit gefunden. 


Wahrend Hertz auf Grund elastizitatstheoretischer Betrachtungen aus der GroBe der 
Kraft beim Eintritt der ersten bleibenden Formanderungen eine Harteziffer entwickelt, versucht 
i RAND^ die Harte aus dem plastischen Gleichgewichtszustand eines Korpers abzuleiten 

K .. . haben sehr befruchtend gewirkt, und verschiedene weitver- 

breitete Harteprufverfahren fuhren wahrscheinlich mehr oder weniger unmittelbar auf seine 
Untersuchungen zuruck Seme Vorstellung von der Existenz einer theoretischen begriindbaren 
«absoluten» Harteziffer haben sich jedoch als unhaltbar erwiesen*). 

Prandtl nimmt fur den Eindruck eines starren Stempels in prismatische Korper mit 
verschieden geneigten Begrenzungen eine Aufteilung in plastische und elastische Bereiche vor 
le mit den von ihm entwickelten Gleichungen in Uebereinstimmung steht. Unter der An- 



— Z; 


Abb. I. 

Hypothetische Spannungs-Verformungs-Kurve 
des ideal plastischen Stoffes. 
e elastischer Bereich. 
p plastischer Bereich. 
o Spannnng, n Betrag der Verformung. 



Abb. 2. 

Spannungs-Deformationskurven fiir Eisen und Kupfer 
bei Stauchversuchen. 
h Hohenabnahme in ®/o. 
a Druckspannung in kg/mm^. 

Eisen: to, 15, 20, 25, 30. 

Kupfer: 4, 6, 8, 10. 


desK^s, seme «Harte», berechnen. Und zwar geht Prandtl von der Vorstellung eines ideal- 

1) 132/41 erschienen 

in: S- ^ 56 / 7 x ; Verb. Ver. Bef. GewerbelleiB 

Mech., Math.-Phys. Kl. (ipao) S. 74; Z. f. angew. Math. u. 

der meLanischen Te^chnoUgff’^e^'' 205/09; G. Sachs, Gmndbegriffe. 
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plastischen Stoffes aus, bei dem entsprechend Abb. i nach Erreichung eines bestimmten 
kritischen Wertes der Spannung (Schubspannung) eine Spannungserhohung ausgeschlossen 
wird. Die Priifung der Theorie durch Nadai an Korpern aus Flufieisen schien die An- 
schauungen Prandtls zu bestatigen. 

Versuchsdurchfiihrung 

Von den technisch verwendbaren Metallen zeigt kohlenstoffarmes Risen in seinem 
Verbal ten eine gewisse Aehnlichkeit mit dem hypothetischen ideal-plastischen Stoffe. Nach 
Erreichung der Streckgrenze fliefit das Material, wie Abb. 2 zeigt, unter nahezu gleichbleibender 
Spannung weiter, ehe nach einer Deformation von einigen Prozenten der Spannungsanstieg, 
die «Verfestigung», einsetzt. Die meisten Metalle, wie z. B. Kupfer, zeigen jedoch entsprechend 
Abb. 2 im Gegensatz zu Stahl keine ausgesprochene Grenze zwischen einem elastischen und 
plastischen Bereich, sondern ein allmahliches Einsetzen bleibender Verformungen unter standig 
wachsenden Spannungen. 

Um die Anwendungsmoglichkeiten der PRANDTLschen Theorie zu prufen, wurden eine 
Reihe von Versuchen an Kupfer und FluBeisen durchgefiihrt. Ausgehend von^ Versuchen, 
wie sie schon Nadai ausgefiihrt hat, war hierbei eine schrittweise Annaherung an die technische 
Form der Hartepriifung beabsichtigt. Wegen groBer experimenteller Schwierigkeit haupt- 
sachlich infolge der unvermeidlichen UngleichmaBigkeit des Materials, die bei den kleinen in 
Frage kommenden Formanderungen stark in Erscheinung trat, konnten jedoch bisher nur von 
einem kleinen Teil der Versuche brauchbare Ergebnisse gewonnen werden. 

Die Priifung der PRANDTLschen Anschauung erstreckte sich einerseits auf den Nachweis 
der Form des plastizierten Bereichs, anderseits auf den Widerstand mit wachsender Eindrucks- 

tiefe bei verschiedener Gestalt der gedruckten Korper. 

Bei den Versuchen wurden prismatische Korper durch einen runden oder prismatischen 
Stahlstempel in steigendem Mafie zusammengedriickt und bei einer Reihe von Fasten die Ab- 
messungen mittels einer Mikrometerschraube und eines MeBmikroskops von Reichert be- 
stimmt. Nach den Versuchen wurden die Korper, um eine Rekristallisation des plastizierten 
Teils hervorzurufen, erhitzt und zwar Kupfer auf 750—900^, Eisen auf 800 — 830®, der Hohe 
nach zerschnitten und die Querschnitte (moglichst in der Mitte der Korper) angeatzt®). Von 
Eisen wurden auch ungegliihte Querschnitte nach dem Verfahren von Fry®) behandelt, um 
FlieBfiguren im Innern zu beobachten. 

Nachweis des deformierten Bereichs durch RekristaUisation 

Durch Rekristallisation laBt sich der plastizierte Bereich einer vor dem Versuch aus- 
gegliihten Metallprobe nach dem Erwarmen auf hohere Teraperaturen nachweisen. An den 
Stellen, die .Deformat ionen erlitten haben, entstehen dann neue Kristallkorner. Wird daher 
ein Korper mit gleichmaBig f einem Korn einem Stempeleindruck ausgesetzt und erhitzt, so 
entsteht entsprechend Abb. 3 — 6 (Tafel IX) eine rekristallisierte Zone mit grobkornigem Rand. 
Dabei sind nach den Gesetzen der Rekristallisation die Kristalle dort am grobsten, wo die Ver- 
formung am kleinsten war, soweit die Verformung iiberhaupt ausreicht, um eine Rekristalli- 
sation hervorzurufen. 

^) A. Nadai, Z. f. angew. Math. u. Mech., Bd. i (1921) S. 20/28. 

^) Als Aetzmittel wurde ftir Kupfer 50^/0 Salpetersaure | verd. Salzsaure, fiir Eisen Kupferchlorid 
-[- 50 ®/o Salzsaure I conz. Salzsaure gewahlt 

6) A. Fry, Krapp Mon. H. Bd. 2 (1921) S. 1 17/26; Stahl u. Eisen, Bd. 41 (1921) S. 1093/97. 
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Abb. 7. 

Gestalt des rekristallisierten Bereiches bei 
gedruckten KSrpeni, 
a stark plastiziert 
b schwach plastiziert. 

t'tto MelT'’''' die GesUIt einer von Kreisen be- 

stimmung mit NADABTekhmngm FMfig^en" Uebdein- 

korper und seinen matherarcrn^^'ra^Ltn^rSbr T gedriickter FIuBe^en- 

stischer Beanspruchung. Danach ergibt sich da^s halhk bei rein ela- 

stempel, in dem plastische Verformungen zuerst auft^' Eindruck- 

maxirnalen Schubspannungen bei BeanLucW T I ’ T der groBten 

Schneidenberiihrungsflache. Die weiter^ Krefsh" ^^^teilte Last auf der 

starker Verformung begrenzen, entsprechen den^dLE^^>-> ^ Eereiche verschieden 
konstanter (groBter) Schubspannung Sie gehen berechneten Kurven 

was auch tatsachlich, z. B. in Abb 6 annahernTd T, Kanten der Schneide, 

Begrenzungskreises erklart sich aus der physikaHsd, P auBersten 
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greift auf einen weiteren Bereich liber. * ^^^ter, und die Verformung 

Weise vor sich gehen^^fSchlt'S^sTelk^ die Plastizierung in der 

formt werden. Dann erweitert sich L plasSch^B " ^ bleibend ver- 

oben und unten anscheinend 
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in der Weise, dafi die Umgrenzungen angenahert Linien gleicher maximaler Schubspannung 
jjjj uj'sprunglichen elastischen Spannungszustande bleiben. 

FlieBfiguren 

Nadai glaubt die Gestalt der bei den Versuchen an Flufieisenkorpern auftretenden 
FlieBfiguren als Bestatigung der PRANDTLSchen Anschauung ansehen zu konnen. 

Die bei den ersten Deformationen entstehenden FlieBfiguren durfen jedoch fiir die Be- 
urteilung der plastischen Deformationen nur mit Vorsicht herangezogen werden. Die langen ge- 
krummteri Linien, wie z. B. in Abb. lo (Tafel IX), folgen stets ungefahr den Richtungskurven 
der groBten Schubspannung, die in der Regel einen ganz anderen Verlauf haben als die Kurven 
gleicher maximaler Schubspannung, die nach den Rekristallisationsversuchen den plastischen 
Bereich begrenzen. Sie verdanken ihr Entstehen einem plotzlichen unstetigen Einsetzen blei- 
bender Formanderungen, bis zu Betragen von 2 % und mehr. Ihre Entstehung und ihr Verlauf 
zeigt, wie schon von Nadai '^) verschiedentlich betont, viel mehr Aehnlichkeit zum Vorgang 
des Abschiebungsbruches als zu eigentlich plastischen Vorgangen. Dies gilt besonders fur die 
ersten auftretenden FlieBfiguren. 

Sobald Eisen jedoch in steigendem MaBe deformiert wird, zeichnet sich das deformierte 
Gebiet, wie Abb. 9 (Tafel IX) zeigt, auch aufierlich in gewisser Uebereinstimmung mit den 
Rekristallisationsversuchen ab. In ahnlicher Gestalt laBt sich auch nach Abb. 10 der bleibend 
verformte Bereich im Innern durch die FRYSchen Figuren und seine erhohte Losungsfahigkeit 
(bei langanhaltendem Aetzen) nachweisen. Der Bereich der FlieBfiguren ist groBer als der 
rekristallisierte Bereich, da FlieBfiguren schon bei kleineren Deformationen entstehen als durch 
Rekristallisation nachgewiesen werden konnen. 

Abhangigkeit des Widerstandes von der Probeniorm und der Eindrucktieie 

Der Widerstand eines Korpers gegen die ersten bleibenden Verformungen, seine 
«Elastizitatsgrenze», hat praktisch keine grofie Bedeutung. Je feiner die MeBeinrichtung, desto 
niedriger wird diese Grenze gefunden, nicht nur bei Kristallhaufwerken, sondern auch bei 
einzelnen Metallkristallen s) . Und selbst die ausgesprochene Streckgrenze des FluBeisens ist 
bei inhomogener Beanspruchung verwischt. 

Der einfachere und sicherere Weg zum Vergleich der Wirkung verschiedener Bean- 
spruchung, den auch v. KArmAn*) bei seinen Versuchen an Marmor eingeschlagen hat, ist 
daher die Gegeniiberstellung der Deformationskurven. Auch ein zahlenmaBiger Vergleich kann 
dann bei Zugrundelegung entsprechender, nicht zu kleiner Deformationsbetrage eimgermaBen 

zuverlassig durchgefiihrt werden. _ _ .. . „ . 

In Abb. II sind daher die Spannungen bei wachsender Eindrucktiefe fiir die FluBeisen- 

kbrper mit verschieden geneigten Begrenzungsflachen {&) aufgetragen. Die Kurven beginnen 
bei einer Eindrucktiefe von 0,5 % der Breite, da sie sich bei kleineren Deformationen ver- 
schiedentlich iiberschneiden und daher in diesem Bereich als wenig zuverlassig angesehen 
werden. 

Den Kurven in Abb. ii sind die Widerstande der verschiedenen Korper bei i, 2, 3 und 
4% Deformation entnoramen und in Abb. 12 in Abhangigkeit vom Boschungswinkel aufge- 

7 ) A. Nadai, Z. f. angew. Math. u. Mech., Bd. I (1921), S. 20/28. Schweiz. Bau-Z. Bd. 83 

(1924) S. 6. ^ . 

8) M. PoLANTi u. G. Sachs, Z. Phys., Bd. 33 (i 92 5 )> S. 692/705. 

sA.KArmAn, ZVDIBd. 55 (19x1) S. 1749 / 55 ; Forschungsarb. VDI, Heft 118 (1912) S. 37/68. 
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Jimciracktiefe. verscbeden geneigtenBegrenzungs- 


0 Spannung in kg/mni2 
h Eindrucktiefe in O/o der Ein- 
druckbreite. 


flacheu. 

X Versuche von Nadai. 

O Theoret. Streckgrenze fiir ^ = 90 0. 
o Streckgrenze beim Druckversucb 
^ Neigungswinkel. 


Abb. 13. 

Vergleich des berecbneten und des be- 
obachteten Spannungsverlaufs bei Ein- 
dmckversuchen. 
berechnet, • Versuchspunkte. 
t Eindrucktiefe in der Eindruckbreite. 
a Druckspannung p in kg/mm2 


besser an als Slim 6 ^ 7 ' Befmid paBt sich diesem Wert weit 

_ m um 05 ^ groBeren nach der PRANDTLschen Theorie. 

des WiderstanLImh StsSenS £0 m Veranderung 

sam vor sich. ^.Iso anscheinend sehr lang- 


1 


tragen. Fur Eisen sind auch anstelle der Streckgrenze die Werte fiir die Deformation o durch 

Streckgrenze fiir den gewohnlichen Druck- 

Sowohl Abb. ri wie Abb. 12 zeigen, daB das Verhaltnis der Widerstande verschiedener 
Korper sich mi fortschreitender Deformation nicht wesentlich iindert, daB es also ohne Te 
deutung ist, welcher Deformationsbetrag der Betrachtung zugrunde gelegt wird 

Die Abhangigkeit des Eindruckwiderstandes vom Boschungswinkel ist bier teilweise eine 
ander^ als sie sich nach der Theorie von Prandtl ergibt. Danach soil der Widerstand verschie 
dener Korper linear mit ihrem Boschungswinkel & anwachsen. Fiir kleine Winkel & ist diese Forde 
mng der PRANDTLschen Theorie annahernd erfiilit; bei groBem Winkel ^ verandert sich der 
derstand jedoch nur noch wenig. Die durch X in Abb. ii angedeuteten Werte von Nadai 
ur die Streckgrenze, die anscheinend an Hand der Beobachtungen von FlieBfiguren gewonnen 
ind und der Theorie von Prandtl nahezu entsprechen, weichen mit zunehmendem Bdschunes 

daB FliS"" Werten ab. Dies erkliirt sich wohl daraL 

daB FlieBfiguren keine quantitative Festlegung der Streckgrenze gewiihrleisten. 

die StreS’"’'' ^ eingezeichnet, der sich elastizitiitstheoietisch fiir 

grenze ergibt, unter der Annahmc, daB die Schubspannung fiir das Einsetzen blei- 
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Fiir die Berechnung der Eindrucktiefe bei einer bestimmten Belastung brauchen dann 
. nur die Hohenabnahmen der Mater ialteilchen in der Achse bekannt zu 

I i sein. Unter der experimentell begriindeten Annahme^®), daB einer be- 

stimmten grofiten Schubspannung eine bestimmte Hohenabnahme zuge- 
ordnet werden kann, die entsprechend Abb. 2 einem gewohnlichen Stanch- 
versuch (fiir die doppelte Normalspannung) entnommen wird, ergibt sich 
die Eindrucktiefe v als Funktion der Belastung f nach Abb. 14 zu: 

j r^r—^ ^r—00 

dv = j e- dr , 

r=: o r— o 

worin r der Abstand eines Punktes der Achse von der Oberkante ist. 
Abb, 13 zeigt die errechneten Kurven im Vergleich zu den Versuchs- 
punkten. Die Uebereinstimmung kann bei nicht zu hohen Genauigkeitsforderungen als aus- 
reichend angesehen werden. 

P. Ludwik, Elemente der technologischen Mechanik, Berlin 1909? Sachs, Mech. Techno- 
logic, S. 54; P. Ludwik u. R. Scheu, Stahl u. Eisen, Bd. 45 (1925) S. 373/81. 



Abb. 14. 

Zur Berecbnung der 
Spannungs-Deformations- 
kurven bei Eindruck- 
versuchen. 


Nachschrift bei der Korrektiir: Gegen die Schliissigkeit der Versuchsergebnisse hat Herr 
Prandtl in Naturwiss., Bd. 15 (1927), S. 265, und einer Zuschrift an den Verfasser den Einwand er- 
hoben, daB die Proben zu kleine Abmessungen hatten. Weitere Versuche, liber die in der Z. f. Techn. 
Phys., Bd. (1927), S. 132/41, berichtet ist, beeinfluBten jedoch die aus den vorliegenden Versuchen 
gezogenen SchluBfolgerungen nur unwesentlich. 
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Ueber strenge Losungen aus der Theorie 
dcr Bogentrager 

Von Th. Poschl, Prag 

Verschiedene Unstimmigkeiten, die sich bei der Anwendung der Theorie krummer 9 i-hk 

Str.' r 'io nTdl 

der technischen Berechnungsweise gefundenen Ergebnissen vergleichen zu konnen So hat z B 
^ K. WiEGHARDT m einer bemerkenswerten Arbeit, die 1915 in den Berichten der’ W a', 

B - ''“‘“ndig durchfuhren k6„„„. Er fand. dag die X,e d., 

rX^T- s T “ “S'»aertc„ (technischen) Berechnungsweise fli 

r^t gut nbereinst.mmen, wenn auf die Nonnalkraft keine Rncksicht gcnontmen wird dafiX” ■ 
erucksichtigung der Normalkraft nach dem iiblichen Vorgange nicht nur keine Verhe 

zvr.z r3''rdfX"T^T 

PL im 3. J 3 ande seiner Vorlesungen (o. Aufl. 1022 S orn .1 -n 

wef es” 1 nTe*°T^'h ”11 ich ihn (den beauglichen Absate) doch noch stehm 1 ^ 56 ^ 

wed es tn der Techurk „u„ einmal iiblich ist, den Eininli der Normalkraft in d el Art k' 
auschatren, jedoch mit der Wannung, dag die Ergebnisse mindestens ulverllf 

leser S^hverhalt muB notwendigerweise gegen die in der Technik iibliche Berech 

diTveTInTasfr gekriimmter Mittellinie (Bogentrager) Bedenken erregen L gab 

V Nachprufung der bezuglichen Rechnungen. Dabei zeigte es sich dafi ifn 

Lnie die'duXrShrllg hlX l“sicbtig?3 “e 

Auffassung eintritt. ^ eidimensionalen) und der technischen (eindimensionalen) 

Die Aufstellung der Grundgleichungen kann dabei — und dies diirfte b,v,- . i 
< assischen Statte der Schalentheorie nicht ohne Interesse spin i -a- ■ ^ 

dem in dieser iiblichen Verfahren erfolgen das auch Ter V^ f ~ "^""‘^kmaBigerweise nach 

wXh-‘“ XT “““ -Berechnu’g von Behaltern. cusaXteSassldTargleT hi 

einer HXXrTX TST XllrBlX" Tri"" 

eth 

bezughch des Biegemomentes eine weniger gute, doch fur die 
mwsten Falle hinreichende Uebereinstimmung, so daB die 
ubhche angenaherte Theorie der diinnen Schalen und Trager 
in der Regel als gultig angenommen werden kann. 

I. Fiir die Aufstellung der statischen Gleichungen diinner 
legesteifer, zylmdnscher Schalen seien die folgenden Be- 
zeichnungen verwendet: Die Form der Schale sei durch die 

AbbTT die inneren Krafte nath 

. durch tj, N und das Biegemoment durch G Die Be- 
lastung fur die Langeneinheit der Erzeugenden und der 



Abb. I. 
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Mittelflache habe die Komponenten X, Z, die ebenfalls bekannte Funktionen von sind. Statt 
der Einheitspannungen werden ihre Summen S, N, G, vermoge der folgenden Gleichungen 
eingefiihrt: 

4 - h + A 


x-d^, G-- 


f 




(I) 


— h — h — h 

Dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Schalenelement: 

S' — TV -j— X R o, Td' — 1“ ZR^—— o, G' — 7VR — o ( 2 ) 

Die Integration dieser drei Differentialgleichungen bringt 3 Konstanten in die Rech- 
nung, die im allgemeinen nur auf dem Wege iiber die Formanderungen bestimmt werden 
konnen. Wie in der Schalentheorie ist auch fiir die krummen Stabe das Auftreten der Biege- 
momente notwendig mit dem der Querkrafte verkniipft. Zur Integration dieser Gleichungen 
miiltipliziere man — ganz wie in der Schalentheorie — die ersten beiden dieser Gleichungen 
mit sin ■fr und cos ^ und addiere sie, dann erhalt man eine Gleichung, die unmittelbar integriert 
werden kann: 

F h- -f- ■8' -p W = o 

worin 

R (%•) =J(X sin ^ Z cos) Rd%' C(y 


(3 

( 4 ) 


und Cp eine Konstante bedeutet. Setzt man weiters 


H{^) = 


F{%-) 


sin S’ 


ZR 


so findet man fur TV, P und G die allgemeine Losung; 

'H{^) 


TV: 


F: 


J 


; C sm -S’ -f- sin 
— C cos -S' — cos 


sm%' 

HiO-) 


/ 


sin%' 


d%‘ 

^8- 


F(8') 
sm 8' 


G = cj Rsin 8' d%- + J ' Rsin 8-^ ^8- + 


is) 


2. Zur Aufstellung der elastischen Gleichungen mogen u, w die Verschiebungen parallel 
zur ^ und -Axe und — ebenfalls genau wie in der Schalentheorie — co die Verdrehung eines 
Querschnittes bedeuten: 

... ... ... ... ... ... ... ( 6 ) 


(1) : 


R 


Die Dehnungen einer Schicht im Abstande ^ von der Mittelflache und dieser selbst 
sind sodann: 


■ w 




R 


\ 7 ) 


Man erhalt daher nach den Gleichungen (i) die beiden Gleichungen, die als die 
Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen m und w anzusehen sind; 


S — 2 Eh ■ 


w 


■—Ey- 


( 8 ) 


R T? ••• - • 

Bei der Integration dieser Gleichungen werden 3 weitere Konstanten eingefiihrt, die 


zusammen mit den 3 frtiheren die ganze Mannigfaltigkeit der Losungen darstellen. Zu ihrer 
Bestimmung mussen 6 Randbedingungen vorgeschrieben werden, die sich bei einem" offenen 
Bogenstuck auf die Enden beziehen; bei einem geschlossenen Ring werden 3 von den 6 Ron 
stanten durch die 3 Gleichgewichtsbedingungen der belastenden Kraftegruppe gegeben wahrend' 
3 onstanten willkurlich bleiben, die eine Bewegung des Ringes als starres Ganzes bedeuten 

d,v R = konst, fuhren die beiden Gleichungen (8) unmittelbar auf 

die folgende Gleichung fur die Durchbiegung: 


Ey 2 Eh 

die sich von der gewohnlich verwendelen durch das letzte Glied unterscheidet. 


( 9 ) 




Bei dem von K. Wieghardt behandelten Beispiele nach Abb. 2 ist zuniichst: 
N-- 


K . ^ jr 

: ~ szn d', S= cos -S’, 

^ 2 ' 


G =z cos -d- Cl 


fa Wm®* (8) Mr fa Bicgemoment G 


G=z- 


KRi u , 

... 


,.. (10) 

.. (II) 


und insbesondere fur 'd' = n\2 : 



fa von gldcher GroBe ist wie oh„« Berucksichtigung der Normalkrafl 

verschieblichen Auflagerung die Ausdrucke: ^ ^ ^“^r in wagrechter Richtung frei 


2 


s 


-S’ cos %• 

[cos '9* -|- 'B' szn S’) 


,cos -S' -(- -S' szn '9' — 

^ \ 2 


(12) 


sionalen Elastizitdtstheorie eigntHich^^vor Til Ansatzen der zweidimen- 

eignet sich vor allem die Verwendung der AiRvschen Spannungs- 


; 
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funktion, die von F. Klein in geometrischem Sinne ausgebaut und von einigen seiner Schuler, 
insbesondere von A. Timpe fiir eine groBe Anzahl besonderer Falle angewendet worden ist. 
Fiir das Problem des Kreisringsektors, das uns hier interessiert, besteht das Verfahren darin, 
den Ringsektor zu einem Vollring und die Belastung in dem hinzutretenden Stuck so zu 
erganzen, daB fiir den Vollring ein Gleichgewichtsystem resultiert. Ftir den Vollring ist die 
allgemeine Losung bekannt. 

Die Komponenten des Spannungstensors ergeben sich durch die zweiten kovarianten 
Ableitungen von (J; nach den Koordinaten ^ in der Form: 


’ br\,b^} ^ 

Die Funktion tj; genugt der biharmonischen Differentialgleichung AAtJj = o und ist durch 
jene Losung dieser Gleichung gegeben, fiir welche die Bpannungen an den Randern des Be- 
reiches die vorgeschriebenen Werte annehmen. Dieser rein mechanischen Auffassung der 
Randwertaufgabe kann die mehr geometrische an die Seite gestellt werden, die darin besteht, 
eine der Gleichungen A A 4 > = o geniigende Spannungsfiache tj; = cj) (r, >&) zu konstruieren, die 
sich an den Randern des Gebietes stetig und mit stetiger Tangente an die fiir die beiden 
Rander entsprechend definierten «Belastungsfiachen» anschlieBt. Die Konstanten, die die 
relative Lage der Belas tungsflache fiir den Innen- und den AuBenrand gegeneinander be- 
stimmen, werden durch die Forderung festgelegt, daB der im Ring auftretende Verzerrungs- 
zustand eindeutig sein muB. 

\ A ' 






/ 

/ 

/ 


-L — 


Abb. 4. 


6. Die Ausfuhrung des ersterwahnten Vorganges vollzieht sich nun so: die Fliissigkeits- 
belastung des Halbringes: 

p{^) — yrQCos%-=j>QCOS%-, 

ist nach der oberen Halfte des inneren Randes so fortzusetzen, wie es in Abb. 4 und 5 ange- 
deutetist. Es ist also zu setzen: 

fiir o ^ ^ 7 r /2 p=p^cos^ 1 
„ 7r/2^'9’<7r P~—p^cos^\ 

Da die gesuchte Losung aus trigonometrischen Elementarlosungen zusammengesetzt 
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wird, so ist diese Belastogsfunktion in eine nach Vielfachen von & fortschreitende trigono- 
metrische Reihe zu entwickeln. Dabei ergibt sich fxir das ganze Intervall o < ^ ^ 




2^2 2 
- COS 2 d' — — COS 4 “O' “t” — cos 6 d 


•••] (14) 


wahrend die Belastung am AuBenrande verschwindet. Bis auf die niichste Umgebung der bei 
& = n\2 auftretenden Spitze ist die Reihe sehr gut konvergent. 


\ 


/ \ 






Abb. 5. 




Fur die Spannungsfunktion ist wegen der Bedingung der Eindeutigkeit des Verzerrunvs 
zustande. im Vollringe und wegen des Umstandes. daB die Belastungen an Rand £ 

sich im Gleichgewichte sind, der folgende vereinfachte Ansatz zu verwenden: 


00 r 


Rechnet man mittels dieses Ansatzes nach den Gleichungen (13) und r aus und 
bnngt die Randbedingimgen zur Geltung: t d; ffr una r aus und 

[0'r]r=ro= ('9’) , — O 

[ar]r=ri=0^ — 0 (^^^ 

SO erhalt man fiir die Beiwerte der ersten Glieder Ausdriicke von der folgenden Form: 


Die Spannungen selbst Sind dementsprechend durch die Reihen gegeben: 




2_^2> ^ 2 ' 


■, usw. 


+^^0 + [— 2^:2 — eagZ — 4 — . . 

t = 2 [«2 H- 3^2 Szn2%-^ . . 


— +2 3 o 4 - [2a2-j- 12A2 6a2 r-i]cos 2. 
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(17) 
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die wieder bis in die Nahe von & = nj 2 sehr gut konvergent und zur zahlenmaBigen Berech- 
nung gut brauchbar sind. Fiir die Praxis sind insbesondere die Werte von a^Z/oVon Wichtigkeit, 
die in Abb. 5 in ihrer Abhangigkeit von r und d' eingetragen sind. Aus dieser Abbildung 
ist auch die Verteilung der anderen Spannungskomponenten ersichtlich. 

7. Um die Verbindung mit der angenaherten Theorie herzustellen, bilden wir nach 
Gleichung (i) die Summen Sj N, G, setzen darin r^zziR — h, R h, dann crhalten 

wir die ersten Glieder von ^ und G in der Form: 


+ 

G_ih^ 

/o ^ ^2 + • • • I 

Fur d- — 7 il 4 sind die Werte der GroBen S, G fast genau durch diese Glieder allein 
gegeben. Vergleicht man damit die nach der angenaherten Theorie, d. i. nach Gleichung (12) 
folgenden Werte: 

4 + TC j 

__ 

G I / I , Tt 7Z\ ^ [ 

2 W 2 ^ 4 V 2 2/ ^ / 

SO sieht man, daB fiir kleine Werte von hjR fiir G nahezu vollstandige Uebereinstimmung 

herrscht, wahrend fiir G die angenaherte Theorie fiir alle hjRj die kleiner sind als \/o, 1 5 1 tc 00 0,69 
zu hohe Werte liefert und zwar um so hohere, je mehr hJR abnimmt. Aehnlich liegen die 
Verhaltnisse auch bei anderen Werten von 


4 - 4 - 7C ^ 

T -i- - - = 0,62 

s y 2 


- =0.151 
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Sur la statique du beton arme 

Par A. Signorini, Naples 

I. La fig. I represente en plan et section un cylindre en beton arme, non soumis a des 
efiforts de masse ni a Faction de forces sur la surface laterale, mais sollicite sur la base 6’ oar 
un systeme de forces equivalent a la pression normale P appliquee en 0: et, naturellement 
sur la base .S', par un^ systeme de forces equivalent a une force egale et directement opposee 
a Jr. Lts autres notations de la figure ont une signification evidente. 




II est bien connu que le diagramme des essais de resistance des betons (et des macon 

au’il unitaire,. eat representee par p ou ,, aelon 

ment de cfiacu f ^ convention de considerer comme argu- 

mort de ehaarne des fonchona p ou i, la grandeur de Tallongement unitaire ... 

beton la “n fl-i <i«end d'appliqnet au 

^a;ge" r:;Lrizrrd“ ^ ^ 

|e^l . 

tCaTeLI Z„Z“’ 

au cas^ou [|«^|] egale la charge'^drsfi^^p'^^ 

naires on trouve: ^ ^ compression du beton, k^, pour les betons ordi- 


E, 


■■ oo 


_9_ 

10 


de 1. pZtonZ fleZn' >' 

P ession et tlexion du beton arme, peuvent etre partagees en deux erouoes- 

^ I grouse correspond a une extension materielle de quelques-unes des proprietes de 
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la solution du probleme de Saint-Venant, avec Tadjonction de Thypothese de parfaite adherence 
entre beton et armature le 2^ groupe a un schema de caractere simpliste des resultats des essais 
de resistance des betons. 

Les hypotheses du groupe, quand elles doivent etre enoncees d’une fagon precise, 
se traduisent dans les relations indiquees aux lettres a), b), c), d) du tableau: ou sont em- 
ployees, pour les caracteristiques du stress, les charges de surete et les modules d’elasticite, les 
notations habituelles. 

La relation b) exprime que les coefficients de dilatation lineaire, suivant la direction z, 
sont les memes qu'on aurait si, dans la deformation du solide, chaque section tournait 
rigidement d’un angle infinitesimal proportionnel a z, autour d’un meme axe, a choisir convenable- 
ment dans leplan de axe que j’appellerai axe limite (voyez 5). Naturellement, 4 represente la 
distance du point generique du cylindre au plan parallele a Zj passant par Taxe limite: tandis 
que (D est une constante qui, avec les deux autres necessaires pour fixer la position de Taxe 
limite dans le plan de Sj demeure disponible pour realiser les conditions d'equivalence entre les 
efforts interieurs agissant sur vS et la force P appliquee en 0 : c’est-a-dire, les trois equations 
qui, toutes seules, epuisent les conditions d’equilibre aussitot qu’on admet I’hypothese a), Tinde- 
pendance de de z et le postulat de Saint-Venant. 

Les hypotheses du 2® groupe (specifiees aux lettres e), f), g) du tableau) correspondent 
a I’exacte validite de la loi de HooKte dans la sollicitation a compression du beton et a 
I’absence complete de resistance a traction pour le meme materiel. 

II est soiis-entendu que est une constante correspondant a une valeur moyenne de : 
et il est bien connu que, pour tous les materiaux, la condition de stabilite g) absorbe la premiere 
des conditions d). 

TABLEAU 


a) Ox — — '^x — ® j 

b) Hypothese d’adh6rence parfaite entre beton et armature et de con- 
servation des sections planes: 

= — 0 ) d. 

c) Validite de la loi de Hooke dans la sollicitation de Farmature: 

6 ^ (£a = const). 

d) Conditions de stabilite pour Farmature : 

kp Ed 0) dfffdx Ea 1 I • 

e) Validite de la loi de Hooke dans e') Dans le beton, pour 6;^ < 0, 
la sollicitation a compression 

du beton: 

— Ejfi S0 o). - A [ I 1 ] * 

f) Complete absence de rfeistance f') Dans le beton, pour £^> o, 
a traction pour le beton : 

0 ^ = 0 (ez>o). 

g) Condition de stabilite pour le g') Condition de stabilite pour le 

beton ; beton ; 

Ef„ <0 d^ax pmax 


THlIORIE ORDINAIRE 


THl^ORIE G^N^RALIS^E 
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Considerons 1 aire plane non homogene A, obtenue en attribuant a la section d 
baton et a la section de I’armature des densites proportionnelles aux modules respectif^ 

easticite, E„, et naturellement, j’appellerai axe neutre la droite antipolaire du centre 
de pression par rapport a I’ellipse centrale de A. ^ 

L hypothese f) n’entre pas en jeu chaque fois que la section du beton n’est pas coim^ 

dSer^""^ '"T'v sollicitee a compression, I’axe limite ne 

ditfere pas de 1 axe neutre et toute chose se passe comme s’il s’agissait de la flexion et com 

pression d un cy mdre ^astique (non homogene). Si, au contraire, I’axe neutre coupe la leSI' 
u eon, axe limite I ne coincide plus avec lui: cependant on sait bien que, dans ce cas si 

tiAre C H ^ ^ ^ homogene obtenue en attribuant a P et a Pen 

riere S^, des densites proportionnelles a E,„ et E„. 

ordinair. 1'" “ P''"' <l'“sayer la valeur dss hypotheses de k theorie 

, generahsant ses hypotheses en d’autres qui representeraient mieux les resultata 
des essats de resistance des betons, pour eonfronter nsuite les resultats Tie k T,To T 
generale ainsi batie avec eeux de la Ihfcrie ordinaire-), 

servationTT ‘ “’‘.''yP«'>eses a) et b) : notamment a riiypothese de cou- 

proprement de cTTT Tn*^ parfaite adherence entre beton et armature. En effet e'est 

nZb cTe par : refa?TeTT„^ ™ 

.ouiours d Ihser'tnsTa tLlT^rs^bltTecti^^^^ 

proprietes deja specifiees pour les functions /T.n i des essais de resistance parce que les 
riences les moins exactes.^ spontanement suggerees par les expe- 

a),b), tZ) Z’ZclZ moindre incertitude que le complexe des hypotheses 

de la section et la distribXr dTarmir^^'^r exterieure, quelle que soit la forme 

essais de resistance, ’correspond i7re P*!'® ""®“ltats des 

des hypotheses a) et b) qui etaient restl^ confirmation satisfaisante de la legitimite 

La demonstration'du th^LTd exis"^^^^^ P 
avec la demonstration de Pexistence et de I’unicite de la" soluln Tu "sys 

(S - S) ] dll aS/- _ E3J ^ ,S, + £(S _ ^ . 

o = X?y-[„(3-E)],y5,-/^5r[„(E_S))nr5.+n,£.£5(3_g^^^^ y 

du ca/:pptTT'o“;aTrik; ?irr“ ^ 7por. a , 

par 5 1 axe d anomalre mconnue / conduit par O normalem J a I'axe 

R.U.i..di [K»d. del Seminano «„em.«co della 
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limite; par S la distance aussi inconnue du centre de pression a 1 axe neutre; la troisieme 
inconnue est la co qui intervient dans Tenonce de la loi de conservation des sections planes. 
II reste sous-entendu que si I’axe limite tie coupe pas la section du beton, P coincide avec 
Fentiere et T est nul; tandis que, dans le cas contraire, les champs d ’integration P et T 
dependent des inconnues S, /. 

J’esquisse le procede de demonstration 2), parce que cela donnera lieu a mettre en evi- 
dence quelques circonstances d’un certain interet. J’appelle Gb les centres de gravite de 
£ le nombre positif defini par Fequation 

P — Sip Sa Pa £ • 

Gp le barycentre des deux points Gb respectivement charges des poids 


Gb P Ga Pa ^ • 


simple. 

positii 


L’on reconnait facilement que si 0 coincide avec G^, on se trouve dans le cas de pression 
Ce cas exclu, faisons coincider Taxe positif jr avec le rayon OGpi et representons par 
le couple orthogonal d’origine 0 correspondant a la valeur i de 1 anomalie de 1 axe 
On demontre que si, sans changer la valeur de P, on laisse disponible la position 


du centre de pression, pour toutes les valeurs de i entre — — et — , et seulement pour elles, 

il existe une sollicitation du cylindre qui simultanement satisfait aux deux conditions: 

1. que son centre de pression 0,* appartient a la droite 77^.; 

2. que son axe limite est normal et incident a Faxe positif 

En meme temps, on etablit que, pour chacune des sus-dites valeurs de i une telle solli- 
citation est unique: et que k ne differe pas de Faxe limite correspondant au cas ou, en laissant 
le centre de pression en 0, on reduise la section symetrique par rapport a la droite en im- 
primant a chaque tranche infinitesimale de S^, et Sb parallMe a rjz une translation convenable 
suivant la direction rji- 

La simple infinite de points 0/ est bien celle qui, dans la theorie ordinaire est exploitee 
par les techniciens pour la reduction du probleme du cas general au cas symetrique: c’est-a-dire, 
au cas particulier d’une section pourvue d’un axe de symetrie (orthogonale ou oblique) et 
charge sur le meme axe. 

La demonstration du theoreme d’existence et d’unicite s’acheve en etablissant que si 


i croit de — -^a-^le point 0/ decrit une courbe fermee en partant de la position Gp, et en y 

revenant apres s’etre superpose une, et une seule fois, a 0 (pour i =z J). 

Dans le cours de la demonstration, on etablit une certaine relation laquelle, dans le cas 
particulier de la theorie ordinaire, met en evidence que, parmi toutes les sollicitations S,-, 
le maximum de la pression unitaire en 0 correspond a la sollicitation de centre G. 

Mais, en restant toujours dans le champ de la theorie ordinaire, la valeur de la pression 
unitaire en 0, pour chacune des sollicitations S* est proportionnelle au travail de deformation. 
Cela suffit pour la demonstration d’un theoreme qui rappelle le celebre theoreme de Menabrea 
dans la statique elastique toutes les sollicitations 'Zi le maximum du travail de de- 

formation correspond d la sollicitation de centre 0.» 

2) V. A. SiGNORiNi «Uii teorema di esistenza e di unicita nella statica dei materiali poco resistenti 
a trazione», [Rend, della R. Accademia dei Lincei, vol. II, serie 6% Roma, IQ-S]* <<Sulla pressoflessione 
del cemento armato», [Annali di Matematica, Milanb, 1927]. 
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“rT"' - , 

valeurs correspondantes des maxima rip i- ■ ' ■ incomiues co, S, J et les 

Un tel precede aurait ete trop complexe ^pouTles conditions de stabilite 
purement theorique, sa complete await pL iniLS ■ et m&ne du cote 

* l'exp„.sio„ exacte des (onclions e^pertaMa’rfe^f “eT 

songer a deduir. des diagrammes des essais de resistance essi!r''°” “ P“‘ 

au beton non arme. c, essais qui se rapportent toujpurs 

san.es i sntS. 

non pas aux donnees effectives de la question rr^'^ enj oi de la theone ordinaire rapportee, 
des donnees auxiliaires deduites des donnees’ effrctiCes'^mr''df''' auxiliaires: pr&is&ient a’ 
feraient mtervenir que des elements faciles a deduire d/f ^ <=°crections simples, qui „e 
essais de r&istance. . fagon certaine, des diagrammes des 

pressioffoTtTniSrTrieZ''"’”' "" 1“= '» <».tre de 

I'on «»™e't^el«o?I Tatc“ T' “ ““ ““‘P" O' ‘'“"'“se. 

™ , e. correspondantes d des vaienrs ne^atC de' 


ordinaire — au moins lorsqu’on pose E„ 


E., 


vtiri-fin. , ■ et I’on remplace k, par — f 

verifie pour la section effective a I’e^ard i + 1 ,' • , ^ e/‘ 

La correct,™ S<"«ale •). 


le meme se 


La correrf * ^ generale^). 

grant™ „n pen d:".,’:' ”eTfo„e.t”V;“eo"’r'1' "" “ia. 

f .P- .e,n. i, es. ta.e de d«„ire de's::! dl rlil 

au moins, rune bonne limite inf^ri • approchee, ou, 

correction est de telle forme qu’elle^adar nT^ cgalement pour le but cherche. La meme 
aussi aux calculs de projet. ^ verifications de stabilite, mais 

-.e r'-- >■- o- dans ,, 

, , Cette in. partie d. ,a dfaonstration est d ' Oe IT- dans la theorie ordinaire. 

i.'s'r:.- 

Lorsque 0 est exterieur a la section , 
qn. perntet d. ramener calculs de resis.lrrS»s Tr'tf-‘““®; ' '* 

la theorie ordinaire; parmi lesquelles il y en a iin ' ^h^orie generale, dans le domaine 
traction du beton, se reduit a IW .• ^ 

aucune modification de la section),^” ‘®scment de la charge effective dans le rapport ^ (sans 

de la theor ie^rdinair^'""^ Pcocedes de calcul de la thforie generale sont ramenes a ceux 

vol. II, serie 6% Roma, 1925]. delle murature* [Rend, della R. Accademia dei Lincei, 
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Pour elle, on possede, comme il est bien connu, plusieurs procedes, specialement 
graphiques, de determination de Taxe limite: c’est-a-dire, de Telement qui, dans cette theorie, 
conduit immediatement et completement a la resolution du probleme de la flexion et compression. 

Un procede qui, peut-etre, parfois pourrait Hrt prefere par ceux qui aiment a faire usage 
des machines a calculer, decoule du theoreme que je vais enoncer en me rapportant tou jours 
au cas symetrique. Soit n I’axe neutre de Faire non homogene obtenue en attribuant a 
Si et Sa des densites proportionnelles a et Ea- 

Representons ensuite par n' I’axe neutre de Faire non homogene deduite de en 
supprimant la region de S^ situe par rapport a n du cote oppose a 0, et, par un procede iteratif, 
supposons construite toute la succession d’axes neutres n', n", ... . On demontre 

que, dans tous les cas, a mesure* que r croit, Faxe neutre va tou jours en s approchant 

de 0: d'ou Fon deduit tout de suite quhl existe une position limite de qui ne differe pas 
de Faxe limite de la section initiale. 

Naturellement, si on se contente de connaitre une mince tranche dans laquelle soit 
compris Faxe limite, le procede que je viens dhndiquer peut etre reduit a la construction d’un 
nombre fini d'axes neutres. ' 

Et cela veut dire que la r&olution du probleme de la compression et flexion, en derniere 
analyse, reste tou jours ramene a la construction d’un nombre fini d’axes neutres. 
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Allgemcine Theorie der Wirkung von Querriegein 
bei zveirippigen Bogenbriicken 

Von A. Hawranek, Briinn 

Wirkung von EigengewichTeuSn^eri^t ‘“'“’se von Querlasten 40 % der 
lotaer Zeit ausgefiihrte.^ tf v”"' tei 1® » 

^ Q.®viege.n, u^nd - - 

M de?t;r; ?.::s 


~^bb.:l: 



£ 

ZITI 




i 

- — 

7 


■ J 




nehmhch aus zwei ebaien Tragwerken bestehen und O "'■“'“gagcben, die vor- 

s.ch bei Querbeanspruehung nach den folgenden Entwita"n“l“rXer'™'“ "" 


Altomelne fteorie der Verb,nd„„g von ewei Bogenrip^n .m. „ea.eren Ouerrtegek, 

Mriscke Aniage def Tra^erkSl'teiner OnerE ' f E'^'S vird eine sym- 
wohl aus den gewonnenen Gleichungen die alW^S^ Querbelastung angenommen, wie 

angeschrieben werden konnen. Die beiln T Belastung sofort 

beliebig geformt, die Querriegel an die Boeen”^”/''''^ eingespannt und 

konstruktion wird die Windbelstung auf d^ Bn Von der Fahrbahn- 

Hangesaulen nicht biegungssteif/ was eine Ausbif^^^^^^ iibertragen 2) ; es sind also die 

Betonierung entspricht. AuBerdem sollen alle Rierr 1 ^ einer nachtraglichen 

(Br».swi,k„nge„) warden lt*dlTiigr®'““'‘ 

191B, sowie Beton und Eisen 1018 ^^bmckeii». Ostenr. Wochenschr. f d Qff. Bau- 

) Srdre ScU„e„o„ j, ge, Z«a.«ne.iaea„ngT£„l‘*SrAbto£!"^ " 
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In Abb. 2 ist das rdumliche System bei Querbelastung wiedergegeben. Die beiden Bogen 
I und II sind dutch Windkr^te in den RiegelanschluBpunkten i, 2 . . i' 2' . . belastet. 

Jeder Bogen soil aufierdem lotrechte Lasten die abet symmetrisch angenommen werden, 

tragen. Die Riegel sind behufs Losung der Aufgabe in ihren Mitten durchschnitten. Dort 



werden je 6 statisch unbestimmte GroBen angebracht, und zwar 3 Krafte X, Y, Z, drei Momente 
Z'. Sie erhalten den jeweiligen Zeiger des Riegels. Die Momente sind vektoriell dar- 
gestellt, ihr Drehungssinn ist gegen den zweispitzigen Pfeil gesehen, rechts drehend, positiv 
angenommen. 

Als statisch unbestimmtes Hauptsystem wird der eingespannte Bogen angenommen, 
dessen statische GroBen und Verschiebungen fur Belastungen dutch Krafte und Momente in 
seiner Ebene bekannt seien. 

In diesem Falle sind bei symmetrischer Anordnung und n Riegeln 3 — i) “I" 3 Un- 

bekannte zu berechnen, wenn n eine ungerade Zahl ist und 3n bei geradzahligen 

I. F ormdnderungen des Bogens. 

a) Im Hauptsystem, bei durchschnittenen Riegeln, ergeben sich in irgend einem Bogen- 
punkte die Formanderungen infolge der gegebenen Belastungen W^jW^^P^,P^ nach 
Abb. 3 fur die Bogen I, II 



wagrechte Querverschiebungen 61 Sn 
lotrechte Verschiebungen Tjr >jn 

Verdrehungen urn eine wagrechte, in der Bogenebene liegende Achse ti Xh 
V erdrehungen um eine lotrechte Achse pi pji 
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b) Bei^ Beseitigung der auBeren Angriffskrafte sind die wagrechten, lotrechten Ver 
schiebungen und Verdrehungen eines Bogenpunktes m in der Tragwandebene infoke 
einer in n angreifenden 

lotrechten Last V = i yj' 

wagrechten Last H=i tj" C” 

eines Momentes M = i yj'" 

c) Im eingespannten Bogentrager sind die wagrechten Querverschiebungen, die wag- 
rechten Querverdrehungen (um eine wagrechte Achse), die lotrechten Querver- 
drehungen (um eine lotrechte Achse) in m fiir eine in n angreifende 

Querlast ' p _ i 3 ' x' p' 

fiir ein wagrechtes Moment — i (Vektor wagrecht) 5" x" p" 

fiir ein lotrechtes Moment = i (Vektor lotrecht) 5"' x"' p"' 

Beide Vektoren in der Tragwandebene. 

Alle Formanderungen erhalten noch den Doppelzeiger m n (m Ort der Form- 
anderung, n Lastort). . 

Weil es sich bei Windvollast um eine symmetrische Hauptbelastung handelt 
sollen alle Formanderungen fiir zwei symmetrische Wirkungen gelten. 

^Zur Ermittelung aller notwendigen FormanderungsgroBen bei Querbean- 

spruchungen sind die notigen Formeln im Abschnitt III, Seite 70, die zur Bestim- 

mung von EmfluBlinien dieser GroBen notwendigen rechnerischen und zeichnerischen 

Wege m Abschmtt IV, S. 75, in dem schon erwahnten Buche angegeben; hier gelten 
sie als gegeben. 00 s 

2. Formanderungen der Riegel. 

^ ^ 0 die spee. Verdrekung des Eiegels fiir ein Drehmoment X' = r, so erhalt 

Gesamtverdrehung der Riegelhalfte X' a %■ 
die Zusammendriickung in der X-Richtung — 

s Eje 


Fur die Wirkung der lotrechten Kraft Y an der Schnittstelle 
die lotrechte Verschiebung 


• die Verdrehung 
Fiir die Wirkung des Momentes Z' 
die lotrechte Verschiebung 

die Verdrehung 


Yao 

Ya^ 

2EJ^ 


Z’ 
Z' a 
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Fur die Wirkung der wagrechten Kraft Z 
die wagrechte Verschiebung 




die wagrechte Verdrehung 




Fur die Wirkung eines wagrechten Moment es Y' 

F' 


die wagrechte Verschiebung 


die Verdrehung 


F' a 


Sollten die Riegel einen veranderlichen Querschnitt haben, so sind die beziigUchen 
Werte aus der Biegelehre ableitbar. 

Fur den rechteckigen Querschnitt des Riegels mit der Breite b und der Hohe h 
ist, wenn h b, der spez. Verdrehungswinkel 


%■ 


= (3 ■ 645 — 0,06 j'j 


IF 


Ist h cf^b, so ist im ersten Klammerausdruck h und F zu vertauschen. G ist der, Gleit- 
E 

modul; — ist 2.2 — 2 • 3 fur Bet on zu setzen. Fiir Ausfiihrungen in Eisen kann 

G 

naherungsweise nach F 5 ppl fiir Querschnitte, die aus diinnen Rechtecken zusammen- 
gesetzt sind (I-Trager, Blechtrager mit den Einzellangen b und Dicken A), gesetzt 
werden 

«■ 


gZib h* 


Neuere Ergebnisse fur verschiedene andere Querschnittsformen finden sich in 
Weber: Die Lehre der Drehungsfestigkeit. Forscherarbeiten auf dem Gebiete des 
Ingenieurwesens 1921, Nr. 249, S. 68. 

Aufstellung der Gleichungssysteme. 

Mit den ermittelten Formanderungen des Bogens und der Querriegel konnen die 
Gleichungen aufgestellt werden. In denselben ist auf das Vorzeichen der Formande- 
rungen keine Riicksicht genomraen, letztere ergeben sich bei der Berechnung der Form- 
anderungen selbst. 

Es werden also fiir jede Riegelschnittstelle die Gesamtverschiebungen bezw. Ver- 
drehungen Null gesetzt und ergeben die 

Gleichungsgruppe I fur die Verschiebung in der V-Richtung 


II „ 

III „ 

IV „ 
V „ 
VI „ 


F- 

jy jt }i n ^ f} 

7 - 

}j )} ff ^ f} 

„ Verdrehung um die Z'-Achse 

7 '- 

J7 }} jy if 

7 '- 

»» It »» i) 


Die Gleichungen sind in dem folgenden Gleichungsschema Seite 288 derart einge- 
tragen, daB jede VerschiebungsgroBe mit der in der Kopfzeile eingetragenen Unbe- 
kannten zu multiplizieren ist. In der Endkolonne sind die von den Unbekannten freien 
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iScAm 2 a cizs97iiidbimg^sgslizmcs fur ^mrri€{yel 
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Glieder angegeben; alle sind mit dem Faktor multiplizieren. Die Formanderungen 

sind mit dem £-fachen Wert eingesetzt, wobei noch zur Abkiirzung, wenn a die halbe 
Riegelbreite ist, 


a a a a a 

gesetzt wurde. 

Nach diesem Gleichungsschema, das fiir 6 symmetrisch angeordnete Riegel auf- 
gestellt ist, laBt sich unschwer jenes fiir eine beliebige Zahl von Riegeln iibersichtlich 
anschreiben. 

Handelt es sich um eine ungerade Anzahl von Querriegeln und bezeichnen wir 
den mittleren mit 3, dann verschwinden fiir diesen die Unbekannten Zg, Z'3, es 
entf alien also die Gleichungen (9), (12) und (15). AuBerdem erhalten alle Forra- 
anderungsgroBen fiir diesen mittleren Riegel bezw. fiir die RiegelanschluBstelle den 

Faktor—. 

2 

Nach dem MAXWELLschen Satze von der. Gegenseitigkeit der Verschiebungen 
bezw, Verdrehungen sind die symmetrisch zur rechtsfallenden Diagonale im Gleichungs- 
schema gelegenen Formanderungen gleich und zwar: 

S rff _ ^fr .If -Iff ^tn r/ cff ^ft 

= p , § _ T , p — T •, 7] — t 5 t 


Benotigt werden die EinfluBlinien der Formanderungen in der Tragwandebene fiir 
Z"' zur Tragwandebene fiir S', S", S'", t", p", p'". 

Sind nur wenige Querriegel vorhanden, so ist das Zeichnen der EinfluBlinien fiir 
die Formanderungen nicht notig; man rechnet nur die Verschiebungen bezw. Ver- 
drehungen fiir die AnschluBstelle. 

4. Erorterungen des Gleichungssystems, 

Da in dem angenommenen Belastungsfall (P^, Pg, W^) die von den Unbe- 
kannten freien Glieder alle von Null verschiedene Werte haben, konnen die (im vorliegen- 
den Falle) 18 Unbekannten aus den 18 Gleichungen bestimmt werden. Nun zeigt das 
Gleichungsschema ganz deutlich die Spaltung in zwei von einander unabhangigen Haupt- 
gleichungssysteme (A, B) mit je 9 Gleichungen und je 9 Unbekannten, eines fiir Ver- 
schiebungen bezw. Verdrehungen in X, F'/Z', das wir A nennen, das andere in Y, Z, X' 
(B genannt). Auf diese Tatsache hat schon Engesser hingewiesen. Hier erscheint sie^- 
durch das algebraische Gleichungsbild ersichtlich. An der Hand schematischer Glei- 
chungsdarstellungen sollen verschiedene Belastungen beriicksichtigt werden. 

a) Loir echte Belastungen P^, 

Wirken nur lotrechte Belastungen Pj, P2 allein, welcher Fall einer Langsstreifen- 
belastung einer Briicke oder im besonderen Falle einer Belastung der halben Briick^- 
breite entspricht, so verschwinden die Glieder der letzten Kolonne (Endglieder) fiir ®e 
Formanderungen des Hauptsystems in der Querrichtung X, Y'jZ' (Gleichungsgruppe::A) 
und zwar Si, pi, Ti (Sh, pn, Xn), dann sind die beziiglichen Gleichungen ho'mogen. Da 
die Nennerdeterminante bei diesem steifen Tragwerke von Null verschieden ist, sind alle 
GroBen XyYG Z' Null. Es bleibt nur das zweite Gleichungssystem S iibrig, in welchem 
die von den Unbekannten freien Glieder nur Formanderungen in der Tragwandebene ent- 
halten: >jr, ^i, (Tjn, ?ii) • Aus diesen Gleichungen sind dann die F, Z, Z' zu berechnen. 
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Sind endlich die beiden Bogenrippen gleich belastet = i’,, so warden all 
rechten Gleiclumgsseiten Null und damit auch alle Unbekannten, so daB in diesena Fall' 
die Querriegel unbeansprucht bleiben. 


b) Biegung der Querriegel infolge ihres Eigengewichtes. 

Wollte man die Biegung der Querriegel in lotrechten Ebenen infolge ihres Ei^en- 
gewichtes berucksichtigen, so ist dies gleiclifalls moglich. In den Gleichungsgruppen II 
und III sind die von den Unbekannten unabhangigen Werte zu iindern. 

Bezeichnet man zu diesem Zwecke mit g das Gewicht des Riegels pro Liingenein- 

heit, so wird das Hauptsystem am AnschluBpunkt durch das Moment =-^bean- 

sprucht; die Winkelanderung des Bogens urn eine wagrechte Achse ist x", da der 

Riegel selbst eine Winkelanderung an der Schnittstelle von-^^erfahrt, so ist die ganze 
Querverdrehung einer Riegelhalfte ‘ 



Gleichung n anstelle des von den Unbekannten freien Gliedes in der 

Fiir die Gleichungsgi'uppe III ist dieses Glied p" 

c) Wirkung einer Wdrmeausdehnung der Riegel. 

d,V R Querriegel gleichmaBig urn t « Cels., so bewegen sich 

die Bogenrippen des Hauptsystems, wenn sie gleiclifalls eine Warmeiinderung erfahren, in 
lotrechten Ebenen; daher werden p, = p„ = x: = = o (Glcichungsgruppe V, VI), 

nur die Schnittenden der Riegel bewegen sich wagrecht urn = 2 e t a. 

In der Gleichungsgruppe I ist dann in der letzten Kolonne 

S/ ~ Eb ia 

zu setzen und mit Gleichungsgruppe V, VI aufzulosen. 

d) Wagrechte Querlasten W,W. 

= p. = 0) vtrschwiad™ alk in den Trag- 
WMden gdegenen FormanderungsgroBen des Hauptsystems in det ktsten Kolonne (End- 

glieder) fur die Wirkungen Z (B) ■ 

»JI = = O (>}II = ^II = = O) 

Cronn jedoch nur die Endglieder der Gruppe IV Null, jene der 

_ ruppe II sind a (t[ -f- m), der Gruppe III sind a (pi -f- py) 

- die PraxL vnbV Hauptgleichungsgruppen A, B aufzulosen. Nun geniigt es fiir 

wirkung auf die hintern Bruckenhaupttrager, den Winddruck auf beide Hauptbogen gleich 
grofi anzunehmen. Es ist also nun IFj = IF . me xaauptDogen gieicn 

Tragwandebene'ffi''^h^'H* clie Rechnung insofern, als die Formandef ungen quer zur 
EndSr rn , Haupttrager im Hauptsysteme gleich groB werden und alle 
Endglteder des Gle.cl.migsschema, -welche Diffetensen von 8, p, t enthalten. Null werden. 
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Es ist 

Sii — Sf = o 

pi — pii = o 

Tii — Ti == O 

Damit ist die Hauptgleichungsgruppe A homogen und alle X, 7 ', Z' werden Null 
Es ist dann nur die Gleichungsgruppe B aufzulosen. 

Sind 2wei symmetrische Riegel angeordnet, so ergeben sich folgende Gleichungen 
mitZ'/y,Z; 

Y(a^x" -\-X’ ri" = o 

Y p" + Z p'" + ^ + ?") + 4 - « pi = o 

Y^' + Zl!' +X' {a%- + -^"') = o 

e) V ereinfachungen. 

Da die Verdrehungen der Riegel, namentlich wenn sie schwach ausgebildet werden, 
gegeniiber den andern Wirkungen 7 , Z/ zuriicktreten, kann man naherungsweise die 
X[ =2 o setzen. 

Fiir zwei symmetrisch gelegene Riegel lauten dann die Gleichungen mit den zwei 
Unbekannten 7 , Z.v 

Y(a^x''+^ + yf'^+Za^Y’^azi = o 

F^^p" +^('^V"' + ^+r) +^pi=-o 

Sind die statisch unbestimmten GroBen aus den Gleichungen gerechnet, so lassen 
sich die Schnittkrafte des Bogens (Hauptsystem) im Scheitel ermitteln und daraus die 
Biegungs- und Drehmomente des Bogens sowie dessen Beanspruchungen bestimmen. 

5, Zweckmd^ige Lage der Querriegel, 

An der Hand der tatsachlichen Biegungs- und Drehmomente (M'^J in den 

Bogenpunkten bei Anwendung von Querriegeln und den bezw. M^^^-Werten fiir 

den gleichen Bogen ohne Querriegel laBt sich bei ziffermaBigen Auswertungen der Ein- 
fluB der Querriegel erkennen. 

In Abb. 4 sind diese Momentenwerte fiir eine Bogenbriicke mit 5 Querriegeln wieder- 
gegeben (aus «Bautechnik» 1923, S. 488, Nakonz, Kanalbriicke bei GroB-Wusterwitz). 
Es werden durch die Riegel in den Biegungsmomenten der Bogen Ersparnisse von 52,6 %, 
in den Drehmomenten von 80 %i erzielt. Die Endriegel in den Yiertelpunkten des Bogens 
reiBen den groBten Momentensprung an sich; im Kampfer werden die Biegungsmomente 
des Bogens um 33 % -kleinen 

Bei andern Briicken mit nur 2 Querriegeln in den Yiertelpunkten wii‘d das 
Kampferbiegungsmoment sogar um 44 % kleiner; die Ersparnisse in den Momenten- 
fiachen fiir Biegung und Yerdrehung bewegen sich ungefahr in den gleichen Grenzen. 

Die Anordnung von wenigen Querriegeln, etwa in den Yiertelpunkten, ist be~ 
sonders giinstig, weil dort der Bogenquerschnitt gewohnlich nicht ausgenutzt ist* AuBer- 
dem sind die Biegungsmomente im Scheitel klein. 
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mit Riicksicht auf das Knicken zu groB 
ist, waren noch Zwischenriegel anzuordnen, aber nicht im Scheitel, was in einer andern 
Abhandlung untersucht wird. 


M M 


COZo^nenieri/tdtche 

9a-f 7& l2a^^S2 &^A,zjcm^ 


Ver^r^hitribsworrXnti, 


9^0732ej7lenj&iche 3So ^o 

, S^owejitex^/Zache « 7o- r^sia^ 

<fo%vct/23^ 

Abb. 4 




Abb. 5 


H.V f V"! Riegelquerschnitts, und zwar der GroBe wie der Form auf 

die statisch unbestimmten Grofien YZ zu zeitrpn f,-; • aut 

schnitte von 20 An Ak o • ® 2;wei quadratische Riegel- 

findet daB mit zllbl Seitenlange die GroBen F und Z gerechnet, man 

BoS und ? Querschnittes die statisch unbestimmten GroBen und die 

_ und wachsen. Hiebei ist der EinfluB auf die wagrechte 

n emer graphischen Darstellung sind die Seitenlangen der Riegel als 
unbestimmten GroBen FZ als Ordinaten aufgetragen. . 


6. Qiierschnittsformen der Riegel, 

In der Abb. 5 findet sich eine Zusammenstellung der statisch unbestimmten Riegel 
krafte FZ fur eine Briicke mit 2 Riegeln in den Viertelpunkten. 


A. Hawranek, Erunn 

Auch die untersuchten rechteckigen Riegelquerschnitte 65 X 95 einmal liegend, 
das andere Mai stehend angeordnet, haben groBere Werte der statisch unbestimmten 
GroBen zur Folge als quadratische mit der kleineren Seitenlange. 

Anderseits sieht man, daB bei der Wahl von rechteckigen Riegel-Querschnitten 
jene Anordnung mit groBerer Breite und kleinerer Hohe zweckmaBiger ist als die urn- 
gekehrte, da erstere kleinere F- und Z-Werte liefert. 

AuBerdem ist aus dem Schaubild zu entnehnien, daB die Z-Werte wesentlich groBer 
sind als die F-Werte, was sich auch in anderen FMlen ergibt. 

Hervorgehoben soli werden, daB es naturlich unzulassig ist, nur die F-GroBen 
aus einer Gleichungsgruppe ohne Rucksicht auf die anderen Unbekanilten zu losen, oder 
die Z-GroBen unabhangig von den anderen Unbekannten zu ermitteln, denn diese Werte 
beeinflussen sich gegenseitig. 

FaBt man die Erwagungen zusammen, so gelangt man zum SchluB, daB es am 
wirtschaftlichsten ist, so wenig Querriegel als moglich bei Bogen mit aufgehangter Fahr- 
bahn anzuordnen. Die Lage ungefahr in den Viertelpunkten ist am zweckmaBigsten. Im 
Scheitel sind Riegel von geringerm EinfluB, daher ihre Anordnung dort nicht zweck- 
maBig, auBer in Fallen, wo die freie Bogenlange mit Rucksicht auf das Knicken zu 
groB ist. 

Was den Riegelquerschnitt betrifft, so erhohen starke Riegel die Steifigkeit des 
Bogens, erfordern aber eine starke Zusatzbewehrung des Bogens und Riegels. Kleinere 
Querschnitte sind also wirtschaftlicher, und wenn man zu Riegel mit rechteckiger Form 
greift, ist die flache Lage des Rechtecks giinstiger wegen der liberwiegenden Z-Krafte. 

Sind die Hangesaulen mit der Fahrbahn und dem Bogen steif verbunden, so 
lassen sich die im Hauptsystem auftretenden Momente fur Querbelastung nach dem 
Buche «Nebenspannungen von Eisenbetonbogenbrucken» mit Hilfe der S. 121 ange- 
gebenen 5 Momentengleichungen bestimmen, so daB auch fur diesen 2, Hauptfall die 
Losung gegeben ist. 
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Die seitlidie Knidsidierheit halboffener Bogen= 
briicken bei Fehlen einer elastisdien Querstutzuno 

Von R. Mayer, Mannheim 
(Hiezu Tafel X) 

Nicht immer gdingt es, bei Bogenbriicken die T,-agw5„de „„„ 
seiUiAes Ausknicken in der bei offenen Briicken iibliehen Weise dadurch an siJern d,« 
d.e Querverbiinde e„ ihrer elastischen Abstiibung heranzieht. LetzteTe weed™ 1 
nehmendet Kobe des Bogens iibet der Fahrbahn zum itiindesten im qnadratischen VeX lf“’ 
m dieser Hohe nachgiebiger nnd zur Stiitzung ungeeigneter; auch kam, aamentlich be A 
fahrung E.senbeten die Hersteliung einer rteifen E^verbi .dung 
nd Quertragern aut konstruktiae Schwierigkeiten s.oben; bei wei.geapaX.X BrtZ T 
aem ^ '^'’’““"Ssfugen unterbrochen werden, deren scitlidiee Sniel ein 

sammenwirken mit den Tra^wanden r anordnet, der durch sein statisches Zu- 

niigende seitliche Stabilitat besitzt. 0^7^^ verkettet, welches ge- 

»gegliederten Druckstab» der sich vm 1 ^ k Querverband einen 

unterscheidet dJ.JT r Z *^"handclten Staben dieser Art dadurch 

dem EinhuB.’den die Mindestd^rSfiiTE-h^^"^ Bogenachse gekriimmt sind und daB, je nach 
teilung ungleich und seine Ouerverh H Entwurfsgestaltung ausiibt, seine Feld- 

kbnnem Gefragt Id Tach verschiedenen Stellen verschieden stcif sein 

seitlich ausknickt. ^"^emgen gleichformigen Belastung der Briicke, bei welcher sie 

voraus, gewolbte Bogenbriicke 

Hauptnchtun.en bi: Q— rband aus in beiden 


Hauptrichtungen biegungssteif m™ehl ^ Querverbainl aus in beiden 

Querriegel sefen belX abe i„X7k X Q“»negel„ besteht. Die Quersehnitte der 

heitshauptachsen nach der Taneente^^ 7 T unveranderlich und mit ihren Trag- 

der Tangente und Normalen des Bogens orientiert i). Die Zahl der 




R. Mayer, Mannheim 


Knotenpunktslasten sei so groB, daB mit einer gleichformigen Belastung der Bogensehnen 
gerechnet werden darf. 

Wir beziehen die Britcke auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem OXYZ, dessen Lage 
aus Abb. i hervorgeht, Seien 

E, G, m Elastizitats-, Gleitmodul und Poissonsche Zahl des Baustoffs, 
p die Belastung der Langeneinheit der Sehne einer Tragwand, 

H der Horizontalschub der ganzen Brucke, 

(p der Winkel der Bogentangente mit der XY-Ebene, 

A cp = cp — cp der Unterschied der Winkel am r. Knotenpunkt und an beliebiger Stelle, 
21 t das Biegungsmoment der ganzen Briicke beim Ausknicken, 

X) das Torsionsmoment der ganzen Briicke beim Ausknicken, 

M, D die entsprechenden Momente fiir eine Tragwand, 

^ Querschnittsflache und Tragheitsmoment einer Tragwand beziiglich der Bogennormalen, 
T die Torsionsfunktion eines Tragwandquerschnitts, definiert durch die Drallbeziehung 

___ D 

dl ” GT' 

E", X, Y Querschnittsflache und Tragheitsmoment des Querriegelquerschnitts beziiglich Bogen- 
tangente und Bogennormale, 

V, V Querkraftskomponenten in Querriegelmitte in Richtung von Bogentangente und Bogen- 
normale, 

^ Abscisse eines Stabquerschnitts, bei den Tragwanden vom Knotenpunkt mit der kleineren 
Ordnungsziffer ab, bei den Querriegeln von deren Mitte ab gemessen. 

Die Bogen mogen unter der Last p seitlich ausknicken mit dem Pfeil so ist die 

Gleichung der Knicklinie einer Tragwand y — f^-szn—j-. Beim seitlichen Ausknicken treten 

(und hierin unterscheidet sich das vorliegende Problem in bemerkenswerter Weise von dem des 
ebenen, gegliederten Druckstabes) die Lasten p mit den Bogen in gleichem MaB aus ihrer 
friiheren Wirkungsebene heraus, so daB das Tragwerk sowohl auf Biegung als auch auf 
Torsion beansprucht wird. 

Die Lichtbilder, Abb. 2 und 3 (Tafel X), zeigen die statische Wirkung des Systems hier- 
bei sehr deutli'ch; sie sind Aufnahmen von Kartonmodellen unter kritischen Lasten. Man erkennt 
an dem Modell Abb- 2, desseix Querriegel so angeordnet sind, daB sie gegen Verbiegung in Rich- 
tung der Bogennormalen geringen Widerstand bieten, die Verwindung der Tragwande und die 
S-formige Verbiegung der Querriegel, welche der Torsion der Tragwande entgegenwirken; 
bei dem Modell Abb. 3, dessen Querriegel nach der Bogentangente leicht verbogen werden 
konnen, werden die Tragwande wesentlich auf Biegung in Anspruch genommen und hierbei 
durch die nunmehr in anderer Richtung in Mitleidenschaft gezogenen Querriegel entlastet. 

Aeu^ere Krafte: Zu ihrer Ermittlung betrachten wir das ausgeknickte System Abb. i 
mit den Bogenlasten und br ingen in deren urspriinglichen Wirkungsebenen noch das Gleich- 
gewichtssystem der aus -p p und — -p bestehenden Lasten an. Die angreifenden Krafte zer- 
fallen dann in eine Drehungsgruppe, bestehend aus den Kraftepaaren Jiy • mit den zu ihnen 
gehorigen Auflagerreaktionen der Briicke, und eine Biegungsgruppe, bestehend au^ den Lasten 

^ und den zu ihnen nach der gewohnlichen Bogentheorie gehorigen Kampferreakfionen. 
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Bezeichnet man mit R^= — R. die zur Drehungsgruppe gehorigen Reaktionen eines 
Briickenlagers, so ist aus 

i i 


2 h = ^ y • dx ~ 2p . • ^sin • dx = —p I 


R 


2 , A I 

p J , -y. 

“ 71 ^ h 

Im Schnitt x wird damit das Torsionsmoment fiir die ganze Briicke 


V = R ^h- 


^/i>4 


. TZX - 

szn —j~ • dx : 


2 IZX 


Dasselbe kann in zwei Komponenten zerlegt werden 2) = I) • cp = ^\p f I • cos cos co 

welches um eine zur Bogentangente parallele Achse dreht unci den Bogen vcrwindet, sowie 
X) . sin cp, welches um eine zur Bogennormalen parallele Achse dreht und den Bogen verbiegt. 

Die zur Biegungsgruppe gehorigen Krafte ergeben im Schnitt x die Resultierende 
H . sec (p, welche auf die um y ausgewichene Briicke das um eine zur Bogennormalen parallele 
Achse drehende Moment IXl = H • sec g? ■ y ausiibt, dessen Drehsinn clem jenigen von B . sin cp 

entgegengesetzt ist, woraus Xlt = — S - sin ^ = H sec f.szn'^ — ~.p f 1. cos ~ • sin cp als 

1 esultierendes Moment fiir die seitliche Verbiegung der Briicke folgt. Vermoge der zwischen 

H und p aus der Bogentheorie bekannten Beziehung, fiir die man naherungsweise 

setzen kann, laBt sich aus den fiir ZIT und 2) abgeleiteten Gleichungen p eliminieren und man 
erhalt damit 

'zn (f-cos—j-\ fur das Biegungsmoment und (i) 


m = II-f^-^seccp 


• szn ■ 


^ jrj. - Sp JZX 

^ * t ^ Torsionsmoment der Briicke 

Fiir sehr flache Bogen darf hierin szn cp = o, see cp = cos cp = 1 gesetzt werden. 

Innere Krafte: Bei gelenkigem AnschluB der Querriegel iibernehmen beide Bogen die 
Momente 2Tl und B je zur Halfte. Infolge ihres steifen Anschlusses an die Querriegel werden 
sie durch die letzteren entlastet. Die S-formige Verbiegung der Querriegel geschieht aus 
Symmetnegrunden mit einem Inflexionspunkt in deren Mitte, wo deshalb abgc.sehen von den 
belanglosen Quernegel-Langskraften nur die Querkraftskomponenten U und V angreifen, 

deren auf die Tragwandeiibertragenen Momente-^ und — ^ die sonst von diesen iiber- 

nommenen Momente— und y vermindern. Damit werden schliefilich die von einer Tragwand 
zu iibernehmenden Momente im r-ten Felde 

r ‘ 

*^{U^ cos l^cp V sin dk(p\ 

M L: ^ ■ r ^r) 

■ r . ^ — — und 


I 7u/ 

ICX 


(2) 


L 


^ -^(V^cos A cp^ — szn A cpj^ 
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Ftir flache Bogenbriicken vereinfachen sich die vorstehenden Ausdriicke, wenn man in 
Ansehung der kleinen Richtungsunterschiede cos A =: i und sin A = o setzt. Man 
kann dann statt des gekriimmten Gliederstabes den Stab behandeln, der aus ihm durch Ab- 
wicklung in die Scheiteltangentialebene hervorgelit; hierbei begibt man sich des Einflusses 
der Kriimmung auf die entlastenden Momente der Querriegel, behalt jedoch den Kriimmungs- 
einfluB auf die Briickenmomente nach Gl. (i) und (2) sowie auf die Feldlangen noch bei. Man 
erhalt dann die Tragwandmomente 




1 u: j _ \ drehend. 


biegend und = 


r 

Nun ist S = vS die Gurtlangskraft aus U 
1 ^ 


im r-ten Felde, 


wonach 


und 


folgt. 


7 I 

V^ = die Gurtquerkraft aus V 


M = 


D = 


Hr h-Qr 


(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 


Wir wahlen die Krafte und als statisch Unbestimmte und finden durch Subtraktion 
der fiir zwei aufeinanderfolgende Knotenpunkte angeschriebenen Gl. (3) und (4) die Beziehungen 

u=s—s. ( 7 ) 

Y Y Y — 

und * 

Vr=Qr-Qr-.^ ■ 

welche die Pfostenquerkrafte auf die S ^ und zuruckfiihren. 

Bie Elastizitdtsgleichungen: Zur Berechnung der und schreiben wir die elastische 
Energie des Systems in der Form an 


r+\ 


4 = 

Y 

, {Sr-S: 


TXXr 


hSr d\ 


r+t 


E% 


i-s r P-- 

-hQr\ 

dl 

Y 

2 / * 

GTr 

y. V 



2 G'^ Fr' 

' 2 G‘ 



h? 




\Qr-Qr-^^ 


Xr 


+ 


(9) 


WO die Summen iiber das ganze System zu erstrecken sind. Die drei letzten Summen der 
rechten Seite in Gl. (9) sind auf die GroBe der statisch Unbestimmten von unerheblichem 
EinfluB und werden bei deren Berechnung vernachlassigt. Bei Bildung der partiellen Ab- 

leitungen = o und = o hat man zu beachten, dafi in dem der Querriegelverbiegung 

dSr 

entsprechenden Summenausdruck der Gl. (9) und 5 '^ je zweimal vorkommen und zwar in 
den Gliedern und 


^r »r—l 
r+1 

. , . 6^ C Hr-d^_ Qr-^ 

fachung folgt ^.J ^ 

'■ r ■ 


sowie und — >S_, 


Nach Verein- 


{Xr'^ GTr’k'^ Xr+) Xr^l 


(2r+l 
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r+t 

r ^ 

'j ^ 


MZ, 


... (n) 


Bei steilen Bogen, wo die Naherung cos A cp ~ i und mi Am - ^ • i . , . 

werden die GI. (ro) und (ii) nicht mehr von 0 nld S paarweise tnibHnuir 

Idsung erheblich erschwert. ‘ unabhangig, was ihre Auf- 

Die Gleichungen (lo) und (ii) lassen sich bei n Feldern je n = n.al aufst.ll n. 
ann noch fehlenden J^eiden Bestimmungsgleichungen fiir die 2 (n + t) PfostenquerLfts- 

komponenten, lauten S = o und S F = o ; sie sind bei symmetrischen Verhiiltnissen von 

selbst erMlt. Ueberhaupt reduziert sich die Zahl der statisch Unbestinimten bei 
auf die Halfte indem fiir symmetrisch entsprechende Felder r und n-r V - S' 

Die Knickbedingung: Nach Berechnung der Q und S' folirt aii«; n /'r.^ v 1 ■ 

Energie in der Form GI ('oa'i A ~ C (M f v elastische 

Krafte beim seitlichen Ausknicken. Aus y-f . a, n ■ , 

y~r,-szn~~ als der Glcichung der Knicklinie 

ergibt sich als Verkiirzung der urspriinglichen Bogenliinge . beim Knicken 

0 ' 

D«spr.che„d leiste. die bei™ K„icke„ tasten.e Ka,„p,e*a„ die iiuBere Arbei, 


= D • .yec 


... (12) 


D.e dbrigen iuBero. Krafte liefern keinen Arbeitsbeitrag. Ma„ erhab a.»„i. aua A = A Oder 

Af.r„T..^=d:.(a¥ 4 )- 

abhangig” 1 st%™h.^»"ttMs\d*dt”*T'''”t^°"^ /, «■>- 

Knictpfeil unbestimml. elementaren Echandlung ,lcs Knickproblems bleibt der 

dee BaoIXa“erLhrt‘to Broportionalitiitegrenze 

echen Gesetaee, so ist s“a« del: Moth A Geltuogaberckhes des tiooke- 

E,,< E eiozofiihren, Es enrpfiehlt sich if dtsem “dif cf rT”“”®. 

wobei E . A - 2 (<» + I) ^ ™ 

solan, d V *’’'°P°«”“'i‘dtsg,e„ac gcsetzl werden mag, 


D' = sec ~ ^ , 

— — — , r " 4 J C ••• - (13a) 

Grl I ^ 

rechnung der Rahmentrager", Z. f. bekannt; siehe F. Engesser, „Die Be- 


4 J C 
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und hieraus nach Division durch ^ F' als dem Querschnitt beider Tragwande 




(14) 


als Knickspannung mit dem zu passenden Wert 

Die Gleichungen (13) und (14) bediirfen noch einer Berichtigung, weil bei ihrer Her- 
leitung mit den planmaBigen Systemlangen gerechnet wurde, wiewohl sich die Tragwande bis 
zum Erreichen der Knickgrenze bereits verkiirzen. Der Berichtigungsfaktor ergibt sich aus 
folgender Ueberlegung : Fiir einen Vollwandstab lautet die Differentialgleichung der Knicklinie 
unter Beriicksichtigung der achsialen Verkiirzung 




d^y , P-y 
EJ 


dx^ 


d'^y i y 

dx^ ^ 


p 


EJ 


P 


o mit— = — ; I — Das Integral y 


EF 


Oder 


A . sin 1 - B • cos Vdieser Differen- 

k k 


tialgleichung geniigt den Randbedingungen y — o fiir x — o und x -z Sj wenn B — o und bei 

i n Tc^-^y 

beliebigem A ~ = — ist, woraus nach kurzer Rechnung P ~- 


, TT 2' 
1 + 


folgt. Fiir den 


Vollwandstab ist daher wegen seiner achsialen Verkiirzung die Eulersche Knickgrenze mit dem 


B er i ch t igungs f ak tor 


zu multiplizieren, der, wie man sich leicht iiberzeugt, fiir die 


praktischen Verbal tnisse sli sehr nahezu gleich i ist. Beim gegliederten Druckstab ist ange- 
nahert i ^ h \2 und bei weiter Spreizung gegeniiber der Stablange nicht mehr vernachlassigbar 


klein, so dafi hier der Berichtigungsfaktor 


berichtigte kritische Horizontalschub wird daher aus Gl. (13) 


von I schon merklich abweicht. Der 




und die Knickspannung aus Gl. (14) 


TT'' • sec cp^-) 


67 . 4 ^. [i + (ff)] 


■E, 


Ok 


C 




„s\ii ^ ’^Ok- 


(13a) 


(14a) 


Mechanische Aehnlichkeit bei Modellversuchen: Aus der Ableitung der Gl. 14 a) ergibt 
sich ohne weiteres, daB die Constante C" ihren Wert nicht andert, wenn man die Briicke in 
irgend einem Verhaltnis geometrisch ahnlich verkleinert. Es gilt daher der Satz: Geometrisch 
dhnliche Brucken aus gleichem Baustoff haben dieselben Knickspannungen. Dementsprechend 
verhalten sich die Knickkrafte von geometrisch ahnlichen Brucken wie die Quadrate ihrer 
Langen, worin das Mittel liegt, urn bei Modellversuchen mit entsprechend kleinen Fasten aus- 
kommen zu konnen. 

Der Modellversuch kann auch dazu beniitzt werden, um bei bekannten Elastizitats- 
eigenschaften des Bauwerks dessen Knickgrenze ohne Rechnung zu bestimmen. Man benutzt 
in diesem Falle die am Modell empirisch festgestellte Knickspannung dazu, um aus der 
fiir den Modellbaustoff giltigen Kurve E^ = (a) nach Gl. (14 a) die Modellkonstante 

C” — zu bestimmen, die bei geometrischer Aehnlichkeit zum Bauwerk auch fiir das 

Eokm 
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r T «f Beniitzung von C" und der fiir das Bauwerk 

austoffkurve /^(a) dessen Knickspannung auch fur den Fall unschwer ermitt 
ModeU und Bauwerk aus verschiedenen Baustoffen hergestellt werden. Man hat h e 
nach W. (14 a) zu emigen angenommenen Werten a mit den dazu gehorigcn Werten 
pannungen nach Gl. 14 a) zu berechnen und die zusammengehorigen Wertpaare a 


The Use of Models in the Solution of Indeterminate 

Structures 

By George E. Beggs, Princeton, N. J. (U. S. A.) 

(See Plate XI for figures 2, 3, 5 and 6) 

To avoid the difficulties inherent in the mathematical methods of solving indeterminate 
structures, a mechanical method employing elastic models has been developed. The essential 
difference between the mathematical and mechanical methods arises from the replacement of 


P p 




Fig. I b. 



the calculation of deflections by their measurement. A particular advantage of the mechanical 
method is that it completely avoids the solution of simultaneous equations, for each indeterminate 
quantity is uniquely expressed as a function of the known load and two measurable deflections, 
as in the equation P = P djd^. Inasmuch as all stress components may be obtained from an 
elastic equation of the above simple type, there remains for checking purposes the three 
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equations of statical equilibrum. For this reason the mechanical method of solno’n., • 

of as self checking. ■"O'linon is spoken 

The underlying principle of the solution of structures by the use of models will b 
from a consideration of fig. i a, b, c. The line diagram in each lettered figure represents a^ n 
of an indeterminate structure. The reaction components — vertical, horizontal and rotatiw ^ 
due to any assumed load P are to be found experimentally. It should be observed tl i 
actual load will be applied to the model, for the proeesa eouaiata n.cel, h, „,e ..'.eaaurem", "J 
lelative displacements. Let us deal first with the reaction at base B of the left hand ven' i 
p:er. Suppose supports C, A to be held fixed. Let a small finite vertical displaceineTd 
e produced at B, as m fag. i a, without permitting rotation or horizontal disrilacement of tl ' 
base B. The corresponding displacement d^_ at the load point /’ in the direction of /> i, observed' 
It follows from e astic theory that F == d,/d. In a similar manner, indicated by tig i b e the 

values of the other components, /■/ and M, may be found experimentally from' me’asird 
deflections. If the scale of the model is one unit equals n units of length the v'diu' of tli 
Obtained from the model by the e,na.ion M J, ,yd. n.uat bl m!!.; l:; ^ ^ ~ 
corresponding value for the full sized structure. The values of // ami // hi~ ^ ^ 

subject to correction for the scale of the model. By observin^^nritLl.!; 
at various points of the model corresponding to predetermined displacemeiit.s at ’.sectlOTs'’of 
mown stress, influence lines for stress components may be olitaine.l. If the structure is hinved 
at a support, rotation of the model about the hinge point is allowed hv nso f>f ^ ^ 

consisting of a steel point piercing the mo, lei. 



figs-a,3,4(seePlateXltTt^n“Lt™ot°ttyp3a“reM^ 'T'' T"'’* 

displacements at sections where stress is soupht^nn i t ^ PiO'^ucmR known, but very small, 
deflections of thp model at assumed load pofnts If^^ ’T lueasuring the corresponding 

connected to the drawing board bv d^fo + ' components are sought, the model is 

gauge consists of two parallel steel bars ^^th^^ as indicated by fig. 4. Kach deformeter 

springs so as to allow a small relative motf ° opposing V notches, held together by coil 

specified siaes (tolerance prL lWol^^^ 

gauge bars, for the purpose of producinp- n d P’‘Ovided for introduction between the 

displacement. The socalled fixed bar of fhrj ^ amounts of thrust, shear, and rotative 

bar of the gauge is made fast to the drawing board by screws. 
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By means of a clamping plate, the model is attached to the movable bar of the gauge, if the 
support is assumed fixed; or by a needle point, if the support is assumed hinged. For the 
unstrained position of the model, two «normal» gauge plugs remain in the two pairs of opposing 
V notches of the gauge. A filar micrometer microscope is set up over the assumed point of 
applied load, and the fixed cross hair of the micrometer, which is parallel to the micrometer 
screw, is oriented parallel to the direction of the assumed load. Refer to fig. 4. Suppose the 
vertical thrust component of the reaction at Y is sought. The «normal» plugs are removed 
from the gauge at suport Y, and a pair of smaller thrust plugs are inserted, so causing a 
vertical displacement of the support. The moving cross hair of the micrometer is now brought 
tangent to a reference mark on the model at the assumed load point, and an initial reading of 
the micrometer is taken. The small thrust plugs are now removed and larger thrust plugs are 
inserted in the deformeter gauge. Thus is produced a predetermined amount of known vertical 
displacement at the support and a definite deformation of the elastic model. The reference mark 
will appear in the microscope to move across the field of view in some diagonal direction AC. 
The moving cross hair of the micrometer is again brought tangent to the reference mark and a 
second reading of the micrometer is taken. The difference between the two micrometer readings 
will be the component AB of the motion AC of the reference mark, this component being 
measured in the direction of the assumed load. The F component of the desired reaction now 
equals the applied load multiplied by the ratio of two known deflections, namely, AB and the 
gauge displacement. 

The models used in connection with deformeter gauges are made of celluloid or fine 
quality card board. They are usually of constant thickness. The model is not necessarily a 
small scale reproduction of the actual structure, but its members are given the same proportions 
of stiffness as those of the actual structure by making the widths of the model members pro- 
portional to the cube roots of the moments of inertia of the actual cross sections. It will be 
noted that the coefficient of elasticity both of the model and of the actual structure may be 
disregarded, for the ratio of deflections is independent of this coefficient. 

The deformeter gauge method may also be used to solve structures which are internally 
indeterminate. In this case the gauge is attached to an intermediate cut section of the 
structure where stress components are sought. The gauge in this instance is mounted upon a 
frictionless bearing, consisting of two glass plates with steel balls between, so that the gauge 
itself may move with the model structure as gauge plugs of various sizes are exchanged in the 
gauge. The method has thus been extended to the practical solution of many problems involving 
internal indeterminancy. 

The general method of solving indeterminate structures by models has recently been 
extended to the experimental determination of influence surfaces for the six reaction com- 
ponents of a skew arch. Refer to Fig. 5 (Plate XI). A rubber model of a skew arch was mounted 
with one end permanently fixed and with the other end fixed to a movable casting, whose motion 
was universally controllable by turnbuckles, which could be operated to produce translation or 
rotation of the arch abutment at will with reference to any one of three chosen Z, F Z, axes. 
The displacement of the movable abutment and also the vertical components of the deflections 
of the assumed load points were communicated to Ames dials in the manner indicated by 
Fig. 4. The experimental values of reaction components obtained by this deformation method 
satisfied very well the three equations of statical equilibrium, and agreed reasonably well with 
a special theoretical analysis. As a further check on the results, the model was subjected to 
concentrated loading at various points, as shown in Fig. 6 (Plate XI) , and several of' the reaction 
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components were weighed directly on a scale. The weighed values agreed very clo.<^lv 
values found by the deformation method. ^ ^ the 

Attention is directed particularly to the necessity of employing small deflections in th 
solution of indeterminate structures with the aid of models. The ratio of deflections is iT 
ally and practically correct when the model is deformed but a small measurable distancrf'' 
.ts g»melric shape but if large deformations are introduced in the model the method beml”" 

grossly , accurate rn many eases that cannot be anticipated, while in other cases fair r«r 

may be obtained. results 


Die gunstigstc Form statisdi unbestimmter 

Bogentrager. 

Von J. Krebitz, Graz 

Die Frage, ob und inwieweit die sogenannte ToLKMixx’sche Linie als Bogenachse durch 
eine giinstigere ersetzt werden kann, wurde schon mehrfach behandelt^). Fine strengere 
mathematische Erfassung der Bogenrichtigstellung liegt bisher nicht vor und soli nachstehend 
gezeigt werden. 

Die beste Ausniitzung einer gegebenen Querschnittsform bei wechselnder ausmittiger 
Belastung liegt dann vor, wenn die Randspannungen gleich grofi sind und gerade die zulassige 
Grenze erreichen. Bei statisch bestimmten Bogenformen mit drei Gelenken gelingt es in ein- 
facher Weise, alle Bogenteile so zu legen und so zu bemessen, daB die vorgenannte beste Aus- 
niitzung iiberall zutrifft. Anders sind die Verhaltnisse, wenn ein oder mehrere Gelenke aus- 
geschaltet und der Bogentrager statisch unbestimmt wird. Dann kann die Drucklinie nur in 
jenen Querschnitten, in welchen bei statischer Bestimmtheit kein Gelenk notwendig ist, zu 
einem gleichmafiigen Pendeln um die Bogenachse gezwungen werden, d. h. es kdnnen alle 
diese Querschnitte so gelegt und so bemessen werden, daB die groBten Randspannungen gerade 
das zulassige MaB erreichen. Da Querschnittslage und -Starke nicht nur fiir den Querschnitt 
selbst, sondern fiir den ganzen Bogen von EinfluB sind, muB bei der Ermittlung der Ver- 
besserungen der ganze Bogen berucksichtigt werden. Wiirde man der Drucklinie die Freiheit 
der Einstellung nur in den theoretisch unendlich diinnen Gelenkquerschnitten gestatten wollen, 
die giinstigste Ausniitzung also praktisch auf den ganzen Bogen ausdehnen, so ergabe sich eine 
Bogenform, bei welcher der EinfluB der Achsenverkiirzung verschwindet, d. h. der Pfeil wiirde 
ins Unendliche anwachsen miissen. 

Es muB also fiir jedes bei statischer Bestimmtheit notwendige Gelenk eine Zone der 
Drucklinie zur freien Einstellung iiberlassen bleiben. Je kiirzer diese Zone gewahlt wird, desito 
starker weicht die mittlere Lage der Drucklinie in dieser Zone von der Bogenachse ab, wahrend 
sie bei groBerer Erstreckung sich der Bogenachse nahert. .Es muB also beim Zweigelenkbogen 
mindestens in der Scheitelzone, beim Eingelenkbogen in den Kampferzonen und beim einge- 
spannten Bogen im Kampfer und im Scheitel auf die Uebereinstimmung von Bogenachse und 
mittlerer Drucklinie verzichtet werden. Selbstverstandlich kann man sich jede freie Ein- 
stellungszone in gewissen Grenzen verschoben denken und diese Zonen iiber das notwendige 
Erfordernis hinaus vermehren. 

Der Weg, der bei der Verbesserung einer gewahlten Bogenform einzuschlagen ist, ist 
dem Wesen nach immer derselbe und sei nachstehend fiir den eingespannten Bogen wieder- 
gegeben. Wir beschranken uns auf die praktisch allein vorkommende symmetrische Bogenform 
und den rechteckigen Querschnitt. Eine Verallgemeinerung fiir beliebigen Querschnitt und 
unsymmetrische Bogenform bietet keine Schwierigkeiten. 


1 ) Neumann, Beton imd Eisen, 1922, Seite 189 S'. 

OsxENFELD, Beton und Eisen, 1923, Seite 175 ff. 

Proksch, Beton und Eisen, 1924, Seite 33 fif. 

Harxmann, die genauere Berechnung gelenkloser Gewdlbe und der EinfluB des V erlaufes 
der Achsen und der Gewolbestarken> Leipzig, 1925, Seite 2r ff. 
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Es bedeuten mit teilweiser Beziehimg auf die untenstehende Abbildi 


V i 






Abb, I. 

' LS Bot-achs., baac-en auf ,,aa fo.liegenda K. 

^ und 3 - die Koordinaten der Bogenachse, bezogen auf die durch den elastischcn Mittelpunkt 
es Bogens gelegten, zu den friiheren parallelen Adisen; 

^0 und 3;„ die Koordinaten des Kernpunktes fiir die obere Faser- 
^und die Koordinaten des Kernpunktes fiir die untere FasLr- 

''^s^drBTgTnlcte!^^^^^ "" ^ wenn 

Q die Querkraft des Freitragers; 

H die wagrechte Teilkraft; 

V die lotrechte Teilkraft des Kampferwiderstandes; 

mmteTZ'' «»S»leute«„ Urabainu; 

uas gesamte Biegungsmoment an beliebieer Tarac;+; . 

Bogenachse zur Folge hat; ^ ^ Streckung der 

N die Normalkraft, positiv als Druck; 

E die Formanderungszahl des Baustoli'es; 
a die Warmeausdehnungsziffer; 
t die Temperaturanderung; 

<p den Neigungswinkd der Boge.mchse gegen die Wagreebte- 

I dUBoglTftS der Kdmpfer; 

b die Bogenbreite; 

J das Tragheitsmoment; 
fFdas Widerstandsmoment; 

•y (lie zulassige groBte Pressung. 

““ “—O'” 

der Zeiger i, fiir den allgemeinen Querschnitrder^^Zeiger « “t” ‘’'"“'f Q“«Sdtoilt 
wenn es sich um Werte in dem i . -I lefgestellt wird dieser Zeiger, 

wird angedeutet, dafi ein gleichzeitig auftrTtendeTwerri^'"''-''^^*' Hochstellung desselben 

t m emem anderen Querschnitt vorliegt. 
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Endlich werden noch durch die Zeiger o und u die Kraftfunktionen unterschieden, welche die 
ungiinstigste Randpressung in der Ober- und Unterfaser hervorrufen. Es bedeutet also z. B. 
ZTEy das Freitrager moment im allgemeinen Querschnitt bei jener Belastung, welche im 
Querschnitt i die groBte Pressung an der Oberkante zur Folge hat. 

Endlich deute ein hochgestellter Strich ' noch an, dafi es sich um Werte handelt, die 
fiir den richtig gestellten Bogen gelten, 

Unter Verwendung der angeftihrten Bezeichnungen erhalt man fiir eine festliegende 
Belastung: 

M= — Z—IIy-\-V-x+m (i) 


J\l zzz Q • szn cp -j- JZ • sin ^ H • cos cp 

^ Ay 

“ - , wobei 5 =: S ^ ist . . 


5 


if. J 




m-Ay 

E^y 


H: 


worm 


und 


worm 


A- 


„y*21XAy Qsm(Dcosw-Ls . 

^-eTY^- eTf 

D 

= ist 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


V-- 


^ x • in Ay . V 2 ■ 'P 

~~ ^ E-y~~ ^ e'-'J- 

G 


„ „ Ay „ Ay sm^ <p . . * . 

g — 2 bedeutet. 


( 6 ) 


VergroBert man nun zunachst an der Stelle n die Ordinate um Ar)„, so kann man, 
wenn A^„ verhaltnismaBig klein ist, die daraus folgenden Aen der ungen der iibrigen Werte durch 
Differenzieren der obigen Gleichungen ermitteln und es ergibt sich: 


Atj = 
Af„ = A^„ 
Ayi- 


Ay„ • A% 

E.y^.S - — - •• 
Ay„ 


E-y„-s 

Ay„ • A^,, 




E-y„-s — 

wobei y,' die Ordinate eines beliebigen Punktes der Bogenachse ist; ferner: 

AH= QXl^-Z—2Hy:) ■■■ — 


(7) 

( 8 ) 
(9) 

(10) 
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Vermehrt man die Bogenstarke d„nm Ad„, so erhiilt man unter denselben V 
setzungen wie oben: voraus- 

(u) 

(. 3 ) 

weiter: A — 3 A^„ • 


(12) 


weiter : 


A Z= ^ ” ‘ yjT 


Ad„ 


- (13) 


E-%-d„-D‘ 




1 rr Ad„ or 


Nach diesen Vorbereitungen konnen wir an die Aufstellung der Gleichungen ^ehen 
welche die beste Querschnittsausniitzung gewahrleisten. s g en, 

Es gilt fiir den richtiggestellten Bogen an der Stelle i: 




to I io 

w F’ 




^ ”1. J iv 

W ' ’ 


g folgt daraus: 






(^'/a A^'/w) = O 


(16) 


.»ei der Werte von Kleinhei, 


= — (17) 

= + ... (18)' 

zv, = iV)„ -f A F* szh (p,- -J- A AT* c^)scpf 

+ (20) 

nach den Gleichungen (9), (10) und (12) bis: 
schnitt i die Beziehung: ' ^ Gleichheit der Randspannungen im Quer- 

J 9' 6 — = + (I) 


worin 


F‘ Y • 7 ) " f (^« — — 2 AT*" • y ■) _|_ ^. IW”' 7 /„ rr- n I) , 

j« J-' \ 7»J^ 7»» (.-til* — Z'« — 2 . (ffio -j- jfi") 

o 


- 3 As^ i/ 

£-Sf.-j:>rs:}V‘--y’+s)-<-^'- -d-. + p ■ J-. + §) ■ 
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3F„ pv {dd’o • cos • <f„ -j- Qi^ . sin (p„) -j- 




+ yiu • • cos (p„ 4- • sin cp„)j + ■ (ITT? + ;f„ • F") + • (JTt'" + ;tr„ • P“)j 


D 

3 G 


■ . sin2 cp„ (g” + F^) + • (<2“ + ] j ist. 


Setzt man nun noch Oq oder Oa gleich s, so warden beide Rander bis zur zulassigen 
Grenze beansprucht. Ftir Oq = s erhalt man: 

W' 


M'i. 


- . N’i, = W'-s 


(2l) 


Da JV' = JV -j- ^ gilt, ergibt sich mit Einsetzung der Werte nach 17 und 19, 


bezw. 9, 10 und 12 — 15: 

2o,-„ • A\)„ + . At),-Ad,-( ^’" '~ - - ■■ 


W,.s — Mio-^-Nu (H) 


worm: 


und 




Asn 


E>%-D 


D 


— yi. (znr — — 2 ‘y„) 


^ — 


3 A^« 




tt I {y- + t) ‘ ~ ‘ 


+ <2” • sin cp«) + 4 W . F«) - cp« (G: + I ist. 


Ganz ahnlich gebaut ist die Beziehung, wenn man Ou gleich ^ setzt. Von einer Wieder- 
gabe derselben sei abgesehen. 

Man erhalt demnach fiir jeden Querschnitt, der giinstigst ausgeniitzt werden soli, je 
eine Gleichung I und 11 . Da fiir jeden Querschnitt zwei Verbesserungen moglich sind, 
und Ad, so liefern also n zu berichtigende Querschnitte 2n-Gleichungen, die hinsichtlich der 2 n- 
Unbekannten linear sind. Die zur Ermittlung der Koeffizienten notwendigen Ausdriicke 
miissen groBtenteils schon ftir die erstmalige Untersuchung gerechnet werden, soweit dies 
nicht notwendig ist, bereitet ihre Bestimmung keine sonderlichen Schwierigkeiten. 

Nach den Erorterungen im Eingange ist beim eingespannten Bogen auf die giinstigste 
Ausniitzung von mindestens drei Bogenstiicken (zl^) zu verzichten. Hat man daher den ange- 
nommenen Bogen fur die Untersuchung in insgesamt w Teile geteilt, so kann fur m — 3 solche 
Teile die giinstigste Lage und Starke des Querschnittes bestimmt werden. 

Bleiben die Bogenstiicke nachst den Kampfern und im Scheitel unverschoben und in 
ihrer angenommenen Starke, so wird die neue Bogenachse im Scheitel und an den Kampfern 
flacher als die Tolkmittsche Linie, was im Scheitel eine vermehrte Pressung in der Oberfaser, 
im Kampfer in der Unterfaser zur Folge hat. Die groBten Beanspruchungen werden auf diese 
Weise unter Entlassung aller anderen Teile in die Kampfer- und Scheitelabschnitte verlegt, 
w'O ihnen zumeist in geeigneter Weise begegnet werden kann. Gelingt es nicht den vermehrten 
Beanspruchungen insbesondere im Scheitel durch besseren Baustoff zu begegnen, so muB dieser 
entlastet werden. Man halt dann die Nachbarabschnitte fest und verlangt im Scheitel gleiche 
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Randspannungen. Hiebei wird die Scheitelkrummung verscharft. Die gleiche MaBnahme ' 
Kampfer fiihrt auch hier zu einer verstarkten Krummung. Wollte man auch im Kampfer- ocler 
Scheitelabschnitt oder gar in beiden Gleichheit der Randspannungen erzielen, so wiirden die 
Gleichungen I sehr groBe Verschiebungen der Bogenachse ergeben, fiir welche sie nach ihre^ 
Herleitung keine Giiltigkeit mehr haben. 


SchlieBlich sei noch bemerkt, daB man die moglichen Verschiebungen und Querschnitts 
anderungen jener Bogenabschnitte, in welchen auf gleiche Randspannung verzichtet werden 
niuB, dazu beniitzen kann, auch in diesen Querschnitten die groBte Pressung und den groBten 
Zug dem zuliissigen AusmaB gleichzuhalten. Die hiebei auBer der Beziehung II erforderlichen 
Gleichungen werden ahnlich gewonnen wie II. 


Untersudiungen liber den Einflub haufig wieder* 
holter Belastungen auf Beton und Eisenbeton 

Von E. Probst, Karlsruhe 

(Fiir Abb. i — 3 s- Tafel XII) 

Das Problem des Einflusses wiederholter Belastungen auf die Festigkeitseigenschaften 
von Baumaterialien ist bisher vorwiegend bei Maschinenkonstruktionen behandelt worden. Die 
bekannten Untersuchungen von WOhler in den 6oer Jahren des vorigen Jahrhunderts befassen 
sich hauptsachlich mit Ermiidungserscheinungen an Eisenbahnachsen. In den 8oer Jahren wurde 
die gleiche Frage von Bauschinger behandelt. 

Wahrend ira Bauingenieurwesen bisher in erster Linie den Briickenbauer das Problem 
interessierte, hat es durch den Beton- und Eisenbetonbau auch fiir andere Konstruktionsarten 
an Beachtung gewonnen. 

Bei einer Brucke werden die Konsti'uktionsglieder Spannungen ausgesetzt, die von einer 
unteren Grenze der Eigengewichtsspannung, nach einer oberen Grenze Oq, der Verkehrslast- 
spannung, und umgekehrt wechseln. Bei Gurtstaben von Fachwerktragern liegen die Spannungs- 
grenzen und stets entweder im positiven oder im negativen Gebiet, bei Diagonalstaben 
kann a„ und a ie’nach der Laststellung entweder im positiven oder im negativen Gebiet liegen, 
SO da6 hier ein Spannungswechsel liber o emtreten muB. 

Die neueren Untersuchungen iiber die Arbeitsfestigkeit von Stahlen, die in den letzten 
Jahren namentlich in Amerika und England gefordert wurden, stammen von Howard, 
Hopkinson, H. J. Moore, I. B. July, C. E. Stromeyer, D. J. Me. Adam, J. B. Kommers, 
Jenkins, T. M. Jasper und O. Foppl. Sie zeigen deutlich, dafi hauptsachlich der Maschinen- 

bauer ein praktisches Interesse an dieser Frage hat. 

Bei Beton und Eisenbeton, als Baumaterial, liegen der Natur der Verbundbauweise ent- 
sprechend besondere Verhaltnisse vor. Mehr noch als bei Beanspruchungen auf Druck, kann das 
Verhalten des auf Zug beanspruchten Betons von sehr groBer praktischer Bedeutung sem. Die 
Festigkeitsberechnung erfolgt zwar stets fur den Fall, dafi der Beton der ganzen Zugzone 
gerissen und die Eisen samtliche Biegungszugspannungen aufzunehmen haben. Trotzdem 1st 
unter Umstiinden die Gute und Sicherheit eines Eisenbetontragwerkes mittelbar von der 
sicherheit abhangig. Risse gewahren den Wasserdampfen und aggressiven Stoffen den Zugang 
zu den Eisen. Der Rost, der sich dann bildet, schwacht die Eisenbewehrung und fiihrt u. U. zu 
einem Absprengen der Betonumhiillung, wodurch die Sicherheit des Bauwerks verringert 

werden kann. r t.- 

Fiir die seit langerer Zeit im Gang befindlichen Untersuchungen wurde in Verbmdung 

mit der Firma /. Losenhausen, Diisseldorf, eine Maschine konstruiert, die fiir Untersuchungen 

auf Druck und Biegung dient. (Abb. i, Tafel XII.) 

Die Maschine besteht im wesentlichen aus einem unteren und einem oberen Tisch, von 
denen der unter e mit dem Probekorper zur Krafteinwirkung angehoben werden kann, der obere 
wird unter Zwischenschaltung von vier Dampfungsfedern zur Verminderung des Hubweges 
gegen ein oberes Querhaupt abgestiitzt, das durch vier Saulen mit der Grundplatte verbunden 
ist. Ein 5 PS-Motor arbeitet auf einem Schneckengetriebe, das eine Kurvenscheibe ^ antreibt. 
Diese versetzt den durch das Lager C gestiitzten Kniehebel B in Schwingungen. Der eine Arm 
des Kniehebels hat die Gestalt einer zylindrischen Buchse D. In dieser Buchse 1st eine zweite 
Biichse £ verschiebbar angebracht, jedoch ist ihre Lage wahrend des Betriebes gegenuber der 
Buchse D unverschieblich. Die Verstellung von £ gegen D ist nur vorgesehen, urn die Hube des 
Tisches K regeln zu konnen. In der Buchse £ ist eine weitere zylindrische Buchse £ drehbar 
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aufgehangt Durch die Buchse F ist der Haupthebel G gefuhrt, der auf H fcatgela^rert • . 
«:hwmgende Bewegung des Kniehebels B wird also dem Haupthebel G durch 
Buchse F mitgeteilt, wobei die Buchse F auf dem Hebei G gleitet. Der Hebei r "i 
Bewegung durch das Druckgelenkstiick / auf den Tisch K ' 

Die Buchse £ ist gegeniiber der Bitchse D mit Hilfe drier Zahnstanue verstellK 
zwar kann ihre jeweilige Lage an einer besonderen Skala abgelesen werden Die F 

Die Kurvenscheibe A ist in der Prinzipskizze der Einfachhdt h-iIKe.- . • 

ebene s«.kreehte Achse drehbar clargestdlt. I„ Wirklichkdt libgt ihre Ad«e .nra'IH 
eb«.e „„d d.e K„™ sind sedcrech. zur Schdbe a„f derc Rand anfebtd.r 
H T3" In ^ normales Zapfenlager, ebenso wie die Aufhantrunu- dor B" i 

.1“ i ^entHcbkdXr 

-ischz. 30 „„d 90 Hdben in dei Cl weldo"'' 

.toeMasrhintrlrHCtCX'wr^ "" “■■'•"’•‘-G-llsohaft 

Fur die nnnml ; ! ^ ^ (Lichtbild 3, Tafel XII). 

von beaondeze. T/CSrC U. » 

die 10 t-Maschine Hr die UntersuchuIiL anf T Wahrend 

der Spannungen erforderlichen Ela<!H -yu <^ienen soli, werden die zur Ermittiung 

rioicben Ze/an, der “eblrrnlSrr^^^ “ - 

keit ClenlCd" ^ 'vieda-holter Belastungen anf Druckfetig- 

A. IfeHMai, ausgerart Die aZ ° . '^»^‘™Bend.n, Dr. 4 
Berlin, im Druck erschienen. Dissertation im Jahre 1926 im Verlag J. Springer, 

die zunachst nicht umTehrtlf sind^ Turch haufi"^* ^ - e - Diagramm die Prozesse, 

solange eine kritische Spannung nicht iibersrh Dastwiederholungen umkehrbar werden, 

gefiihrten Untersuchungen, zwischen 47 und 60 v^h'^vI ™ 

bei letzteren tritt zuerst iWh^rg^wis^eT erheblich grofier als die der federnden; 

urn so ^ater, je hoher die obere GrenzspannungTs't Beharrungszustand ein und zwar 

w.nd.enll 4 »etT:rr^^^^ ^-Aokse znge- 

^~en Weobreibeanaprnobnng^ -Cre^“r?"rZa?eltC;tl,^r 

dea Verfestigung 

Ist die obere Grenzspannung der Wied,T*t' B™ol>iestigkeit zu beeinflussen. 

fangt der Kdrper z„ ernrSdl an^DtSClT" » 

ita hobie Seite der e-Achse- «. „• d k, 

er a Acnse, ^wird kleiner. Der Charaktio,- 

bleibenden Formanderungen sind fiir die E "h “‘^ht die 

rmudung charakteristisch. (Abb. 5.) 

01^ 



Nachdem in dieser Weise die Frage des Einflusses haufig wiederholter Druckbelastungen 
ftir Baton einer Mischung geklart werden konnte — Zusammensetzung und Alter des Batons 




warden an den grundsatzlichen Ergebnissen nicht andern — , Hegt es nahe, die gleichen Unter- 
suchungen fiir einen Zug durchzufiihren. Auf diese wird vorerst verzichtet. Da aber bei Eisen- 
betonkonstruktionen den Biegungsspannungen zudem groBere Bedeutung zukommt, werden die 
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nachsten Untersuchungen an Balken aus Beton und Eisenbeton ciurchgefiihrt werd.„ n- 
Biegung beansprucht werden. » die auf 

Als Vorbereitung zur Weiterfiihrung dieser Untersuchungen wurde ein ^ , 

E.smbelo„balke„ mil den Abmessungen (Qnerechnitt: ,0/17 cm; '.,40 ... SpMnwci e m il'; 
sprechender Eisenbewehrung) durch 2 im Abstand von 40 cm zur Mitte symmetrischo B ' 
asten nntcrhalb der Biegungsaugfaligkeil dcs Batons nnd spiilcr in dcr Nal.c dcr Sl.-cckgrem 
er Eiseneinlagen wiederholten Biegungsbeanspruchungen ausgesetzt. Die Geschwindigkelt cle' 
Belastungswechsel wurde mit 1-1,5 Hiiben pro Sekunde gewahlt. '' 

.. ^'^'^chbiegungsmessungen wurden mit Hilfe von Martensschen SpiegelanD-u-itPn 

die Langenanderungen an der Zugseite vor Auftreten der Risse im Beton und spiur; 
Druckzone gemessen. 

I. Es zMgte sich, dab 72,000 Lastwechsel die federnden Dehnungen des -luf Bipm, 
beanspruchten Betons nicht wesentlich, die bleibenden Dehnungen jedoch erhcblich vcrm-hR f 
babm., „as auch in d„ Entwicklnng der beobacbtc.en Risse r,,.m Aisdruck 
R- &ro6e Zahl von Lastwiederholungen (bis zu 280,000) bestiitigte fiir den 

BWdrnri. beansprncb.cn Baton die Ergcbnisse dcr Untcrs^cl.nnge.. bel rei,»., Dn.r 

wurdm“"'‘""®“ »!= b«i Eise..ko..str..kKo.,c,. beobachte'l 





Versuche zur Klarung der Frage der Brudigefahr 

I . T e i 1 . 

V o n M. R o s , Z u r i c h 
(Hiezu Tafel XIII) 

I. Die Festigkeitstheorien 

Die alteren Theorien von der nach Ueberschreitung der Elastizitatsgrenze eintretenden 
Storung des inneren elastischen Gleichgewichtes bezw. von der Bruchgefahr, namlich: 
die Hypothese der grofiten Hauptspannung, 
die Hypothese der grofiten positiven Hauptdehnung, und 
die Hypothese der inneren Reibung, 

konnen sich, weil ira Widerspruche mit den Ergebnissen der Versuche bezw. der Erfahrung, 
nicht behaupten. 

Die Theorie der grofiten Schubspannung von Guest-Mohr^) fiir zahe Kbrper hat sich ge- 

stiitzt auf altere Versuche als die zutreffendere erwiesen. Versuche mit zahen Stoffen (Flufieisen, 

Kupfer, Stahl) sollen fur Zustiinde an der Elastizitats- bezw. Fliefigrenze einen annahernd 
gleichbleibenden Wert fiir den Unterschied zwischen der grofiten Hauptspannung und klein- 
sten Oj ergeben haben, ganz unabhdngig von der Gro^e der mittleren Hauptspannung Die 
grofite Schubspannung strebte einem konstanten Werte zu von der Grbfie: 

= konstant. (i) 

Die Versuche von Th. V. KArmAn 2 mit sproden Stoffen (Marmor und Sandstein), welche 

sich unter allseitigem' Druck wie zahe Stoffe mit mehr oder weniger ausgepragter Quetschgrenze 
verhielten, bestatigten sehr schon die Mohrsche Vorstellung von der Elastizitatsgrenze. 

R. Boker ®) fiihrte unter allseitigem Druck Zugversuche durch und stellte fest, dafi der 
EindujS der mittleren Hauptspannung auf die Elastizitatsgrenze, im Gegensatz zur Annahme 
Mohrs, vorhanden ist. Er stellte Unterschiede von 9 — 11% fest. 

Neuere amerikanische Versuche mit Stahlmaterial fiihrten zur einwandfreieren Fest- 

' 

stellung, daB die FlieBgrenze fiir Torsion 

~ 0,60 a 7 (Fliefigrenze fiir Zug = Streckgrenze) 
o_5o (Fliefigrenze fiir Druck = Quetschgrenze) 
betragt, somit hoher als z„,ax = o> 5 o W entsprechend Mohr, ist. 

Im Jahre 1904 stellte Prof. M. T. Huber 4 ) (Lwow) die Theorie der konstanten Gestalt- 

anderungsarbeit als Mafi fiir die Anstrengung des Materials auf. Die gleiche Beziehung als 
Plastizitatsbedingung leiteten mit etwas abweichender Begriindung und unabhangig die Herren 

B 0. Mohr, «Welche Umstande bedingen die Elastizitatsgrenze und den Bruch eines Materials?* 1 

Zeitschrift des V. D. I. 1900. «Abhandlungen auf dem Gebiete der technischen Mechanik*, 

J. Guest, « Philosophical Magazine*, Bd. 50, 1900. M. Mesnager, «DAfonnation et rupture des solides*. 

Revue de metallurgie No. 6 et 7, 1922. 

2 ) Th. VON Karman, «Festigkeits versuche unter allseitigem Druck ». Mitteilungen iiber For- 
schungsarbeiten V. D. I., Heft 1 18, 1912. 

8) R. Boker, «Die Mechanik der bleibenden Formfinderung in kristallinisch aufgebauten K 6 r- 
pern.» Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten V. D. I., Heft 175/17^1 tptS- 

M. T. Huber, «Die spezifische Formanderungsarbeit als MaS der Anstrengung ernes Materials.* 

Lemberg 1904. Siehe auch A. Foppl «Drang und Zwang*. Erster Band S. 50, 1920. 
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JJiese Plastizi. 


rof R. V. Mises^) (im Jahre 1913) und H. Hencky e) (im jahre 102^) -,h 

(^1^ + a/ + c, a, - a, ag - crj = 4 

wenn mit 2 k die Plastizitiitsgrenze (Streck- bezw. Ouetsch£n■ell/o^ f r ■” 

mi,U.. H^sp,nnuni ,, auf ii, ^ie 

Erreichung der Bruchgrenze ^ I^oinianderung bis unmittelbar vor 

R. .eicbe die Mob.ebe 

Plastizitatsbedmgung, als Sonderfall geniigt -irenzt gilt und somit auch der 

’ ■ 



fiberpacKung 

fOrucWafung 

S- 

Bsssa 

f^Lpjbrpachmg 

r o 

~ — ir-r 

gerufenen Nachspannungen.* Zeitschrift L SgewLdt^SemSlT'^ hierdurch im Material hervor- 
3 Mathematik uad Mechanik, Bd. 4 , Heft 4, 1924. 







M. Ros, ZtiRiCH 


n. Die Versuchseinrichtung und Versuchsstabe 

29 hohle Stabe warden Druck-, Zug- und Torsionsversuchen mit und ohne Innendruck 
unterworfen (Abb. i, 2 und 3, Tafel XIII). Auf diese Weise war es moglich, sehr verschieden- 
artige, dreiaxige Spannungszustande zu erzeugen (Abb. 8 bis 14). 

Vermittelst eines eigens zu diesem Zwecke von der Firma A. J. Amsler & Co. in 
Schaffhausen konstruierten Multiplikators (PreBtopf), der in eine Amslersche Presse eingebaut 
war, wurde der Innendruck i ausgeiibt (Abb. 4 und 5). 


! KuplerpQcKun 


Stahlscheibe 
Robesrob ^ 


Qummi 





o / 

-i 


25H8h- 







‘ 1 - 153 •] 

Abb. 5. 

oben: Anscblufiflanscb fur die Zug- und Torsionsversuche. Mitte": Zugversuch. unten: Torsionsversucb. 


Samtliche Versuchsstabe aus sorgfaltig ausgewahltem Material, der gleichen Welle 
entnommen, warden durch Kaltbearbeitung hergestellt. Jeder Stab wurde nur einmal den 
Versuchen unterworfen. 

Die Messungen erfolgten langs und quer durch je 2 diametral und jeweils in gleicher 
H 5 he angeordnete Spiegelapparate bezw. . Dehnungsmesser (Abb. i, 2 und 3). 

Die Ungleichheit der Spannungen in radialer Richtung zufolge des Innendruckes 
welche an der inneren AVandung der hohlen Versuchskorper die GroBe i und an der AuBen- 
wandung die GroBe o erreichen, des ferneren die iiber den W^andquerschnitt etwas ungleiche 
Spannungsverteilung in Querrichtung (Ringspannung) warden, wenn sie auch Schwierigkeiten 
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M. Rog, Zurich 


(i'ia«i.d.es a* 




Srodiol- iW equer-I-9! 

^b-Q* X2 ^2 ^ 


^Ringformel 


m C 

ir> (U 


b-Q « S 


Verlauf der Spannungen ct„ quer llima^ 

“ad Or radial (Innendruck). 

III. Theoretische Grundlagen 

Tragt man die Hauptspannungen a o unrf • • 

em so liBt aiq, ^ j AiigcVfalKo r "' Koonliiiatensystem 

(Elast.z.tatSo PlastkifJts., BruchsrenaS ,r , , ■'••>* ““It (a - o ) - ai 

P™ ,a.ten». Die S .t ?!:: ™'!'' ’sectai- !: 

Halbmesser ai. ^/ 2 be,,^ , „ Kreiszylimler, Je,sen 

- ei„ Seebse. I" r:? ^ ^ .-V-ae 

ko„s,a„,. Die Axe J.s Prfs^as seblieBi “‘1 ’Pf;.'" ctab W.rte a * = a , = 

“■ — Wi„be, , . 3,;:~ - 3 

.lurch die '''’” Hu'>-H»rl.y 

worin a k = Streckgrenze (Zug) - o ~ ~ “i “J = 4 i*, (a) 

“Se'r ““ ='^-kSfr“hdSe“'''v“'”“ ‘ = M*«™lkon«a„,e. Sic 

Mden pLcien (Plu^iritats-” <*’’'>■ rP 

a™ Sp.„„„„gszylmder XI “f Untersehied zwisehen dl 

y er. Dieser ist fiir ebene Soanrintio-e 4 .- i %^^i^ntmgspnsma und 

, ’) H. M, Wrsteroaarb n . i^^oBten fiir die Punkte 

Morr rr.' -r. ; ^^^GAARD. «On tViA . 


’) a M. WKSr.xo„,„ „ — .s-„s,anae am groSten far die Puakt 

-y ..20, Pag. bzy,.a”S““- ^ PI -Ce mafeCis,. Joama, of Praak.ia fas.im 






M. ROS, ZURICH 


B^, B^ und Bg und erreicht einen Wert bis zu 1 5 % zuungunsten der Theorie von Guest-Mohr 
(Abb. 15). 

Da sowohl nach der Theorie von Guest-Mohr als auch nach dem Ansatz von Huber- 
Hencky die Ausdriicke, die Hauptspannungen enthalten (linke Seite der Gleichung), Funktionen 
des Innendruckes i sind und anderseits die Materialkonstante k (rechte Seite der Gleichung), 



Raumliche bezw. ebene Darstellung der Grenzwerte von Huber-Hencky fiir zalie Stoffe. 

durch den einaxigen Zug-, bezw. Druckversuch einwandfrei festgestellt werden konnte, war es 
moglich, die den jeweiligen kombinierten Spannungszustanden entsprechenden, nach Guest- 
Mohr und Huber-Hencky zu erwartenden i-Werte rechnerisch zu ermittein und den aus den 
zugeordneten Versuchen ermittelten «-Werten bei Erreichung der Plastizitatsgrenze gegeniiber- 
zustellen (Abb. 8 bis 14). 

Kurz vor dem Erreichen der Plastizitatsgrenze an der inneren Wandung der Hohl- 
korper sind die mit I bezeichneten Spannungszustande giiltig. Die mit II bezeichneten- 
Spannungszustande sind mit geniigender Scharfe giiltig fur ein Element der Mitte der W^and 
in FlieBzustand, welches die gleiche Anstrengung aufweist, wie ein Element der Aufienwandun^ 
beim Erreichen des FlieBens aufien, woselbst letzteres scharf durch die Dehnungsmesseiy 
registriert werden konnte (Abb. 8 bis 14)- - 

IV. Zusammenfassung und SchluBfolgerungen ^ 

Auf Grund der Versuche der E.M.P.A. «) mit Hohlkorpern aus zahem S.M.-Stahl von 
sehr gleichmaBiger Beschaffenheit auf Zug, Druck und Torsion ohne und mit Innendruck 
gefiihrt, lafit sich sagen : < 

®) M. Ros und A. Eichinger, «Versuche zur KlS,rung der Frage der Bruchgefahr.» Eidg. 
Materialprufungsanstalt an der E. T. H. Zurich. Schweiz. Verband fur die MaterialprUfungen der Tech- 
nik. Zurich, September 1926. 
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M. Ros, ZtJRICH 


SrabquGTschirr 



Jt 6i-^2.030'fcm^ 62-1054^ 


5pannung^srand ouasen 


I ( 5 ,a)X) 


. 6'^>2.27i(^27l)^ X 


I / SpezifischeSchKbung der dussenenFasern ()^) / sp^^ifisch^^ Ldngendnderung n%o / SpGZ. Lang 

V |l N p h P n y 1 q5 IIP 151 lo IQ.' 

Tausendstei 5 10 15 

Abb. 14. 

Elastizitatsmessung. Torsionsversiiche mit hohlen Staben mit Innendruck. Spannungszustand : (-]- Oj) = ( — 2 O2). 



Tabelle I 


Bruch-Spannungszustande der Versuchsstabe 







Spannungszustande bezogen auf 


Spannungszustande bezogen 

Stab 

Hochstlast den urspriinglicben Querschnitt 

Brucblast 

auf den Emchquerschnitt 

No. 

(Zustand II) 


(effektiv) 


■Pmax 1 /max 1 '^(7 | | '^a‘ax 



^ 7 * ey^mtaix. 

lasse 

t atm t/cm2 t/cm^ ijcm^ t/cm^ 

t atm 

t/cm^ tcm^ 

t/cm2 t/cm^ 

Zi 

10,46 0 4,84 — — 2,42 

9.30 0 

8,30 — 

— ^,75 Gleitungsbruch 

Z6 

33.30 0 4,71 — — 2,36 

25,10 0 

8,74 — 

— 4^37 Gleitungsbruch 


9,20 482 5,36 2,41 -0,24 2,80 

9,20 482 

unbestimmt 

Gleitungsbruch 

^3 

9,20 478 S,3S 2,39 -0,24 2,80 

9.20 478 

8,36 3.67 

-0,24 Gleitungsbruch 

Z4 

5,30 770 4,20 3,85 -0,38 2,29 

Ox 

0 

0 

4.50 4.29 

-0,39 2,45 TremiiuiBsbruch ggf 

^5 

5,72 810 4,49 4,05 -0,41 2,45 

5.72 810 

S.61 5,71 

-0,41 3,06 Trennungsbruch 

Ti 

-4,90 860 0,00 4,30 -0,43 2,36 

4,90 860 

-0,19 5>23 

“0,43 2,83 Trennungsbruch 

T 7 

0 852 1,94 4,26 -0,43 2,35 

0 852 

2,39 5 ^ 1 ^ 

“0,43 2,81 Trennungsbruch 


^jD&yL ^max ^2 ^3 ^max 


, 

e/^ max 

T 6 

79,8 o -4,26 4,26 0 4,26 

gleich wie auf dem urspr. Querschnitt ^,26 Gleitungsbruch 

T 2 

122,5 440 — — — 4.10 

122,5 440 

— — 

— 4,2Q Gleitungsbr.a.Kopt 

TZ 

122,5 440 — — — 4.10 

122,5 440 

— * — 

— ^,2^ Gleitungsbr.a.Kopl 


Qz ~ <3/ = Langsspanmmg. 


C 

hi 


Ox = <Zq — Ringspannung. 


C 

jg > Hauptspannungen. 


Cy =: Or — Radialspannung. 


c 



(+) ~ 





(— ) = Druck. 

















T4- 72i 

\oz0m5 rj. 






barer Weise nachgewiesen ®) . In einigen Sonderfallen stimmen Guest-Mohr und Huber- 
Hencky genau iiberein. 

Die Theorie von Guest-Mohr wird einer praktisch sehr brauchbaren AnnSherung 
gerecht. 

3. Aus den Ergebnissen der Spannungszustande und Formanderungen nach Bruch ist zu 
entnehmen, dafi sich die Bruchtheorie von Mohr fiir den Bruch selbst (nach Trennung 
der Teile) behaupten kann, insofern man sie, im Einklang mit der Mohrschen Voraus- 
setzung, auf den Gleitungshnich beschrankt. Der Gleitungsbruch wird durch einen 
praktisch konstant verbleibenden GroBtwert der Schubspannung, bezogen auf den effek- 
tiven Bruchquerschnitt, bedingt (Tabelle I). 

4. Ganz geringe Unhomogenitaten (Schlackeneinschliisse etc.) konnen einen Trennungs- 
bruch zur Folge haben und dann scheint die grofite Zugspannung, bezogen auf den wirk- 
lichen Bruchquerschnitt, maBgebend zu sein (Tabelle I). 

5. Die Versuche bestatigen die Tatsache, dafi zahe Stoffe mit ausgesprochener Fliefigrenze 
im plastischen Gebiet ihre Quasiisotropie nicht einbiifien. Das Fliefien erfolgt in alien 
Richtungen gleichzeitig (Abb. 8 bis 14). 

6. Die Poissonsche Qiterdehnungszahl m nimmt fiir Spannungszustande innerhalb des 
plastischen Bereiches und auch dariiber hinaus, auf die bleibenden Formanderungen 
bezogen, geniigend genau den Wert m = 2 an (Abb. 8). 

9 ) A. Nadai, «ZurMechanik der bildsamenFormanderungen.^ Werkstoffausschufibericht No. 56 
desVereins Deutscher Eisenhuttenleute 1925. W. Lode, «Versuche iiber den Einflufi der mittleren 
Hauptspannung auf das Fliefien der Metalle, Eisen, Kupfer und Nickel ». Zeitschrift fiir Physik 192 , 
Heft I I — 12. 


2. T e i 1 . 

V o n A. E i c h i n g e r , Z ii r i c h 

Auf Grund der vorliegenden Ergebnisse wurde versucht, in Erkenntnis der Deformations- 
vorgange vor und insbesondere nach Ueberschreitung der Elastizitatsgrenze bezw. Fliefigrenze 
einen neuen Beweis fiir die Giiltigkeit der Beziehung: 

ai" + a/+V-='i®2 — = 4 ^" ... ... ... ... (2) 

zu erbringen. In Anlehnung an die Theorie von Mohr und in besserer Anpassung an die 

Versuchsergebnisse ist dieses auch gelungen. 

Es inter essiert uns vorldwHg in erster Linie, zvie sich der Korper he% allgememem 
S pannungszust and V er halt j Wenn seine Festigkeitseigenschaften bei einachsigem Zug und etn-- 
achsigem Druck genau bekannt sind. 

Durch die vorliegenden Versuche ist fiir Stable der Beweis erbracht, dafi die totalen 
Formanderungen in zwei Teile getrennt werden konnen, und zwar. 
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— Eichinger. Zn r t_r n 

In ,li. ciastisclu,, F„n„a„dorn„i:c„, wdcha ,l..„ ; 

I a,,| j 




n, _ I ,J 



(fiir Stahl ist m = 12. und -1 — -.mor. i. / ..a 

. 3 a und in <iit. hh.ii,., 

anderungen, welche die Gleichungen 


■ideu Forni- 


I oj 

I a„) 


S-,-8 I a,) 


(4) 


erfiillen. ^ 

<^) .«=n .... 

-nn.nn.,..dF = , 

ai-rG?ei:r 

Schubspannung enthalten. Die Konw^h ^ 

MoFr r ; ““ *=r mcht *r Pali L I " , '“'""'I' P»'n^ nUp™™ 

Mohr-^est w.e folg, a„ vcrvoll 3 thndiga.,M ' "" IIy|...llK« ,« 

*e For»a„fcu„ga„ durch die aXZnZ T ■-icl. jod,K=I, leid.l aci™, 

"zur^'T”' “‘">«nen •In* VorhanL: 

und 2. betragen, wobei A Ter^konstr^^^fr Gleichungen (4) 2./1 e 

resnl,.e,e„de V.„d.ieb„„g i,t: <II-» Glcilel.enc ia, (A,J, ]L n ‘ 

Oder we„„ die Werte aus den Gleichul!*^ ''' <5> 

Weichungen (4) eingesetzt werden- 

.... ^®®‘'‘'^“^P>ausibelzusein dafidl. A I ^ ~ u, aj (6) 

sVditrr 




A. Eichinger, Zurich 


Das Ma^ der Anstrengung ist die Gro^e der resultierenden V erschiehung in der resul- 
tierenden Verschiebungsebene, oder auch, was sich leicht zeigen lajlt, die Schubspanmmg 
dieser Ebene. 

Beim einachsigen Zugversuch, falls ozug- = 2 ^ gesetzt wird, ist 

S2„^ = 8 -k-a^-y~ 3 . — 5 -k. 2k ■]/ 3. (7) 

Es mufi noch beantwortet werden, wann die Anstrengungen zaher Korper bei zwei ver- 
schiedenen Spannungszustanden die gleiche ist. Ich glaube, dafi es daftir im Sinne des Vor- 
herigen nur eine Antwort gibt, namlich: 




Bei zwei verschiedenen Spannungszustanden wird die Anstrengung d'ort die gleiche^ wo 
die d-Werte miteinander ubereinstimmen (Abb. 18), also dort, wo die Plastizitdtsmoduli 

einander gleich sind. (Innerhalb der Elastizitatsgrenze dem Elastizitatsmodul £ = ^ ent- 
sprechend.) 

Wenn man dieses in den Gleichungen (6) und (7) ausniitzt, so kommt man zur Beziehung 

= ... ... ... ... (2) 

Dieses Ergebnis stimmt genau mit jenem iiberein, welches aus der Annahme der Kon- 
stanz der bezogenen Gestaltanderungsenergie von Huber-v. Mises-Hencky hervorgeht. 

Die Versuche haben es bestatigt, da6 diese Beziehung vom Belastungszustand Null bis 
kurz vor die Bruchgrenze gilt. 
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Di 6 DsiTipfun^, die bsi dcr 
Sdiwingungsbeansprudiung von Metallen auftrin 

m Abhangigkeit von der VerformungsgeschwindigkeiJ 

Von O. Foppl, Braunschweig 

Die Versuchsanordnung ist in Abb i dartrestellt i t. , 

eigenschaften festgestellt werclen sollen und der auf v' i 1 ' Baustoff- 

Ende t ist festgatalto, wahtend dastlte E. d e S^;'; i: ' 7 “’’"'^'^' * 

schwi„gu„g„ dan WinW d, ansfiihtr 

gelagert, so daB er sich nicht durchbieiren knnn / \/ i j ' mebrfach 

».ange das H.^ascHe Gasata IZ, 

t - J G. A cp auf, mit einem Grofltwert am Urn fang des sSfahes t,, -d! f/ A 

dar Hauptachsen herausgesdinitten. Dutch die OliarfKche dU^"' |f i"' ’*''''*“"5 

spannung ubertragen, die den Verforraun&swinkel i' t t ' ‘Be Schub- 

gZZ dann hauu .LTa;*:,;!-,!,::; :”:;„d'";''rcM: 

. (I) 

mit G als Schubmodul wiedereeeeben n . i g . 

dafi die strenge Giiltigkeit der Gleichung (i) _ wew'^ McsSsungen kann man feststellcn, 

vorhanden ist _ weit unterhalb der BiLprudlVtf'!r'''r 

praktischen Betrieb vielfach zugemutet wird Die Ahf ’'‘‘‘’‘‘‘Bon.Ien Mcfall im 

ntch. .aht dutch eiua Getada, sondatn dutch die HysJSId r:;:,::!:;;?:” 



O. F 0 p p L , Braunschweig 

Den Wert von •O- konnen wir in Abhangigkeit vom Verformungswinkel y auftragen. Da 

y selbst eine Funktion von r ist |y = y • A cpj , miibten wir das herausgegriffene Element in 

radialer Richtung beliebig diinn ausfiihren, am besten einen sehr diinnen Hohlzylinder mit den 
Halbmessern und (r^ — dr^) herausgeschnitten denken. Aus der Temperaturerhohung des 
Stabes im Beharrungszustande erhalten wir die auf eine Schwingung in Warme umgesetzte 
Energie oder die mittlere Dampfung, die im Querschnitt auftritt, und konnen daraus die 
Randdampfung nach einem besonderen Verfahren^) ermitteln. Da bier aber nicht die 
absoluten DampfungsgroBen, sondern nur die Abhangigkeiten dieser Werte von den Ver- 
formungsgeschwindigkeiten festgestellt werden sollen, werden wir'im nachfolgenden die mittlere 
Dampfung '& weiter verwenden. Wir tragen # in Abhangigkeit vom Randverformungs- 
winkel auf und erhalten die Kurvenschar in Abb. 3. 

Die Versuche sind durchgefiihrt worden, um festzustellen, ob ■& nur von y^ abhangt 
Oder ob sein Wert auch durch die Grofie der Verformungsgeschwindigkeit beeinfluBt wird. Man 
nahm friiher an, daB die Dampfungsfahigkeit bei gleichem Verformungswinkel verhaltnisgkich 
der Verformungsgeschwindigkeit sei. Diese Annahme wird noch bis in die iiingste Zeit in 
der deutschen technischen Literatur vielfach vertreten. Ausschwingversuche, die F. E. Rowett 2) 
in Cambridge 1913 angestellt hat, fiihrten zu dem Ergebnis, daB die Grofie der Dampfung 
unabhangig von der Verformungsgeschwindigkeit ist. 

Im Gegensatz zu den Versuchen von Rowett haben wir die Dampfungsfahigkeit im 
Beharrungszustznd der Schwingung festgestellt. Wir haben also^ die Schwingung von auBen 
so stark erregt, daB die durch die Baustoffdampfung usw. vernichtete Energie dem System 
fortlaufend neu zugefiihrt wird. Die Grofie der Dampfung kann aus der Temperaturerhohung 
des Baustoffes im Beharrungszustand leicht bestimmt werden. Das Verfahren laBt die Mog- 
lichkeit sehr genauer Messungen beziiglich der absoluten Grofie der Dampfungsfahigkeit zu, 
da der Beharrungszustand beliebig lange Zeit aufrecht erhalten werden kann. In bezug auf 
die absoluten Werte sind wir zu wesentlich anderen Ergebnissen wie Rowett gekommen. 
Darauf ist an anderer Stelle eingegangen worden »). Wir haben aber ebenso wie Rowett fest- 
gestellt, daB die Dampfung unabhangig von der Verformungsgeschwindigkeit ist und zwar 
gilt das bei unseren Staben von 15 mm 0 und etwa 400 mm MeBlange innerhalb von minut- 
lichen Wechselzahlen, die zwischen o und 2000/min. liegen. 

Die Dampfung bei der Wechselzahl o haben wir durch statische Eichung, d. h. Messung 
der Verformung bei ganz langsamem Auftragen der Belastung, bestimmt. Der Inhalt der 
Hysteresisschleife ist Arbeit bezogen auf die Volumeneinheit des Baustoffes, also von der 

Dimension — — Diesen Betrag haben wir in Abhangigkeit vom Verformungs- 

cm2 Schwingung. 

winkel y^ aufgetragen und die in Abb. 3 dargestellte Kurve (n = o) erhalten. 

Im Beharrungszustand des schwingenden Stabes haben wir ferner aus der Erwarmung 
des Stabes die fortgeleitete Energie gemessen und ebenfalls in Abhangigkeit vom Verformungs- 
winkel y„ aufgetragen. Die yo-i?-Kurven haben wir bei 12 verschiedenen Geschwindigkeiten 
zwischen 230 und 2Soo/min. bestimmt. (Abb. 3.) Bei den Geschwindigkeiten von fiber 
2000/min. traten erhebliche Fundamenterschiitterungen auf, durch die die Messungen wesentlich 

1 ) O. F6ppl, Schweiz. Bauzeitung, Bd. 86, Heft 23 vom 5. 12. 25. 

2) Proceedings of the Royal Society of London, Ser. A, Bd. 89, S. 528. 

3 ) O. Foppl, Z. d. V. D. L' 1926, Heft 39. 
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gestort worden sind. Sieht man von den 4 obcrsten Schwingung.sza!tlen ab cl- 
geiinge Abweichungen zwischen den einzelnen Knrven vorhanden. Dif Abwe'icli^*^" **''*?. 
zum Teil^ davon her, daB wir die Messungen auf vcrscliiodenen Dreli.schvvinpiin"fl'!. 

‘"""“"let 
lungeii 


Messungen auf vcrscliiodenen Drelischwintrun^r ‘ 7 ' 
mit verschiedenen MeBinstrumenten aufgenonimen liaben. Die Fehler <lcr oinzeh, 
warden deshalb nach verschiedenen Seiten liegen, so daB die MitUdwerlskurvc 
genaue absolute GroBenangaben enthiilt. Inzwisclien hat Herr l)ii)l-I„<r 
Laboratorium Versuche an der gleichen Maschine, die or zwischen ,00 n„'] -.Von c; 
m der Mmute regelbar machte, angestellt und noch woit gonauoros ZusanunonLlcn derr'“ 
aste bei den verschiedenen Schwingungszahlen erlialten. (Diss. Braunschweig 1927) 



Wir haben gesehen, daB man aus der statischen iMchknrv.. (. ^ r . 

liner T^. x-r . . I.icnkui\c (;? ;-<)) (he (lynamische 


DampW fan. Me Hysteiii "h, ’T" 

plastischen Verformunvsanteil her d h ^ b-ichung riihrt aber vora 

die Hysteresisschleife Null haben’ Wenr^einrH'^ i Verforniung wiirde 

Gesamtverformung y in einen elastischen A d kann die 

warden. Der Inhalt D der Hysteresisschleife P'*istischcn Anteil zcrglicdert 
j verhaltnisgleich cinersehs der lumnandcrungs- 

arbe.t-xr, andepse.ts dem plastischen Vcrformunseaulcil J'. Wir kr,„.,c„ also unter d» 
Vor.„sse.„„,, d,« die Vertaaag i„ der Haup.sache elas.isl erf„,„, sel.reii,™: 

D = i.t.r.^ 

2 * 

wobei mit X 


y c 


I 1 I 


" die verhaitaismaBige plaatiache Verformuog beaeicho.t ist. r isl cin Pro 
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portionalitatsfaktor, dessen Grofie vorerst unbekannt ist. Wir setzen nun den Inhalt D der 
Hysteresisschleife ins Verhaltnis zur Formanderungsarbeit und erhalten mit tjj = 2 Djx y 


^ “ X : ^ 

Der Wert von c liegt bei Stahl und Kupfer zwischen o,i8 und 0,23; die hoheren Werte 
gelten ftir die hoheren Verformungsgrade. Mit Hilfe des Wertes c kann man die Dampfung 
ohne Aufnahme einer Hysteresisschleife, allein aus der statischen Eichung ermitteln. 

Die im vorliegenden Bericht behandelten Drehschwingungsversuche wurden durch die 
Beihilfen der Helmholtz-Gesellschaft und des Vereins Deutscher Ingenieure wesentlich gefordert. 
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Eigenspannungen und Verfestigung beim Messin 

V o n G. M a s i n g , B e r 1 i n - S i c in c n s s t a d t ^ 

Auf Grund einer Reihe von Beobachtungen der Strcck- und StaucliLu-cn.. i 
SchluB gezogen warden, daB bei plastischen Beanspruchungen von kalt gmcH^ xr"-' 
der ZerreiBmaschine keine wirkliche Verfestigung stattfindet luul daB dit Ver!ch I 
Stauch- und Streckgrenze sich durch Veriinderungcn der Eigenspannungen erkkiref 
chien insbesondere, daB auch der BAUSCHiNGER-Effekt sich im Sinne von 'I'lpv 
We.e erldaren laB., Diese ErgebnUac lieBen ca .be Zalt T o/h™ 




Abb. I. ■ 

DehnungsHnie eines Kdrperelementes. 


r ^ « 3r — 

DBhnunff 

Abb. 2. 

Schema einer Dehnungslinie. 


nchema einer Dehnungslinie. 

und *1“ Hid";"""?'-’ "“«■■■■"“"« <ler S,„* 

die g«a„.e dae,„( a„5„ Jlf 



Stauchung 


Dehmg 



w ■ 

mit demselben ElastizitS^od^ Sl'^mit^ve«ch°"r'' Korperelementen 

die Dehnungslinie solch eines ElementPe • ^ Streckgrenzen besteht und daB sich 

iii H™ f , a ' ™ ' ='«<"" — nselat. 

verott. a. d. Siemens-Konzem 3, I (1923) s. 231. 
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Oberhalb der Streckgrenze e findet keine weitere Erhohung der Spannung statt. Wenn wir mit 
Hilfe dieses Ansatzes eine Dehnungslinie, Abb. 2, analysieren, so werden wir sagen konnen, 
dab oberhalb der Elastizitatsgrenze I der scheinbare Elastizitatsmodul, also die Ableitung der 
Spannung y nach der Dehnung ur, in jedem Punkte der Kurve unmittelbar den Bruchteil des 
Querschnitts a angeben wird, der noch nicht begonnen hat, plastisch zu fliefien. 

In Abb. 3 stellt die Kurve c b p e g die Ableitung der Dehnungslinie und damit die Werte 
von a in Abhangigkeit von der Dehnung dar. Diese Kurve lafit sich jedoch noch anders inter- 
pretieren. Da die Elastizitatsmoduli aller Korperelemente gleich sind, so konnen wir sie alle will- 
kiirlich gleich i setzen. Die Abszissen jr der Abb. 3 stellen dann unmittelbar die Elastizitatsgrenzen 
der einzelnen Korperelemente dar. Kurve cbpeg gibt die Verteilung der Elastizitatsgrenzen 
im Querschnitt an. Sie ist also die elastische Charakteristik des Stabes, die wir aus der 
Dehnungskurve gewonnen haben. Wir konnen annehmen, dafi dieselbe elastische CharaktensUk 
mit umgekehrten Vorzeichen im spannungsfreien Zustande auch fiir die Stauchgrenze gilt. 
Nach vollendetem Zugversuch stellt die Kurve dpqf'g die Verteilung der hierbei erzeugten 
Eigenspannungen dar, wobei der Anted der Bruch- und Zugspannung durch die Bedingung ge- 
geben ist, dab die Flachen d f f" e q und f f" g einander gleich sind. 

Der Korper sei nur mit Eigenspannungen behaftet, deren Verteilung durch die Kurve 
mn p dargestellt sei. Wir stellen uns die Aufgabe, mit Hilfe der elastischen Charakteristik 
die Dehnungskurve eines solchen Korpers zu berechnen. Bei der Dehnung nn' verschieben 
sich die Linien der Eigenspannungen parallel zu sich selbsf nach m' n' p'. Der Wert p' liegt 
jedoch oberhalb der Elastizitatsgrenze d des entsprechenden Korperelementes. Deshalb 1st 
jetzt bereits die Elastizitatsgrenze iiberschritten und die zur Dehnung m n' gehorige Spannung 
bestimmt sich durch die Flache mnpdqn'm’. Der scheinbare Elastizitatsmodul bei der Deh- 
nung nn' entspricht der Ordinate des Punktes q. Auf diese Weise erhalten wir die Kuive 
der scheinbaren Elastizitatsmoduli in Abhangigkeit von der Dehnung c p d f” r s, und aus dieser 
konnen wir durch Integration die Dehnungskurve berechnen. 

Analytisch findet man diese a — jr-Kurve folgendermaben: 

Die Spannungsverteilung mnp sei durch die Gleichung x = a = F{a) dargestellt; 
fiir m' n’ p' bekommen wir 

A' — x^ = F{a), ... ... ... ... ••• (i) 

wo x^ = nn^ ist. Der Punkt q liegt gleichzeitig auf beiden Kurven m' n' p' und c d e g, der 
^-Wert mub hier also auch der Gleichung a = /' (x), die wir nach jr aufgelbst als ^ = 9? (a) 
schreiben konnen, geniigen. Durch Substitution von x in (i) bekommen wir. 

= (p (^a) — F(d) ( 2 ) 

(2) ist die Gleichung der cptr s-K.mye (Abb. 3). 

In dieser Gleichung bedeutet die Dehnung des Stabes. Diese Dehnung ist aber nicht 
mit der Spannung, unter der die elastisch beanspruchten Teile stehen, identisch, da sie vorher 
nicht spannungsfrei waren. Die gestrichelte Kurve cptrs (Abb. 4) gibt deshalb auch nicht 
die Spannungsverteilung im Stabe an. 

Wir wollen noch zwei Sonderfalle einer vorgegebenen Spannungsverteilung betrachten. 

Der erste Fall betrifft die Dehnungskurve eines bis g (Abb. 3) vorgedehnten Stabes. Die Span- 
nungsverteilung ist in diesem Falle durch die Linie cdeg der Elastizitatsgrenzen gegeben. 
Die Spannung, unter der ein solcher Stab steht, ist nach dem oben Erorterten durch a = 
Flacheninhalt von cdqeg ^ co-of gegeben. Bei der Entspanung verschiebt sich die Span- 
nungslinie parallel nach links, bis der Punkt der Senkrechten f/" auf die Ordmatenachse 

333 


G. Masing, B erlin-Siemensstadt 


kommt. Samtiiche Teile, die oberhalb f" liegen, erhalten Druckspanruingen die unt 1 
liegenden verbleiben unter Zugspannungen. Wenn die Druckspannungen die Stancher^ 
betreifenden Teile ubei-schreiten, ist also die Simnnungsvertcilung (lurch die nach 
schobene Kurve d e /" g gegeben. Ihre Gleichung ist; ' ‘ ver- 


F («) = (fi («) — a 

Durch Einsetzen in (2) erhalt man: 


X. 


A'j = CT = konst 

d.^ h.^ die Dehnung erfolgt bis g rein elastisch, und dann fiingt der gauze Stab zu fliefim 
wie ]a auch eine bekannte Betrachtung an Hand der Dehnungskurven ergibt. 



Mit Gleichung (7) erhalten wir: 


X 


cp(a) 


X, 


■ —2 (a) -j_ o 

legen hat, » wW^dirsSuXrmae^^etatTd T, 8 '* 

da das die Voraussetzimo- fiir r tt^u 2 / -f. g liegen. Nun ist a immer groBer als I, 

Stauchgrenze beim nachfolgender S ^ EJastizitiitsgrenze ist. Folglich ist die 

kannteh Ueberkgungen fiber dea BausSglr.Eiirkr' '' 


K 


t^trderrr"" votu 

grenze ist: ^ ^ Gleichung thc.ser Kurve der Stanch- 


( 5 ) 


.at 


di 

bi 

a- 


d' 

h 

E 

k 

\ 

( 

a 
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Aus Gleichung (6) sieht man, dafi die a-jc-Kurve fiir die Stauchung sich sehr einfach 
IS der vorangegangenen Dehnungskurve ableiten laBt. 

War die Dehnung nur bis zu einem Punkte zwisclien d und g (Abb. 3) etwa bis f" 
irchgefuhrt worden, so wird der Verlauf der nachtraglich aufgenommenen Stauchkurve nur 
is zu einem Werte von a, der /" entspricht, durch Gleichung (ii) bestimmt. Bei geringeren 
Werten erhalt man der Gestalt nach das einfache Spiegelbild der Kurve f" g. 

Zur experimentellen Prvifung dieses Ergebnisses wurden Messingstabe nach verschie- 
;ner Vorbehandlung erst plastisch gedehnt und dann gestaucht. Die Schwierigkeiten bestehen 
ierbei einerseits in der Eliminierung der Verfestigung, anderseits aber hauptsachlich in der 
liminierung der von vornherein vorhandenen Eigenspannungen, die die Ergebnisse falschen 
onnen! Auf die Einzelheiten soil hier nicht eingegangen werden. Das Gesamtergebnis der 
'^ersuche war, dafi die gefundene Stauchkurve in der in Abb. 4 schematisch dargestellten Weise 
ausgezogene Linie) wenig, aber sehr charakteristisch von der berechneten (gestrichelte Linie) 
bweicht und zwar in dem Sinne, dafi der Bauschinger-Effekt im Gebiete h c starker ausgepragt 
5t als zu erwarten war. Der starkere Anstieg der Kurve gegenuber der berechneten im Gebiete c d 
5t auf eine Verfestigung zuruckzufiihren. 

Man mufi also schliefien, dafi das metallische Material durch die plastische Bean- 
pruchung in einer Richtung einer plastischen Beanspruchung in der entgegengesetzten Richtung 
■egeniiber starker geschwacht wird, als auf Grund von Eigenspannungen berechnet werden 
:ann. Ueber die Natur und Ursache dieses spezifischen Schwachungseffektes lafit sich zur Zeit 
LOch nichts sagen, und weitere Versuche miissen auch zeigen, ob und wie er bei anderen Metallen 
uftritt. . 

Es folgte ein Vortrag von Fillunger, Wien, «Ueber die Knickung von Staben mit 
;chneidenlagerung». (Siehe Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik, 1926.) 


Versudie liber die Fliebgrenze des Ei 

Von A. N a cl a i , G 5 1 1: i n g e a 
(Hiezu Tafel XIV) 


sens 


1 . Mein Mitarbeiter, Herr W. Lode, hat in tlcn letzten Jahren hVsiitrkeitsv 
weichem Eisen und mit einigen andern Metallen geinacht, iiber dercn Ertrc-hnissf' 
kurz berichtet werden solM). ’ ^ 

a) Emfluji der mittleren Hauptspannung auf die I'lieflgri'ii::e Nach den A 
von O Mohr soil die mittlere der Hauptspannungen a, (a, a. - a,) auf clenT " 

ernes bildsanaen Zustandes in den technischen Metallen keinen merklichen itinfluB habl”'! 
le gr<^te Hauptspannungsdifferenz Oj — Og nur cine Funktion des mittleren Ib-uckes (a -L v 
sem. Fur die Giiltigkeit dieser Annahme sprechen die Versuchc von J. Guest. Wir ben 
nn folgenden zur Kennzeichnung lies Verluiltnisses der mittleren 
spannung m den beiden andern cine Zalil ^ 1 -’! 





Abb. 1 


~ 52 — (Ol -h CT3)/2 _ 2 . q .2 — g jl 
(gj CTa)/2 ^ a, — a,, 


I. 


Sie definiert das Verhaltnis der Strccken BM nnil .-IM im Dianramm tAhh r'l h 
M oHRschen Kreise. In diinnwandigen Mctallrohren, die durch cine a.xiale Zugkraft und durf 
einen inneren Flussigkeitsdruck angespannt wurden, konnten die S])anmmgszustande n =-i 

nIerP! (Innendruck allein) und = i (1 .mend ruck und axiakr Zud 

nach Beheben erzeugt werden. Die Versuchc lassen sich i,i einem Diagra.nm iZl f 

Versuchen ~1 Z'^gversuches a. bedeuten. Da i.i den Loii.schen 

Versuchen Gg stets nahezu gleich Null oder gleich Null war, ist dieses Verhiiltnis trleich n V 

A^Ilime eLr^ird^r'piIsrv-r^^^”^^ sogenannten «Sclutbspanmmg.stheorie» mit der' 
rechte Xrade T - u.iveranderlichen grilBten .Schubspamnmg die wage- 

bemerkbar machlnde Verfestigrar'd^' MetaV-'^"^^ audaue.-mler Delunmg sich storen .1 

gleichune beim Vero-l,v.vi r \r ^ iH-sondere Art der Au> 

maBiten^FI.VB, t-Ti^ '^i'* cliniinicri. Mil Alisn.ilinu' .Ut ^•■iUc uoglei* 

energie ' Uastiaitiitsb>:di„g„„g u„vcTii„.l..rliclu.„ i;..sli,lt5mlcr».p- 

^ (Gj - -f __ 

scheint in den Mitt. fl. Forschunfi-sarhJtPn’ rP^ ausfahrlichc Vensuehshericht von W. Lode «• 

Literatur darf auf denselben ver^iesen werden ’ ~ Bez%lieh weiterer Einzelheiten und der 

Math, und Mechanik, Mechanics., Delft, 1925, 312, sowie Z. f. ang. 

Gdttinger Nachr. 1913, S. 582. 
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CTz 1^3 “f" 

aus. Das Maximum dieser Kurve liegt bei jll 1= o und ist gleich 2 / 1^3 = 1,156. Die Versuchs- 
punkte folgten dieser Kurve im Mittel bis auf 2 — 3 % Abweichung. 

b ) Wiederholung gleichsinniger Beanspruchung ergibt in der Formanderungskurve 
(Abb. 2) einen knickartigen (ABC), Wechsel der Beanspruchungsart (oder auch der Richtung 
der Hauptspannungen) einen gerundeten Uebergang (DEF) zu den neuen bildsamen Form- 
anderungen. Die sogenannte Proportionalitatsgrenze scheint deshalb keine einem gegebenen 
metallischen Werkstoff eigentiimliche Grenzspannung zu sein. 

cj Im Hinblick auf die verschiedenen Formen des Ueberganges aus einem elastischen 
in einen bildsamen Zustand wird man vielleicht unterscheiden i. den unvollkommenen (Kurven- 
stiick DEF Abb. 2), 2. den voll ausgebildeten bildsamen Zustand (Kurvenstuck FG), 3. die 
Ueberfestigung (Uebergang mit Spitze OHI). 



Abb. 2 Abb. 3 


d) Die Gestaltdnderungsregel. Die folgenden Feststellungen beziehen sich nur auf einen 
voll ausgebildeten plastischen Zustand, die Hauptdehnungen mogen nur durch ihn ent- 

standen sein. Die meist kleine elastische und bleibende Volumanderung und die Abhangigkeit 
der Fliefispannungen von den Dehnungsgeschwindigkeiten werden vernachlassigt: 

1. das Volumen bleibt konstant -f- ^2 “t“ % — ^ 

2, die Hauptdehnungsrichtungen miissen mit den Hauptspannungsrichtungen zusammen- 

fallen. 

Mit Benutzung einer analog zur GroBe eingefuhrten Gr 5 Be v, die die mittlere Dehnung 
bestimmt, wurde aus den Versuchen die Beziehung 



als wahrscheinlich geltend ermittelt. Die Versuche wurden in der Weise ausgefiihrt, dafi zwei 
der Flauptdehnungen aus der gemessenen Verlangerung und der Querausdehnung der Rohre 
berechnet wurden, die dritte Hauptdehnung ergab sich aus der Bedingung i. 



2. Spannungsverteilung in tordierten Eisenstaben. Entstehung der FlieBfiguren 

Das schichtenweise FlieBen des weichen Eisens bildet eine eigentiimliche Begleit- 
erscheinung des Ueberganges in den plastischen Zus-tand, die noch nicht hinreichend aufgeklart 
ist. Mein Mitarbeiter, Herr W. Bader, hat die Ausbreitung der FlieBschichten in tordierten 
Eisenstaben genauer untersucht. Wie der Verfasser gezeigt hat, laBt sich die Spannungsver- 
teilung in tordierten Staben nach einer teilweisen Ueberschreitung der FlieBgrenze mit Hilfe 
einer liber der Querschnittsfigur errichteten Boschungsfiache vorausbestimmen 4 ). Die Losung 
der Torsionsaufgabe in den elastischen Gebieten des Querschnittes verlangt die Konstruktion 
einer diinnen Haut, die man sich ahnlich der Seifenhaut im PRANDTLschen Membrangleichnis 

Vergl. Z. f. ang. Math. u. Mech. 1923 und Prandtl, ^panniingsverteilung in plastischen Korpem. 
Proc. of the first Int. Congr. for Applied Mechanics. Delft. 1924, S. 43. 
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der elastischen Torsion am Rande des Quersclmittcs angehoftet uml .l„rcl, •; . o • 
belastet zu denken hat. Der Unterschied ist nur, dafl die J laiit jetzf: auch luK-h 
flache aich aniege,. muB. Herr E. TagppTZ •) hat i„ atvri |t.aH„i lltckr r 
formiges Loch) die Grenren der plaatiachen Gcbirtc slrcg crn.itu. I ‘‘"“- 

»ertaufg.bc handell ea sich .larttm, ci„c ^ '‘‘'f™ Rm(- 

l.mgeii and kresformigen Begrenamg ,lcs Gel)irtcs dor Ilalh.t,™,- f \|,ir V *' 
fur 3) = ± oogleich — werden, sich in einein genvissen (hTief M . ' '’^“‘'®<^>wi„de„, 

Teil des Querschnittes) beriihrend an den Kreiskegel ' deformierten 


I 


( a ~ r ) 

anschmiegen und schliefilich in der Halbebene auBcrhalb des niastisd.en T i ' 

gle.cht.ng A 4 , = 0 ^nntigen. Die K„.,a,„,„e r regdlicd die kdlhGt ;,.n iMtailL^r* 

«r , = ^ die Sc,...ha„a,„...,.g r . ( c - tried, gi,„ aie ih.-c, Wer, in de„ 


Interesse, welche Gestalt das FlicBgebict •imiimint c^V besouderem 

Wert der FlieBgrenze x = /, niihert ' ‘ ‘ ^ = r -sich dem 

ist durcr^TlTung .lie angeregt 

liche Breite habe. Macht man in der Tat dRs A "i ^ '"^‘”.llicl.cn eine end- 

schatzen und zu zeigen, dafi die Grenzbedin^^^^^^^^^ 

Lochrande - erfiillt werden konnen. Langs dieser'''"’^T'‘"r' ™ 

groBe X geratlen Grenzen .-y = + ^ rnufl fur 


4> = ^ a ( I 


k (a — 


^1: . 

_ /A \ 

~ Jxj 

... 

(2) 

olarkoordin3.tcn ^ injl 

(U‘in 

Tol Oj 

(Abb. ; 

i) 

2 a \ 

^ cm a 





71 ) 

2 p 

p cm 

'a 



(3) 

k a - 

\ . 

1 wie ver 

langt 

wurde, 

fiir y - 

TC 

= t>o, a =: — 


tentialfunktion L ' i i u ^ ^ -tintfernung vorn Loch 4^ o, womit die ]\ 

lentiaitunktion (j) jedenfalls die verlan^tfr. i ,■ 

riicksichtigenden erfiilJt. Die gesuchte F™k«r .."cl. au b 

den Kegel 4 , = i (a_r) beriile! at,. ” "nd. I5..ga der Genulen v = 


f 


un ist aus (3) 
2 Jka . 


worans fur , = I, ^ ^ ^ ^ ^ 


^ la- / f.* \ 

a +^“"“( 7 ? -I p). 


= 2 ia 2 ia 

— — pda 

grenze, Z. f. ang. Ma/ u. teilweiser Ueberschreitung der Fliess- 


n - 
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Anderseits ist auf der Grenze y = b auf dem Kegel !|) = k (a — r) 


d 4 * 

d 7 


d 

dj' 



Beide Ausdriicke fiir 


d 4 ) 
d f 


stimmen tiberein, wenn 
b =: 2 aj%. ... 



In einem auf reinen Schub beanspruchten Staff, der unter einer unverdnderlichen Span- 
nung flieft, entwickelt sich an einer kleinen zylindrischen Bohrung vom Durchmesser d eine 
dunne plastische Schicht, die, wenn die Schubspannung in grower Entfernung vom Loch den 
Wert der Fliefgrenze erreicht, bis in das Unendliche reicht und die Breite sd : n hat. 

Wenn diese Folgerungen aus unseren Annahmen richtig sind, muB ferner erwaitet 
werden, daB man die FlieBschichten nicht nur im weichen Eisen, sondern auch in andern plasti- 
schen Metallen erzeugen kann, sofern diese unter einem unveranderlichen Werte der Spannung 
zu flieBen beginnen. Ein weich ausgegliihtes Kupfer wiirde diese Bedingung nicht erfullen, 
denn in ihm entwickeln sich die bildsamen For mander ungen unter kleinen Spannungen nur 
unter gleichzeitigem starken Kraftanstieg. Wird jedoch das Kupfer vor dem Versuche erst 
einer starken Kaltverformung unterworfen, so kann der neuerliche Uebergang in einen plasti- 
schen Zustand mit einem starken Knick in der Spannungskurve erfolgen und es lassen sich in 
der Tat ahnliche Erscheinungen, wie die eben besprochene, in ihm nachweisen. Aus einem 
Kupferstiick, das urn 23 %, seiner urspriinglichen Hohe gestaucht wurde, wurde ein Korper 
fiir einen Druckversuch herausgearbeitet und mit einer kleinen Bohrung senkrecht zur Druck- 
richtung versehen. Nach seiner neuerlichen Druckbelastung ergaben sich die im Lichtbilde 
Abb. 4 (Tafel XIV) wiedergegebenen kraftigen FlieBstreifen. 

Einige weitere Folgerungen aus den auf Grund der obenstehenden Betrachtungen zu 
erwartenden Zeichnungen fiir die Fliefiiiguren in starker tordierten Eisenstaben haben sich 
ebenfalls gut bestatigt. So konnten an den von W. Bader geatzten Stabquerschnitten die 
elastischen Gebiete als schmale Streifen wiedergefunden werden und ihre Linien entsprachen 
auch in maBstablicher Beziehung in einer groBeren Zahl von Aetzungen verschiedener Quer- 
schnittsprofile der Lage der Dachkanten der Boschungsfiache. Einige Beispiele sind in den 
Abb. 5 — 10 (Tafel XIV) zu sehen®). 


Zur Theorie der Nachspannungen 

aj Der lineare Ansatz. Ein erster Ansatz zur Berechnung der Eigenspannungen, die in 
einem Korper nach einer bildsamen Formanderung zuriickbleiben, wenn man den FlieBvorgang 
durch Entlastung unterbricht, kniipft an folgende Bemerkung an. Nach einer plastischen Form- 
anderung und darauffolgender Entlastung verhalt sich ein Metallstiick unter kleinen Span- 
nungen in erster Naherung wie ein elastischer Korper. Man erhalt ein einigermaBen zutref- 
fendes Bild der in ihm zuriickgebliebenen Nachspannungen, wenn man von den Spannungen 
ax*, a* . bei denen der FlieBvorgang unterbrochen wurde, einen ideellen Spannungszustand 
mit rein elastischen Formanderungen abzieht. Dieser letztere ist so zu bestimmen, daB an den 
Korperbegrenzungen die durch die Entlastung vorgeschriebenen Werte der resultierenden Krafte 
und Momente (Auflagerreaktionen) entstehen. Bei; vollkommener Entlastung miissen diese 
Krafte und Momente in den Randquerschnitten oder Korperbegrenzungen verschwinden. Diese 

®) BezUglich weiterer Einzelheiten sei auf einen unter Drack befindlichen Bericht in der Z. d. 
V. d. I, Berlin verwiesen. 


339 


XN A u A 1 


, VJ X X JL JN 




emfachste Theone der Eigenspannungen t) setzt also voraus dail <lor 1 ? 
wesenthch dutch das Hookesche Gesetz bcherrscht wire! In cinenu S - ' 

gramm mussen die Kurven der Entlastung gerade Liniea scin. ^ *’‘‘"““"8^«-Dehnung5dia. 

Pormdnderungsgesets fur die Eni WmiTi t • 

dunnwandige Metallrohre dutch zwei Kraftepaare urn ihre Idn-saclis r\ 

"^^.f^enze vetdreht, entlastet und dann in det entgegengetMm P 

erhalt man bekanntlich eine Kurve der «;ehI 1 Kc^ ^ ^ Eichfimg wieder vetdreht 

1 st fur verschiedene Verformungsgrade jedoch verschiode "^“‘lastungskurven PQ 

Theorie der Naehspa„„„„,e.. »?„besse“ '™«tae e«. 

Entlastungsvorgang ein Spannungsdehnungsgesetz einfuhren ' ^ ffir den 

Spannungskomponenten herausgegriffene in Abb i r R ■ ‘ der 

tellen Erfahrungen ist es noch nicht moglich fiir alltr. ^’er experimen- 

satze anzugeben. ^ ’ a-Jlgemeine Spannungszustande giiltige An- 

gegeben werdem w!rn!‘hmen''In' daB auTvl Nachspannungen an- 
Rohren) i. das Formanderungsgesetz des Stoffes mit diinnwandigen 

y spez. Schiebung) und .. die oLa It der e! 1 ! , ' ^ ^ (- Schubspannul 

Verformungsgrade ermittelt hat Abb --WedeT; 

Nachspannungen in einem Rundstab Wird^ei^Ri TTf Bestimmung der 

kanntlich das Bild der Verteilung der Schubsna ^ vetdreht, so crhalt man be- 

affine Verkiirzung der Formanderungskurve ^ = / (0 dutch eine 

-uB ai, Randschubspannung der Wert von r^us der K " 
fur den die spez. Schiebung gleich , = ^ 7' " " 

Verdrehungswinkel des Rundstabes fhr t cm L nge TeTstLl " 






T 1 A Abb. 14 

J-n dem Augenblick, in dem der 'RiiVft 
nungen, die spez. Schiebung und der v7reh7nerw-’'r7^" 
lb -7’ ^"Bastet so dreht er ' 1 

Schiebung langs eines Kreises mit dem Halbrue '' ^ Die sl- 
um , = r ^ wenn nun die GestaE defEn alt ' Wert J 

grade^graphisch gegeben ist, so kann an den betreffenf ^^''^'^biedene Verformun, 

Schubspannung t, angegeben werden, urn die der Stab"''- f " "" Kreisquerschnitt auch i 
den zugehorigen Kurven F'Q' ’kJI J entlastet hat. Ihr Wert kann s 

SrT r -'• z::“: 

! — e^ormungsgrade die Entlastungskurven (aurv ^ 7 ^7 ^ 

^•f-Ph.sik, Bd.30, S. :3,, ^ Hiei-auf xeichn 
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A. NAdai, G ottingen - 

wir alle Entlastungskurven mit einem gemeinsamen Anfangspunkt in einer Hilfsfigur Abb^ 14 
zusammen. Wir teilen die Strecke AB = 7^ in ebensoviel gleiche Abschnitte. Unter de 
punkten konnen hierauf die Schubspannungen x, abgegriffen werden, um die sich x an en 
betreffenden Stellen entlastet. Die Nachspannungen in den zugehongen Querschni sp 
f = ajn, 2ajn, ... a sind 

= X* — X. 

Man kann di.selb. Konstruktion aur Ermitttang der Eigenspannungen 
Entlastungsgrade wiederholen und eihiilt auf dies. Weise das TOUstand.ge B.ld 4**- 
rpaln^n des v„dr.h.e„ Rundstabes. Soil der Sbsb a„f ei^a Drehmonrenr N„. en.Us.e. 
werden, so muB unter den Kurven t, die ermittelt werden, fur die das Moment der r, 

Kreismittelpunkt verschwindet. . i.r 

Es sei angemerkt, daB man die Betrachtung noch auf den Fall erganzen konnte, daB 
mit der vorangegangenen starken bildsamen Verdrehung in den einzelnen Stabelementen auch 
le Volumanderung verbunden ware. Fiir eine seiche sprechen gewisse Beobachtungen z. B. 

aerl“ru„g der Onge SUrk verdrebter Stdbe. In diesem Falle 

das eben ermittelte Spannungsfeld ein achsensymmetnscher Spannung^szus an . tJeben 

dann nach seiner Entlastung innen senkrecht aur Stabaehse durch em System von Neben- 

spannungen beansprucht sein. 
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crgeDnisse neuer Vcrsudi 
ie Drudcverteilung im Bai 

Von F. Kogicr, FreiherL^ /S k . .. ... 
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F. KGglee, Freiberg (Sachsen) 


ist i>,„ in 10 cm Tiefe als 220 % von p, gemessen. Diese Ergebnisse smd auch aus den alteren 

Versuchen bekannti), aber bisher wenig beachtet. _ 

III. Aus der Tatsache, daB der Mittendruck mit der Tiefe abnimmt, darf man ruck- 
warts folgern, daB er nach oben bin wachst, daB er also unmittelbar unter der Sohle der Be- 

no., grower ..in wind al. aoo % im Beispiel der Abb. . ; .. 

Druckverteilung, wie in Abb. 2 iiber der Sohlflache gezeichnet; sie 1st auch durch 

Messungen bestatigt. . . 

Hiernach steht fest, daB unter der Sohle eines kleinen, starren Belastungskorpers kemes- 

wegs eine gleichma^ige Verteilung des Bodendruckes herrscht, sondern daB der Mittendruck 
etwa das 2,5 fache von p^ = QjF ausmacht. 

IV. Die Isobar en der Druckverteilung ergeben ein Bild gemaB Abb. 2. Die Werte unter- 
halb einer Tiefe von 60 cm sind allerdings nach den Formeln von Strohschneider bezw. in 
groBerer Tiefe nach Boussinesq berechnet, die bekanntlich fiir groBere Tiefen genugen 

Werte liefern. • t ■ 1., 

Die Darstellung der Isobaren findet sich an verschiedenen Stellen der Literatur, aber 

mehrfach recht ungenau, z. T.‘ unrichtig. Auch aus den Isobaren ergibt sich ganz zwanglos 

das Druckverteilungsbild unter der Sohle des Lastkorpers. 

V. Die lotrechten Komponenten des Druckes an irgend einer S telle der Schuttung haben 
sich proportional der aufgebrachten Belastung ergeben, sofern diese nicht so groB 1st, daB sie 
Gleitungen im Sande verursacht. 

VI. Die GrenzMche der Druckverteilung verlauft im Meridianschnitt so, wie es Abb. r 
und 2 zeigen. Am Rand des Belastungskorpers hat sie eine Neigung von etwa 35 ® bis 40 
gegen die Lotrechte und wird mit zunehmender Tiefe immer flacher. In einer bestimmten 
(Grenz-) Tiefe scheint die Meridiankurve sich asymptotisch einer wagrechten Geraden zu 
nahern. Die Grenzwinkel sind fiir die bisherigen Belastungen unabhangig von der Belastung p^ 

und unabhangig von der GroBe der Belastungsflache gefunden worden. ^ 

Dieses Ergebnis geht auch aus den alteren Versuchen von Kick und Steiner und von 
Goldbeck^) hervor; es ist von Strohschneider vermutungsweise ausgesprochen worden. 

Auch in die Schar der Isobaren paBt sich diese Grenzkurve sehr gut ein, wahrend eine 
gerade Grenzkurve augenscheinlich zu Widerspriichen fiihren wiirde. 

Die Erklarung fiir diese eigenartige Form der Grenzkurve liegt nahe: Denkt man sich 
die Schiittung als einen Kugelhaufen von dichtester Lagerung ohne jeglicheunnere Reibung, 
so kann eine Kugel den Druck, den sie von oben her infolge einer ortlichen Belastung er a 
immer nur auf die drei unter ihr liegenden iibertragen (von denen im Schnitt der Abb. 3_n 
zwei erscheinen). Die Grenzlinie der Druckubertragung ware also eine Gerade (schraffaerte 

1) Kick und Steiner: Hdb. d. Ing.-Wissensch., i. Aufl., II. Bd., II. Abtlg. (Fahrbahn eisemer 

d. k. ». k. Akadmie d. Wissenach. in Wien, Math. Natnrwi... Klas.e ; 

’ ain. SocL'cEdS'.- PE»»SVhva»,BA: Eng. Record .914, ™. S. 608 (30. Re- 

cord I,.! Vol. 7., S.330 (.3.Mita). Berichtdadlbe,: Org. f. Forttchr. d. E^enbw. 19.5, S. 33 n 376 
und Beton und Eisen 1916, S. 204. 

Enger: Eng. Record 1916, S. 106. Railway Age S 641 ff. 

Goldbeck: Proceedings, Am. Soc. Test. Mat. • -n— rnoA Hpft6 lozs Hefts 

Ber. d. Am. Found. Comm. : Proceedings, Am. Soc. Civ. Eng., Pap. ^Disc. 1920, Heft 6 . -1925, H 5 - 

Ber. d. Am. Track Comm.: Proceedings, Am. Soc. Civ. Eng., Pap. a. Disc. 1920, Heft . 

21 Hdb. d. Ing.-Wissensch. a. a. 0 . tt c -a. 

Proceedings Americ. Soc. Testing Materials 1917, Tell II, Seite 650. 
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F. Kogler, Freibe rg (Sachsen) 

Kugeln gegen nichtschraffierte) . Da nun in def Schiittung infolge des Eigengewichts (und 
infolge des Druckes der ortlichen Last) auch wagrechte Spannungen herrschen, so bewirken 
diese, wenn zwischen den Kugeln Reibung vorhanden ist, dafi aus den schraffierten Kugeln 
nach rechts bin lotrechte Krafte iibergehen, die sich um so weitei' ausdehnen, je groBer der 
wagrechte Druck in der Schiittung mit zunehniender Tiefe wird. 

Damit erklart sich auch die zunachst auffallige Erscheinung, daB die Grenzkurve sirh 
der Wagrechten nahert: ’ 

Die Schiittung verhalt sich mehr und mehr ahnlich wie ein fester K6r|X‘r, wenn die 
Spannungen aus der ortlichen Belastung nicht zu groB sind. 

Die Ergebnisse iiber die Gestalt der Grenzkurve und iiber die Grenztiefe bediirfen 
noch mehrfacher Nachpriifung, da die MeBschwierigkeiten sehr groB sind •'’). 

B. Druckverteilung unter gro^ern LastHachen. 


Den EinfluB der GroBe der Belastungsflache auf die Art der Druckverteilung zeigt die 
Abb. 4. Die Versuche Goldbecks (linker Teil) geben die Druckverteilung in 1,37 m Tiefe 





Belastungskbrpern von 340 cm^ bis 7700 cm^, wobei imrner 

f" r aufwies. Man sieht deutlich, wie durcli die breitere 

stIttZdl Ob vergroBert, also eine Zusammendriingung der Spannungen 

Sene^Ltlh ^/-kverteilungsbreite mit der Lastfliiche zunimmt. Auch die 

Prozentzahlen entsn h’ ^ ergeben genau dasselbe, nur natiirlich mit lioheren 

i^rozentzahlen entsprechend der genngeren Tiefe von 60 cm 

in Dtuckvertdlungsknrve bd schr RroBcn FKch.n 

Abb. O Die bddm Grmrfiille sind (verel. 

«Glockenform> narh^bh^ e astungsflache, in einer gewissen Tiefn Druckverteilung in 

dS in kSTier a n ? “ ''d* dch erstreckende Belastung g., 

Snge geb» S n“ -f” “ “ nun Ueber- 

m SdiSseto^ der Belastungsflacbe 
m bchussel form zu vermuten sein, wie sie Abb. sb zeigt. 

sden u die die Spannungsberecb.ungen in Schattnnge. bebaadeln, 

'■ fboTw V, ™'«‘' “d> ropFLi Vorl. 0. tech. M«ihanik 

2 . Strohschneider, a. a. 0., Seite 304/06. 

S £ d- M. Bandienst .„8, S. 594 «. 46.. Baton u. Eisen. 191,, 





Sie gilt fiir eine im Vergleich zur Ausdehnung der Flache geringe Tiefe; in groBerer 
Tiefe geht das Bild der Spannungsverteilung mehr und mehr in die Glockenform der 
Abb. 5a liber. 

Auch die Rechnung mittels Superposition fiihrt zu der Schiisselform ; die Messungen 
scheinen dies zu bestiitigen (Abb. 6c). 


C. Steifigkeit der Lastplatte. 


Von erheblichem EinfluB auf die Spannungsverteilung ist die Steifigkeit der Platte bezw. 
des Korpers, der die drtliche Last in den Sand iibertragt. Die Abb. 6 und 7 geben den 



Vergleich zwischen drei sehr verschieden steifen Flatten bei der Messung der Driicke in 40 cm 
und in 10 cm Tiefe. Fiir eine vollkommen starre Platte ist es natiirlich gleichgiiltig, ob man 
die Last P in der Mitte oder nahe am Rand ringsherum verteilt anbringt; die Messungen 


bestatigen das. 

Dagegen ist eine biegsame Platte auBerst empfindlich und erzeugt eine Druckverteilung, 
die die Art der Belastung sehr genau wiederspiegelt (Abb. 8, Randbelastung) . In gleicher 
Weise haben die Amerikaner fiir die Spannungen unter Eisenbahnschwellen eine den ge- 
wahlten drei Lastpunkten genau entsprechende Verteilung gefunden. Interessant ist in Abb. 8 
das Ergebnis, daB das Maximum des Druckes nicht unter der Last Q liegt, sondern mehr nach 
der Mitte zu sich auspragt. 

D. Einftuj^ der Eigenschaffen der ScMttung auf die Druckverteilung: 

Die amerikanischen Versuche zeigen, daB auch andere Bodenarten gmndsatzlich die 
gleiche Druckverteilung ergeben wie reiner Sand. Jedoch verteilt sich z. B. in cinem Boden 
aus 10 Teilen Sand, 5 Teilen Lehm und 85 Teilen Ton in geringer Tiefe der Druck etwas mehr 
nach der Breite hin als im Sand. Hierin diirfte schon die Kohasion des tonigen Bodens zum 
Ausdruck kommen. 

DaB die Art der Herstellung einer Sandschiittung eine groBe Rolle spielt, ist selbstver- 
standlich. Man vergleiche in Abb. 9 die Ergebnisse Goldbecks und die unsrigen: die Kurve A 
ist steiler, bei B geht die Druckverteilung etwas mehr in die Breite. Zu den Versucheii A 1st 
die Schiittung aus feuchtem Sand gestampft worden, wahrend die Versuche B nur irn ge- 
schiitteten Sand vorgenommen sind. Bei dem festen Sand findet nur eine geringere Zusammen- 
driickung statt, so daB anscheinend auch die Moglichkeit der Druckubertragung nach der 
Seite hin durch Reibung, die ja stets eine gewisse Bewegung voraussetzt, geringer ist als bei 
einem Sande, der eine groBere Verdichtung erfahren kann. 

■ 4 ) a. a. O. ■ , , 
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per Uperschiecl zwischen den Ergebnissen Goklbecks und den unscrn lieet ^ • 
begnmdet, daB ersterer die MeBdosen auf einer starren Unterlage aufsetzte ihr t 
unseren immer mindestens 20 cm Sandschicht vorhanden war. 
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selben Schiittung zu groBe Druckanzf^^l Vcr^p-ulung einer und der- 

weit mehr als die aufgebrachte Last ergeben; ^ ‘ ^ ^ 


wiederholtes Einsinken dTr^lsrau^^defs^mf f>ek<-mntlich ein pldfzliches und 
erscheinungen. In diesem Falle nehmen nach I Eelastungsflache herum zcigt Auftriebs- 

st^rker zu. als die mehr nach dem Rand bin 

E, Einsenkung. 

sun, ™.ch.n P„s. 

Eaupraxis au,esch„it,e„.n W.is d„S L L 7 T r n«'”fuisaa fa 

Bdaatunren „nd Fliich „ b “ 4 tJ nl ““f -tikh. 

suchen ni, einiger , >n.er.fcamsd,™ Foradu-r ■) l.ab,.,. a„. ih.„ Ver. 

»“ PlUche, beaw. Li kreisfolkeLustLr”' Omim- 

messer proportional ist. Dieses Er^ebni. r ^ ^ <l«adrati.scher (<'laclio, ihrcm Durch- 

D« Tangente des SrnefXTiaLrdl ”n ''“■‘™'«--''»u.,g ubcrein: 

Tiefen sei gleichmaBig verteilt der «EIa<;r' >••+ ^ verteilung sei a, der Druck ftir alle 

nonunen; dann „kd dL '«>ns.a„. ange- 

is, ei„„ Last vo„ Haib^assL s. unf “rr“' stbLZut 

z.E = p^ 

Wird t sehr groB gegen 


“j™ OCt 

^0? ist genau genug 
E - a =/q.>„ 


s. ®«">*»»“>>adk a„t b„d„phpiM,ch„ Gmndlaga, Ldpaig .535, 34. Absch 

AeL^“S:iS 3 L® 2 S,,.?LvS?.I °3 =s IL"' "'“ 5 - 

Bastian, Das elastische Verhalten d^r n 
Diss. 1906. Mflnchen ^ 

Stokkek, ErzieW glSJ FunS 7 ^'^ L^‘«^"toa>^sgaben. 

EinheitsdrucSr L Wahl des kleinerer 

Braunschwdg ^ E^damentflache. Diss. 1919 
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Metallerosion durdi Wasser und Dampf 

Von E. Honegger, Zurich 
(Hiezu Tafeln XV und XVI) 

Die Metallerosion durch Fliissigkeiten ist wohl zuerst an Schiffsschrauben und Wasser- 
turbinen beobachtet worden; erst in neuerer Zeit trat sie infolge der stark gesteigerten Umfangs- 
geschwindigkeiten auch in Dampfturbinen gelegentlich auf. 

Verschiedene friihere Berichte befassen sich mit der Frage, ob die Erosion eine rein 
mechanische Erscheinung sei, oder ob sie als eine Koinbination von mechanischer Auswaschung 
mit chemischer Auflosung zu betrachten sei. Wohl die meisten Beobachter kamen dabei zum 
SchluB, daB, wenn die Erosion nicht als rein mechanische Erscheinung aufgefaBt werden konne, 
sicher doch die mechanische Wirkung dabei weitaus schwerwiegender als die chemische sei. So 
soil die Metallzerstorung bei Schiffsschrauben vor allem unter der «Hammerwirkung» des 
Wassers vor sich gehen: die an der Oberflache der Schraube in der Fliissigkeit entstehenden 
Wirbelraume, Hohlraume sollen dann und wann einstiirzen, wobei das Wasser mit betracht- 
licher Geschwindigkeit gegen das Metall schlage. 

Die Frage, wie weit chemische Einfliisse die Erosion unterstiitzen, soil hier nicht weiter 
erortert werden; diese Studie soil sich darauf beschranken, den Zusammenhang verschiedener 
mechanischer Umstande, unter denen die Erosion entsteht, mit der erzeugten Wirkung auf ex- 
perimentellem Wege klar zu stellen, ohne sich mit den feinsten Einzelheiten der Erscheinungen 
naher zu befassen. 








Abb. I. 

Versuchsanordnung. 


Abb. 2. 

Dampfexpansion der verschiedenen Versuche im Entropie-Warmeinhalt-Diagramm 






Abb. I zeigt die gewahlte Anordnung der Versuche: Dcr Dampf extirndb^ri , 
Druck auf Vak^um „„cl pr.ll. mit gro8« Geschwmdigkoit gegc, „ic 
Danpfverhdtoss. vor „„cl „ach dcr Duse u„d die auf.re.e.uleu Geschviadigkciter, , 
Tabelle , ausammengestellt und in Abb. a verauscbaulicbt. Eei .Ion scl,iirfste„J;„: , ,;^ 



Tabelle i. 



na* dieser Priiiungsdauer eri: AnCTon Wst^r Abb TT^el' XVr'""; 7“ ' 

auf; dif vom Lljpf!t?aW fetrofou'nTt'll “ Materialiet, Isoinerlei Erosionen 

rauhung der beidenTr L T" -'-‘rniichliche Auf- 

steigerung erzeugte d^n s^o^merJlrr rn...chwindigkeits- 

such Nr. 5 beobachteten Ern^' ^nfitssungen; immerhm bliolieu aucli die nach Ver- 

zuriick. q'^^ntitativ weseutlich hinter <lcnen von Vcm..ucI, Nr. 6 

1080 auf 1120 m/s, der ein^;^ % W Zunlhm”?^ ^eigerung der Dampfgeschwindigkcit von 
eine Vervielfachung der Erosion zur Edge hatte Dampfes parallel ging, 

rung der Geschwindigkeit noch betrneb f.B t, ® ^^^^ere VergroBe- 

rufen. - Es sei daran erinner^daTat Fortschreiten der Anfressungen hervor- 

noch sehr groB waren, jedenfalls die in der DamnfT T- Geschwindigkeiten immer 

geschwindigkeit von Wassertropfen weit iibertrafen'^'' ®'’'^a>‘tenden Werte der Aufprall- 

In Abb. 4 (Tafel XVV si 1 * a 

ganze Profilstiicke, zum Teil mit einf)-plnt*.+”^^c- ^ unterworfene 
der Widerstandsfahigkeit durch die Li^pT Pt Eine Beeintrachtigung 

Materials konnte nicht beobachtet wLen W-°h auftretende Erhitzung des 

bestehenden Bindedrahte durch den Damnf^^ mit einem Kupfermantel 

den Dampfstrahl direkt abgeschnitten worden 
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Material 


TABELLE 2. 

Chemische Zusammensetzung 


Bezeichnung 


Vn rostsicherer Chrom- 


V4 Stainless Steel 


Thermische 

Behandlung 


Cu Zn Ni Mn Fe Cr Si 


P Pb C 


Vj Spezial- Nickel Stahl 
X2 j) )) 

V5 Spezial - Chrom- 
Nickelstahl . 

U2 Nickelstahl . . . 

X3 « • • • 

Wj *Messing (gezogen) 
W5 *Monelnietall (ge- 


Material 


Von 825O in 6l 
abgeschreckt 


1,490,32 12,70,490,03 0,04 

0,420,18 11,30,220,09 0,03 

10,2 0,44 0,140,250,0130,014 


Von 82 5O in 01 
abgeschreckt 


I Von 825^ in 01 
1 abgeschreckt 


21,88 1,05 
7,01 0,27 
5,04 0,27 


2,06 1,47 0,005 0,034 
0,27 0,028 0,025 
0,22 0,034 0,014 


72,6 27,06 0,1 1 

29,17 0,3 65,3 1,642,9 

Mechanische Eigenschaften 


0,72 
0,10 
0,12 
0,1 Sno,i 


Auflosungsverlust 120 h 
in loO/oiger 


Erosions- 
verlust nach 
Versuch Nr. 6 


rJ=i N 

Deh- 


Kerb- 

'1 a 

a 43 

nung 

wl 

zahig- 

^ u 

0/0 

0/0 

keit 

74,8 

17,3 

1 00 

1 ^ 

5,48 

84,8 

12,5 

152 

3,67 


Gewichtsabnahme in g 


abgeschreckt nicht bestimmt. 

76 18s |i9,S 

Von 82 5^ in 01 Nach dem Harten 
abgeschreckt nicht bestimmt. 


Von 82 5O in Ol 
abgeschreckt 


Bezeichnung: i « S s S ^ung w.s zahig- .aS ^ * 

Jiezeicnnung Behandlung i g, ^ 2 0/0 0/ 0 keit w-° Gewichtsabnahme in g h g 

Vn rostsicherer Chrom- „ ^ 

Stahl 52,674,817,3 48 5,4823214,73 0,1218,1032,9669 0,22 

V. Stainless Steel . . 66,884,812,5 52 3,6722920,0 0,9319,6640,5969 0,17 

^ I Von 825“ in 01 Nach dem Harten .qO u , .68 0,04 

X, „ „ • • 1 abgeschreckt nicht besrimmt. 40 C bestimmt. ^ 

V, Spezial- Nickelstahl 76 18 S |i 9 ,S | 64 i 3,3 229 0,6812,4510,9014,0369 0,48 

j Von 8250 in 01 Nach dem Harten oog N 

X2 „ „ I abgeschreckt nicht bestimmt. bestimmt. 

Vk Spezial-Chrom- ^ r. /r 

Nickelstahl . . - 38,288,839,004113,3 I 97 0,0610,85 0,06 10,97 69 0,02 

U2 Nickelstahl . . . 49,460,225 7213,3 163 0,4112,4^1^^0,4613,28671/21,04 

X3 „ . . . IlSgescCckt' Nicht bestimmt. bestSil 

*Messing (gezogen) 28,237,626,2 80 3,0410,51 0,1713,7271 2,4 

Wk *Monelnietall (ge- ^ > r .,t n ,,8 

zogen) . . . . 32,958,531,9 1220,080,15 0,22 0,45 71 0,48 

* Da die vorhandenen Profile nicht erlaubten, Proben von loxio QuerschnUt in einem 

Stiicke dieser Metalle aufeinandet gelegt. (Man vergleiche Abb. 4.) Die Ergebnisse smd daher nicht g g 

Versuche mit aufschlagendem Wasser 

Die Versuche mit Dampfstrahl erlauben nicht, die Erscheinungen weitgehend zu ana- 
lysieren, da die Verhiiltnisse im Dampfstrahl tins nur sehr mangelhaft bekannt sind. 

Gunstiger ist eine neuerdings getroffene Versuchsanordnung. Die zu priifenden Ma- 
terialien werden in Form zylindrischer oder prismatischer Stabchen radial in den Umfang eines 
Fades geschraubt, welches durch einen Elektromotor mit einstellbarer Tourenzahl angetrieben 
wird; bei der groBten erreichbaren Tourenzahl bewegen sich die Proben mit 225 m/s Geschwin- 
digkeit. Ein feiner, zur Radachse paralleler Wasserstrahl durchquert die Bahn der Probestabe 


38,2 

88,8 

39,00 

49 , 4 l 6 o, 2 | 

25 

Nicht bestimmt. 

28,21 

37.61 

26,2 

32,9 

58,5 

31,9 


232 

14,73 

0,12 

18,10 

32,9669 

0,22 

229 

20,0 

0,93 

19,66 

40,59 

69 

0,17 

408 


Nicht 

bestimmt. 


68 

0,04 

229 

0,68 

i 2 , 4 Sl 

0,90 

14,03 

69 

0,48 

338 


Nicht 

bestimmt. 

1 


68 

0,12 

197 

0,06 

10,85 

0,06 

10,97 

69 

0,02 

163 

0,41 

12,41 

0,46 

13,28 

67 1/2 

1,04 



Nicht 

bestimmt. 




80 

3,04 

10,51 

0,17 

13,72 

71 

2,42 

122 

0,08 

0,15 

0,22 

0,45 

71 

0,48 
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und wird von diesen bei jeder Umdrehung des Rades einmal getroffen (Abb c) n- 

Sind am Radumfang soweit voneinander entfernt, dafi jede sicher auf ein untestbH! c°~'" 
Wasserstrahl stoBt. un&estoiles Stiick 




;^o o 
Q^o^o 
o o o 


21 123 -lb 


Versuchssenen bei ~ 1,“", '^^^unS^rfer Proben an. 

Atmospharen entspreTheRVLTmt dl' Dcm Wasscrdruck von 4 

Stans fiinf mal grofieren . 7 ^ f 

ponente vernachlassigt worden _ Durrh Geschwindigkeitskom- 

Urteil liber den EinfluB der Wasserverteilun Wasserstrahles sollte ferner ein 

versuchen wurde ein Strahl von i c mm n werden. Bei den Grund- 

von 1,5 mm Durchmesser gewahit, dnrch welchan bei den vor- 
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handenen Wasserverhaltnissen stiindlich 176 1 Wasser ausstromten. Zu Vergleichsversuchen 
kamen daneben 9 Strahlen von je 0,5 mm Durchmesser — also zusammen gleichem Querschnitt 

zur Anwendung; die neun Strahlen waren so angeordnet, dafi ein gleich grofies Stuck der 

Probe vom Wasser getroffen wurde: Abb. 5 a. Auch die ausstroraende Wassermenge war gleich 
der f riiheren *) . 

Versuchsresultate , 

Die rein qualitativ durchgefiihrten Vorproben zeigten, dafi die Erosion mit der Ge- 
schwindigkeit rasch zunimmt; Materialien, die bei 130 m/s noch gar nicht angefressen worden 
waren, wiesen in gleicher Zeit nach der Priifung bei 200 und 225 m/s tiefe Locher auf. 

Zur Klarung dieser Zusammenhange wurden die nachsten Versuche mit drei verschiedenen 
Geschwindigkeiten; 175, 200 und 225 m/s, bei ansteigender Versuchsdauer : 1/21 i. 1V2 und 



Gewichtsverliiste durch Erosion. 

Ausgezogen: bei 225 m/sec. Strichpunktiert : bei 200 m/sec. Gestriclielt: bei 175 m/sec. 


Tabelle 3. 


Probe- 

stab 

Nr. 

Metall 

Wichtigs 
Legierungsbesi 
Ni. 1 Cr. 

te 

tandteile 

C. 

Bruch- 

grenze 

kg/mm^ 

Dehnung 

0/0 

Harte 

Brinell 

13 


Rostsicherer Cr. Stahl 

1,5 

12—14 

0,15 — 0,20 

90,7 

12,2 


14 


wie oben, gehartet 




(153) 


481 

IS 


„Stainless'‘ Stahl 


14 

0,3 

84,4 

14,4 


16 


wie oben, gehartet 




(166) 


522 

17 


Rostsicherer Cr. Stahl 


16,0 

0,1 

75,0 

19,2 


18 


wie oben, gehartet 




(94-0) 


295 

19 


250/0 Ni. Stahl 

23 

2 

0,7 

81,0 

40,0 


20 

a 

w 

Chrom-Nickel-Stahl 

22 

4 

0,4 

81,0 

30 


21 

D 

^ i 

Austenitischer' Chrom 

ca. 6 

ca. 20 

ca. 0,3 





.s 

S) 

4) 1 

Nickel Stahl 




85,0 

50 


22 

a 

u 

0 

w 

Antimagnetischer 









Ni.-Stahl 




93,0 

14 


23 


50/0 Ni.-Stahl 

4,5-5 


0,15 

55-65 

20 



*) Diese Versuchsanordnung habe ich in Zusammenarbeit mit Dr. von Freudenreich ent 
wickelt, der mir auch bei der Durchfiihrung der Versuche stets mit Rat und Tat beistand. 


351 


E. Honegger, Zurich 



3 Stunden, durchgefithrt. Der Untersuchung warden die in Tabelle 3 angegebenen 1 • 
Stable unterworfen; Abb. 6 zeigt die Anfressungen, welche bei 175 m/s Gclschwindi^'— “ 
den oben angegebenen Zeiten erzeugt worden sind; die bei groBeren; Geschwindigkeiten emw;!' “ 
Stabchen sehen ganz ahnlich aus, weisen aber noch entsprechend grofiere AnfrCwSsungen ai f 
Abb. 6a und 6b stellen die Gewichtsverminderung auf einen Schlag berechnet in Funktbn der 


Tabelle 4. 



t 
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Die Wirkung der Schlaggeschwindigkeit kam beim nachsten Versuch besonders deutlich 
zum Ausdruck, bei welchem die in Tabelle 4 zusammengestellten Metalle 215,000 Schlagen aus- 
gesetzt warden bei Geschwindigkeiten, die von 125 bis 225 m/s anstiegen. Uebereinstimmend 
zeigten alle Proben bei 125 m/s noch sozusagen keine Erosion, wahrend bei 225 m/s betrachtliche 
Anfressungen aufgetreten waren. Zwischen diesen beiden Grenzwerten zeigen alle Erosions- 
kurven wohl ununterbrochen ansteigenden Verlauf, aber keine allgemein giiltige GesetzmaBig- 
keit: Abb. 7 a. Abb. 7 (Tafel XVI) zeigt die Proben. 

Eine weitere Versuchsserie sollte den Zusammenhang zwischen der Erosionsfestigkeit 
von rostsicheren Stahlen und deren thermischer Behandlung erlautern; zum Vergleich 
wurde 5 %iger Ni-Stahl der gleichen Prufung unterzogen. Die Schlaggeschwindigkeit 
wurde mit 200 m/s konstant gehalten, die Dauer bis auf 5 Stunden entsprechend 1,220,000 
Schlagen ausgedehnt. Abb. 8 gibt die spezifischen Erosionsverluste in Abhangigkeit der 
Schlagzahl an. Die Proben im Anlieferungszustand zeigen wieder den von friiher her bekannten 
Kurvenverlauf, wahrend die geharteten Stable ununterbrochen fallende Erosionsverluste erlitten; 
die groBen Erosionsverluste des geharteten « Stainless* -Stahls bei kurzen Versuchsdauern stehen 
aber mit den iibrigen Werten in Widerspruch und miissen ungleichmaBiger Hartung der Proben 
zugeschrieben werden. Die mechanischen Eigenschaften der Stable im Anlieferungs- und im 
geharteten Zustand sind in Tabelle 5 zusammengestellt. Abb. 8a und 8b (Tafel XVI) zeigen 


Tabelle 5. 


Probe- 

Stab 

• Nr. 

Metall 

Wichtigste 

Legierungsbestandteile 

Ni. 1 Cr. 1 C. 

Bruch- 

grenze 

kg/mm^ 

Dehnung 

^/o 

Harte 

34, 35 

Rostsicherer Stahl \ 




60 

22 


36, 37 

wie oben gehartet ) 
(Luft) ) 

1.5 

12 — 14 

0,15 — 0,20 



440 

38, 39 

„Stainless“^Stahl 1 




78 

20 


40, 41 

wie oben gehartet } 
(Luft) \ 


14 

0,3 



560 

42, 43 

50/0 Ni.-Stahl 

4.5—5 


o,is 

55—65 

20 



die Proben nach dem Versuch. — Die durch die Hartung erzeugte Steigerung der Erosionsfestig- 
keit ist bei «Stainless-Stahl» entsprechend' der groBeren Hartezunahme bedeutend groBer. Weitere, 
mit anderen ahnlichen Stahlen vorgenommene Untersuchungen haben gezeigt, daB da, wo eine 
Hartezunahme durch Luftabkuhlung nicht eintritt, auch die Erosionsfestigkeit nicht erhbht wird. 

Tabelle 6 veranschaulicht in sprechender Weise den EinfluB der TropfengroBe: durch 
alleinige Verfeinerung der Wasserverteilung, unter Beibehaltung aller anderen Versuchs- 
bedingungen, wurde der Erosionsverlust auf einen Bruchteil des friiheren Wertes reduziert. Diese 
Beobachtung ist an den verschiedensten Materialien gemacht worden. Es darf aber nicht iiber- 
sehen werden, dafi das Verhaltnis der Erosionsverminderung durch feinere Wasserverteilung 
mit wachsender Geschwindigkeit kleiner wird. 

Besprechung der Resultate 

I. Zeitlic her Verlauf der Erosion. Die spezifische Erosion steigt in den meisten ge- 
priiften Fallen vorerst mit der Anzahl der Schlage an,’ um spater wieder zu fallen; in den weniger 
zahlreichen Beispielen, wo die Kurven nur steigen, rauB angenommen werden, daB die Versuchs- 


23 
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dauer zu kurz war und der absteigende Ast noch nicht erreicht wurde; fallt hingesen di ir 
von Anfang an, so ist wahrscheinlich der erste Kurventeil so steil, daB er von der P 
nicht mehr erfaBt wurde, indem die erste Messung, die friihestens nach einer i/. Stunde erT, 
offenbar erst vorgenommen wurde, nachdem der Maximalwert schon iiberschritten war ° 
Dieses Verhalten der Erosion kann etwa in folgender Weise erklilrt werden- cnhr, .• 
Oberflache absolut blank ist, bietet sie den aufprallenden Wassertropfen keine gunst gef A ' 
gnlfsmoglichkeiten, das Wasser gleitet allseitig ab; die Erosion setzt daher liinger nS ^ 
1 st aber einmal eine gewisse Aufrauhung eingetreten, so schreitet die Erosion zunehmend rasl 
iort, well das durch die Schlagwirkung init groBein Druck in die Unebenheitcn Sd'C nT 
Wasser sprengend wirkt. Haben die Anfressungen schliefilich eine groBere Tiefe erreicht ! 
bleibt eine Wasserschicht auf der nunmehr ganz rauhen Oberflache liaften; beim Aufschl 

rLfunt!:™; ' "" ““ “ “““ 

Zusammenhang von Erosion und Geschwindigkcit. Fast ohne Ausnahme zeigen alb 
K ^“sgesprochene Zunahme der Erosion init wachsender Gethwi! 

Bets r ^ ^rw^rt,n war _, jedoch ist es nicht nioglich, aus den verschiedenen 

Eros^ont zahlenmiiBigen Zusammenhang zwischen Geschwindigkcit und 

in \bh r herauszulesen. Am deutlichsten kommt der EinfluB den Aufprallgeschtindigkeit 

S™‘: .'zr "irsl 



Generell zeigt die ASbfldtr^SaBTas^Erl^^^ Leiden Linienziige 31 und 32 zeigt. - 

Versuchtsverhaltnissen etwa gleich gesetzt werSISaL^'' gepruften Metalle bei den gewahltei 

Konstante (v — 125)^ 

wo die Geschwindigkeit V in m/s eineuseteei. ist. 

ringen UnterslrrdrE,“sw“ ^ ‘ beT glr6« fed S" 

Vermutlich wurdec 
ni. 
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die relativen Abweichungen zwischen den einzelnen Metallen bei weiterer Geschwindigkeits- 
steigerung noch mehr abnehmen. 

5. Der Einiiu^ der Tropf engrave wird durch die letzten Versuche bemessen, deren Er- 
gebnisse in der Tabelle 6 zusammengestellt sind. Die Unterteilung des Strahles ist mit einer 


Tabelle 6. 


Material 

Geschwindigkeit 

m/sec. 

Dauer 

Stunden 

Spez. Erosionsverlust in iO”®g 
bei 

i.Diise 1 , 5 mm0 j 9 DuserLO, 5 mm0 

Rostsicherer Cr.-Stahl 





gezogen 

200 

1/2 

0,298 

0,0311 

5^/0 Ni. Stahl, gewalzt 

200 

9 

0,207 



200 

18 


0,0273 


ISO 

18 

0,103 

0,0057 

„Stainless“ Stahl, gewalzt 

ISO 

6 

0,068 

0,006 


0 

1—1 

12 

0,099 



200 

2 

0,116 

0,021 


200 

6 

0,165 



betrachtlichen Abnahme der Erosion verbunden, das numerische Verhaltnis dieser Reduktion 
ist aber in hohem MaBe von der Geschwindigkeit abhangig und schwankt fiir die vorliegenden 
Versuchsbedingungen zwischen i : 5 fiir groBe Geschwindigkeiten und i : 10 fiir kleinere Ge- 
schwindigkeiten. 

Ein Versuch, die mittlere Pressung zwischen Wand und Tropfen mit Hilfe des Satzes 
vom Antrieb zu berechnen, fiihrt unter den in, Abb. 9 veranschaulichten Annahmen, der Schwer- 
punkt lege wahrend der Zeit A t den Weg 1/4 • d zuriick und wahrend dieser Zeit sei die mittlere 

Beriihrungsflache— (d/a)^ zu dem Werte /> = 4 - io-« -z;® kg/cm^, wol v in cm/s einzusetzen ist. 
4 

Danach ware also die mittlere Pressung von der TropfengrdBe unabhangig; die raschere Erosion 
bei groBeren Tropfen muBte somit der groBeren Druckflache und moglicherweise einer ver- 
schiedenen Druckverteilung zugeschrieben werden, sowie Einflussen, die von der vereinfachten 
Annalime nicht berticksichtigt werden. Die nach dieser Annahme berechnete mittlere Pressung 
von 2000 kg/cm^ bei 225 m/s Geschwindigkeit liegt so hoch, daB die beobachtete rasche Erosion 
dadurch um so leichter verstandlich wird, als ja der Druckhochstwert den zeitlichen und raum- 
lichen Mittelwert p noch wesentlich uberschreiten kann. 

Eine genauere Berechnung des Druckes und der Druckverteilung zwischen Wand und 
Tropfen, unter Beriicksichtigung der Viskositat und der Oberflachenspannung des Wassers, war 
mit derartigen rechnerischen Schwierigkeiten verbunden, daB von ihrer Durchftihrung abgesehen 
werden muBte. 

4. Efosiofi und i^echafiische F€Stigkeit. Ein Versuch, die Erosionsfestigkeit mit der aus 
der Zerreifiprobe bestimmten Bruchf estigkeit des Materials in Zusammenhang zu bringen, hat 


355 



E. Honegger, Zt^Rica 




zur Abb. lo gefiihrt. Darin stellt die Ordinate jevvcils den Mittciwert aus einer Reilie 
Messungen iiber verschiedene Zeiten Oder bei verschiedenen Geschwindigkeiten dar, ist also 'T 
einfach definiert; jeder Linienzug verbindet Punkte, die nach eincm bestiinmten, uiiTCrind 



Zusammenlmngf zwischen Erosionsverlust uiul 
Zerreissfestigkeit. 

lichen Versuchsprogramm verschiedenen Materialien entsprechen. — Ein Aiustieg der Frosiom 
festigkeit mit der ZerreiBfestigkeit _ mit welcher ja die Brinellharte im we,sent lichen parallel 

Tf Linienztige .so unregelmaBig, da6 keine Ge- 

setzmafiigkeit daraus gefolgert werden kann. Trotz gleicher Brincllhiirte l>c.sitzen drei gepriifte 
Gu eisensorten erne viel genngere Erosionsfestigkeit als die untersuchtcn ziihen Metalle; ein 
Zusammenhang zwischen der Erosionsfestigkeit und der Harte besteht .somit uur fiir Materialien 
die ahnhchen Aufbau auf-weisen. Beachtenswert sind dann ferner die groBen I Interscliiede 
zwischen den drei gepriiften GuBeisen ihrerseits, obwohl .leren lliirfegnuk. ganz ilbnl ch sM 
zwei perlitische im BBC Elektroofen erzcugte Eisen sind viel wider.staiulsfiUnger als g* 

r*“ "" 

auch nach langcrer Prnfdaucr noch drei mal KriiOer ak heiin Elektn«i,Ilei»n. 
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Neuere experimentelle Beitrage zur Frage 
der Knickfestigkeit 

Von K. Memmler, Berlin-Dahlem 

Das Studium der Frage der Knickfestigkeit und im besonderen die bei Knickversuchen 
anzuwendende Prufungstechnik hat seit langem auch das Materialpriifungsamt zu Berlin-Dahlem 
(St.M.P.A.) beschaftigt. Im Deutschen Eisenbau-Verband ist zu diesem Zwecke ein Versuchs- 
ausschuB gebildet worden, dem Manner, wie Zimmermann, Muller-Breslau, v. Bach u. a. 
angehorten. und der im Laufe der Jahre verschiedene Versuchsprogramme aufgestellt hat, die 
zum iiberwiegenden Teile im St.M.P.A. in der mir unterstehenden Abteilung fiir Maschmen- 
und Eisenbau durchgefiihrt wurden, und nunmehr zu einem gewissen AbschluB- gebracht werden 
konnten. Die einzelnen Phasen der Versuchsarbeit des Ausschusses und den allmahlichen Fort- 
schritt der Erkenntnisse besonders auf experimentellem Gebiete hierbei, Ihnen zu schildern, ist 

im Rahmen dieses kurzen Vortrages nicht moglich. 

Man wurde mehr und mehr dazu gedrangt, als Versuchsobjekt einen Stab moglichst ein- 
fachen Querschnitts, der walztechnisch in weitgehender Genauigkeit und Geradheit herstellbar 
ist, zu verwenden und damit zu sogenannten Modellstaben zu kommen, wie sie ja auch schon 
V. KArmAn in seiner klassischen Forschungsarbeit zum gleichen Thema verwendet hat. Auch 
dann blieben jedoch eine Reihe versuchstechnischer Probleme noch zu losen, selbst wenn man 
sich entschlofi, die kugelige Lagerung der Probenenden und auch die Spitzenlagerung zu ver- 
lassen, und zu einer schneidenformigen Lagerung iiberzugehen, bei der also von vornherein der 
Probe die Ausbiegungsrichtung in der Ebene senkrecht zur Schneidenachse aufgezwungen wird. 

Schneidenlagerungen in der bisher gebrauchlichen Konstiuktionsform, bei der in dei 
Regel der Schneide bezw. Pfanne zunachst eine Druckplatte ausreichender Dicke aufgelagert 

wird, gegen die sich die Probenenden stiitzen, erwiesen 
sich insofern nicht als zulanglich, well die Druckplatten 
als verhaltnisraaBig starre Gebilde die Bestimmung der 
wirklichen Knickliinge der Proben unsicher gestalten. 
Zwar hat v. KArmAn in seiner Forschungsarbeit eine 
Naherungsformel zur Berichtigung der Knicklange ange- 
geben. Es erschien uns aber zweckmaBiger, zu versuchen, 
ob nicht durch entsprechende konstruktive Gestaltung der 
Schneidenlagerung dieser Unsicherheit begegnet werden 
konne. Dies ist dadurch gelungen, daB nach Konstruk- 
tionsangaben meines Mitarbeiters Panzerbieter eine 
Schneidenlagerung besonderer Bauart fiir diese Versuche 
von der Maschinenfabrik Mohr & Federhaff in Mannheim 
hergestellt wurde. 

Die wesentlichste Eigenart (Abb. i) dieser Schneiden- 
lagerung besteht darin, daB durch Unterteilung der 
Schneide in zwei Halften die beiderseitigen Endflachen der Proben in die Ebene 
der Schneiden zu liegen kommen und damit also die Knicklange = Stablange wird. Zum 
besseren Verstandnis der Konstruktion ist in der Abb. i der die Schneiden enthaltende Oberteil, 
aus dem die Pfannen enthaltenden Unterteil herausgehoben dargestellt. ^ Man muB sich also 
vorstellen, daB bei der Benutzung die beiderseitigen Schneiden schn unmittelbar auf den zuge- 
horigen Pfannen ff aufliegen, und daB ferner je ein solches Schneidenlager oben und unten an 
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den Druckiibertragungsorganen der Priifungsmaschinc bcfcstigt ist. Der iinlero Lagerkor 
ist mittels der Platte L am Druckiibertragungsorgan der Maschine angi-scliraubt und traa-r^^f 
zwei kurzen Saulen ^ die geteilten Pfannen pf. Zwischcn dicscn Siiulen befindet .sich das Dr 1 
stuck d mit Druckplatte dp. Durch zwei Schilde schi ist dicser Druckkdrper mit den beid 
Schneidenstiicken schn fest vei'bunden. Die Befestigungsscliraubcn sind in Abb. r nicht mit 
pzeichnet. Die Druckplatte dp ist auf ihrer Untcrscitc als Zylinderfliiche au.sgdrildet und somlt 
in einer entsprechenden Ausrundung der Unterlagsplatte drchbar gelagort. Durch cine Spinri 
mit Handrad, die durch die Pfeillinie angedeutet ist, kann das Druckstiick in Richtung deb 
Schneidenachsen verstellt werden. An den 4 durch a angcdeuteten Stellcn dor Schilde sind 
Gewinde fiir Schraubenbolzen eingeschnitten, durch die das Kippen des Sclmoidcnkdrpers gegl 
den Pfannenkorper verhindert werden kann, sofern dies fiir Zwecke der Ausrichtung der Stab 
in der Maschine erforderlich wird. Alle Teile der Konstruktion sind fast reiinmgslos (repcn- 
einander beweglich. ^ ^ 

Schneidenlager sind nun in eine 50 t-Prufungsmaschinc eiiigel)aut wordcn Die 
Maschine 1st eine stehend angeordnete und mit hydraulischem PreBz.vlinder _ obercr Teil der 
Massine - als Krafterzeuger ausgeriistete Maschine, <lie Kraftleistimgen bis z.u <0 t herdbt 
Als KraftmeBvorrichtung dient die im Untergestell der Maschine eingebaute Martaissche MeB- 
dose. Die beiden seitlichen mit Gewinde versehenen Siiulenspindeln ei-miiglichen Verstelluna 
des oberen Zylinderquerhauptes jeweils nach der Liinge der ciuzubauenden Priifstilbe. ' 

qr Probestabe aus Flufistahl der Qualitiiten St. 37 (Haustahl) und 

St 48 (Hochwertiger Baustahl). Die Vcrsuchsstabc selbst waren VoIIsliibe rechteckigen Ouer- 
sc nitts in den Abmessungen 25 X 40 mm, 7,22 mm, die bei deni Material St. 37 allseitig 
ear ei e wurden und nach dem Gliihen eine Strcckgrenze von etwa 2400 kg/qcrn aufwiesen 
zichtet D Versuchen wurde auf die Bearbeitung der Stabfl.achen uml auf das Gliihen ver- 

Die EndSle r pT m von 3200 kg/qcm. 

und ftandef^Lf' Druckplatlenfliichen auftuschiert 

d standen genau senkrecht zur Langsachse. Die Versuchsliingcn der Slribe waren so gewiihlt, 

daB in Abstufungen von 5 zu 5 fiir die Schlankheitsgrade X - i 20^75 und auBerdem 

7 nlL 7 GuBcw" ^g^^^beitet wurde. Die Stiibe stammten bei ]<.der Stablqualitiit aus einer 

gesamt sind btl ^ J'arallelprobeu zur Verfiigung. Ins- 

gesamt smd bislang 130 Stabe gepriift worden. 

'rrSKl.dlsad,,.™. „.il HiHe vo. 

ermogliSen- dii <'« M..%,,n„i„kdl bis ,/,ooo mm 

mit den eie^entbVhfn A/T ft 1 4. Uebcitragungssfange unter Fedcrdruck 

Hnn 4 n 4 “'“r ™ 

biegunga, und die TZr I ™I>iindlicher Fci.ime%erSle zur Hessung der Dnrch- 

ErSrgbefdmvtrb””^ ^ahl solcher ('.eriile war ....Iwendig, wcil die 
Sch“ deiglir ”f '■ “f -ecke.„a„„.d,en.l km mruicrte. 

ProLs be S * r l b "" Q«'-ib.!i,l einfaci, geaial.e.e, 

fnhr„r a„f einnifr^ '? '“^"dendea Gewicld: bei ,ler Ve, 4 l..sd„rd.- 

legen Ut Einrichtang des Probeatabe., in ,Iie Maaebinenachae ^ 

wes«, dn4iVS"du’J^ r w. *^m>-Erache.in,„.gen ia, w„bl ,Ier erate gb 

derung fiir den einwantlfreien S'incr Priifaliibe iler tlieoreliselicn For- 

den emwandfrerm, Kmckversnch, niimlieh kaum merkliche Auabiegung bia nahe an 
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die Knicklast heran, sehr nahe zu kommen. Nach ihm hat dann auch V. KArmAn bei seinen 
Knickversuchen auf die richtige Zentrierung der Stabe allergroBtes Gewicht gelegt Allerdings 
haben beide sich damit begniigt, die Durchbiegungen in der Mitte des Stabes moglichst klem 
zu halten und iiberdies die Durchbiegung in Richtung des groBten Tragheitsradius nicht be- 
stimmt. Unsere Versuche haben jedoch ergeben, da 6 Durchbiegungsmessung in der Mitte allem 
noch nicht ausreicht, um wirklich exaktes Einrichten des Probestabes in der Maschinenachse 
zu erzielen; in der Nahe der Probenenden konnen unter Umstanden sehr groBe entgegengesetzt 
gerichtete Fehlerhebel noch bei verhaltnismaBig hoher Last wirksam werden, obwohl die Durch- 
biegungen in der Mitte der Probenlange sehr klein ausfallen. 

Das bei unseren Versucheri angewendete Einrichtungsverfahren war folgendes; Die Stabe 
mit rechteckigem Querschnitt von 40 X 25 mm wurden mit der langen Kante parallel zur 
Schneidenrichtung eingebaut, so daB dem Stabe das Knicken in der Richtung des klemsten 
Tragheitsmomentes, also nach y, aufgezwungen wurde. Die Durchbiegung senkrecht zur c se 
des groBten Tragheitsmomentes, also nach x, soil bis zur Hochstlast moglichst = o ei en, 
damit ein moglichst lineares Problem fiir den Knickfall vorliegt. Die Zentrierung in Richtung 
der ^-Achse wurde vorgenommen durch Verschiebung der Schraubenspindel in Richtung der 
Schneidenachse mit Hilfe der durch Handrad betatigten Druckplatten. Das MaB der Ver- 
schiebung wurde mit besonderen FeinmeBgeraten — ZeiBuhren — festgestellt. Bei den ta en 
mit groBerer Schlankheit gelang es immer leicht, durch diese Art der Zentrierung die Aus- 
biegung in Richtung der j?-Achse bis nahe an die Knicklast heran sehr klem, — me 
> 20.1/1000 mm — zu halten, Stabe kleinerer Schlankheit verursachten allerdings etwas 

mehr Mtihe. . . i • j -n • Ui. 

Die Durchbiegungen in Richtung des kleinsten Tragheitsradius, d. h. in der Richtung 

der hwzen Ouerschnittskante, in Richtung der 3)-Achse, sind abhangig von den sogenannten 
Fehlerhebelnrmit denen die Kraft in beiden Enddruckflachen auf den Stab wirkt. Um aus den 
gemessenen Stabdurchbiegungen die GroBe dieser Fehlerhebel jeweils nach einzelnen auf den 
Stab aufgebrachten Belastungsstufen leicht rechnerisch ermitteln und fur die weitere Em- 
richtung benutzen zu konnen, ist von Zimmermann ein einfaches Rechnungsverfahren angegeben 

worden. Es sei hieruber nur das folgende mitgeteilt; ^ 

Die elastische Linie eines in Richtung der Stabachse durch eine Last beanspruchten 
Stabes ist eine Sinuslinie, sie liegt in alien Punkten fest, sobald die Fehlerhebel des Kraft- 
angriffes bekannt sind. Die Durchbiegung in jedem Punkt dieser Lime 1st gegeben durch die 
Gleichung 5 = a • /, + & • wenn f, und die Fehlerhebel und a und b Konstante s^d. Hier- 
aus kann man umgekehrt durch Feststellung der Durchbiegungen jeweils die wirkenden Fehler- 
hebel ermitteln, welche bei symmetrischer Lage der MeBpiinkte i und 2 zur Stabmitte w sich 
ausdriicken lassen durch die Beziehung: 

oberer Fehlerhebel =: g • 5 ^^ — ^ ^ • 83 
unterer ,, ^ • Si 

Die Werte g und k sind Konstanten, deren GroBe von den Stababmessungen, der Material- 
konstanten £, der Stabkraft und dem Abstand der MeBpunkte von den Stabenden abhangt. Ob- 
wohl durch Ermittelung der Durchbiegungen in den beiden symmetrisch liegenden MeBpunkten 
I und 2 die elastische Linie theoretisch in alien Punkten bekannt ist, wird man nicht daraut 
verzichten, auch die Durchbiegung in der Stabmitte noch zu messen, und damit eine Kontroll- 
messung zu erhalten. Die Beziehung zwischen S« und den Fehlerhebeln lautet am einfachsten: 

• S», = 1/2 • + ^2)’ 

worin m eine den Werten g und k entsprechende Konstante fiir die Stabmitte ist. 
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Es erwies sich als zweckmaBig, die Mefipunkte i unci 2 in groBercm Abstande 
ander, aber auch nicht zu nahe an den Stabenden anzuordnen, da andernfalls dcr EinfluB kl 
MeBfehler bei der Bestimmung von und zu sehr ins Gcwicht gefallen ware. Tm allgemeT^"^ 
wurden die MeBpunkte in die Stabviertelpunkte, bei kiirzeren Stiiben in die DrittelpunE'^ 
gelegt. Die Bestimmung von /, und blieb dieselbe, nur die Wertc g und k waren entsprLhen ] 
der Lage der MeBpunkte neu zu bestimmen. Bei sehr kurzen Stiiben, bei dcnen wegen d 
Bauart des Schneidenlagers auch die Drittelpunktbewegungen mittels der Leunerapparate nicht 
mehr gemessen werden konnten, wurden elastische Linie und damit die Fehlerhebel aus der 

Durchbiegung in Stabmitte und dem Neigungswinkel der clastischen Linie in Stabmitr 
bestimmt. mute 

Die Verschiebung der Stabendflachen gegen die Druckplatte in Richtung der y-Aciisp 
erfolgte durch kleine Druckschrauben, die gegen die Mantclfliichc des Stakes wirkten. Das MaB 
der jeweiligen Verschiebung wurde hierbei durch die Lcunerapjiaratc an den beiderseitieen 
Endflachen kontrolliert. Im Verlaufe der Versuche ergab sich jedoch als zweckmiiBigste Praxis 
daB nach einer Belastung nur der jeweils groBcre Fehlerhebel entsprecliend verkicinert, dann 
erneut belastet und die Fehlerhebel neu berechnet wurden, da bei gleichzeitiger Verschiebune 
an beiden Probenenden eine gegenseitige Beeinflussung der Fehlerhebel oben und unten nicht 
zu vermeiden war. Wahrend des Verschiebens an einem Ende wurde das Kippen des Schneiden- 
lagers an diesem Ende durch Anziehen der Feststellschrauben verhindert, wahrend das 
Schneidenlager am anderen Ende freibeweglich blieb und so der Drehung des Stakes die durch 
die Verschiebung hervorgerufen wurde, folgen konntc. Es war ferner darauf zu achten, dafi 
der Stab nicht auf Torsion beansprucht wurde und daB die Achsc des kleinsten Travlieits- 
momentes in ihrer Lage parallel zur Schneide blieb. 

Es 1 st aus dieser kurzen Schilderung des bei tmseren Versuchen angewendeten Einrich- 
ungsver a rens sc on zu erkennen, daB es einer langeren und rniihcvollen Arbeit bedurfte, ehe 

MeL M-rrr T Handgriffe so beherrschte, daB ein Versuch glatt durchfiihrbar wurde. 
Meme Materbeiter Prof. Panzeebietee und die Dipl.-Tngenieure Bieeett und BOttgee haben 
Sich urn diese Arbeit besonders verdient gemacht 

in Wsherigen Versnchc bcsdirSnkc ich micli darauf, Ihnen 

n einigen Abbildungen die wichtigsten grundsatzlichen darziiatollen *). 

!!'''■«(!<■■■ i»t. hin.iiehtlid, ErffiHung der, 
I Ld M T” <'<•" vni. ....z..re„ Vorgiinge,. 

STt d?Ab? a “’T, >''>-dl™np.arbeit 

«.“che„ ff' Knickaabe als Funklfoi, .ler ell™ theo 

versuche mit denen unserer Vorganger Kiesch, v. Tetmavek imd v. KAhmAn. 

last dar L se'tzr A ””!! Schaubildcs stdll die tl.corelisdiu Eulerkaiek 

durchweg naher an errcichten Knicklasten fast 

wenn die Stabe im so*. ^ ^^oretische Eulerlast herankommen, als wie die iibrigcn Forsclier 
wenn aie ^tabe im sog. elastischen Bereich ausknicken 

haben unLfvtl!h7X Abb" Schlankheiisgrades im plastischen Bereich knicken 

Bei einer Anyatii ri '^r Materials herankommen. 

schon verhaltnismaBig staA ntcTeLr?-/'^ auffallige Erscheinung beinerkt, daB Stabe, die 
___ ig stark nach einer Seite ausgebogen batten, bei zunchmendcr Belastung, 

Deutsch.^Etefw2band2°fSttu^^^ Ergebnisse durch den VersuchsausschuB des 
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wieder zuriickgingen und schliefilich plotzlich kurz vor oder an der Hochstlast nach der andeien 
Seite ausknickten, ein Vorgang, wie er durch Abb. 4 veranschaulicht 1st. Manchmal fand die 
Umkehrung erst ganz nahe an der Knickgrenze statt, so daS die Ausbiegungen nach der anderen 
Seite nicht mehr gemessen werden konnten und nur der verbogene Stab Zeugnis von dem eigen- 

Kmckversuche mib Stdboft.die Im. claatischm Bereich knitiwt 



artigen Vorgange ablegt. In einer Abhandlung von Zimmermann (Sitzungsberichte der PreuB. 
Akademie der Wissenschaften Heft XXV, Jahrg. 1923) hat dieser den Vorgang naher be- 
leuchtet und darauf hingewiesen, daB durch dieses Versuchsergebnis die bishenge ^nahme, 
daB die Eulersche Theorie nur fiir gerade Stabe Geltung habe, gekrummte Stabe die Eulerlast 



also nicht erreichen konnten, ein Irrtum war. Diese Behauptung haben wir e^mentel auch 
noch weiter dadurch bestatigt, daB wir eine Reihe von Staben mit absichtlicher Anfangs- 
kriimmung — in Abb. 4 mit den Nummern 2—5 bezeichnet — nach unserem Versuchsv^fahren 
priiften und hierbei, wie Sie aus den Linienzugen sehen, gleichfalls die theoretische Eulerlas 
mit groBer Annaherung erreichten. 
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Abb. 5. 

vorztiglich mit der Eulerlini. , , 

Beobacton^ ''""'“‘'e. -Tt f ““ SoI„a„khei,sgr,d„ 

Wu glauben somit, unsere Frcr.K • . 
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K. Memmler, Berlin-Dahlem 


a) Die Eulerkurve gilt fiir den Bereich, in dem die Spannung, die dem Eulerwert ent- 
spricht, rein elastische oder vorwiegend elastische Verformungen hervorruft. 

b) Die Knickspannung fiir den Fall des reinen Knickens bis zu etwa X ^ als 30 — 40 ist 
nicht groBer als die Quetschgrenze bezw. Streckgrenze des Materials. 

c) Die Uebergangskurve von der Eulerlinie in die Gerade der Quetschgrenze hangt ab 
von den Formanderungseigenschaften des Materials zwischen Proportionalitats- und Quetsch- 
grenze. Sie nahert sich um so mehr dem Schnittpunkt der beiden Hauptkurven, je geringer die 
plastischen Verformungen im Material bei Spannungen kurz unterhalb der Quetschgrenze sind, 
um im gunstigsten Falle, d. h. bei rein elastischer Verformung bis zur Quetschgrenze in den 
Schnittpunkt iiberzugehen. 

d) Audi Stabe mit Anfangskrtimmungen konnen wie ein sonst gleicher gerader Stab im 
elastischen Bereich die Eulerlast erreichen, wenn man die Drucklast am richtigen Hebei 
wirken lafit. 

In Abb. 5 ist noch eine Verbindungsgerade von der Streckgrenzenhorizontalen beim 
Schlankheitsgrade 60 zur Eulerkurve beim Schlankheitsgrade 105 gezogen. Es ist das die Knick- 
spannungslinie, wie sie nach den Vorschriften der Deutschen Reichsbahn fiir den kritischen 
Uebergangsbereich zwischen den Schlankheiten 60 und 105 Geltung haben soil. Unsere Versuche 
baben bestatigt, daJB die Knickspannungsberechnurg nach dieser Vorschrift einen groBen Sicher- 
heitsgrad aufweist. 


Die Spannungs=Dehnungslinie im 
plastisdien Drudbercidi und die Knidspannungslinie 

Von W. Gehler, Dresden 
(Hiezu Abb. 2 auf Tafel XII) 

Die rechnenschen Grundlagen des Knickproblems verdanken wir Iiekanntlicb -FTt, 
NGISSEE und V. KAemAn. Die versudismaBigcn Erkcniiliiisse rail Kor|iern tauwcrksmSB 
Abmessung waren sell Tetmajees grnndlegender Arbeit jahradmlclaiig nichl neimcnswe 
fordert word«.. Das plaumaJJige Schailen nnsere, neuaeitlicben Versucbsaustaltat ? 
nut den gtoBen techmschen Verbiuiden hat nun in den Ictztcn heiden Tabren zu eineni e 
vorlaniigen AbsebluB gefiihrt. Dabei handelte es sid, am folgende .Irci Teil-A.,C“" ' " 

I Die enmlttelbare Bestimmung der KnicHasb also der o. - A . Unie bel eentrlscber Belasto, 

Wie wir soeben von Herrn Memmler gehort haben, darf diose Aufoabo fl-ml- 1 ^ 

dienstvollen Arbeiten des Deutschen Eisenbau-Verbandcs (Herr Rfin) de aL/; a ? 
a^Us Berlin-DaMem (Herr Memmeer und Herr PanzerbxexeIo und d^^ 

MANN als grundsatzlich gelost angesehen werden. ^ 

II. Die gleiche Aufgabe bei exzentrischer Belastung 

^ Hierzu wird uns Herr Rol anschliefiend cinen wertvollcn Heitrag liefern. 

^bwdcrakyrundl^rf Bestimmung der SpannungsdehnungsHnie im plastischen Druck 
Oraddlage der reebeeriseb ea ennlMelnden Kniebspannengsllele eaeb 

hie) ‘i”. 7B ‘‘7'”“)'" Kdn 

neuen Bruckenbaustdhle» . 'Urn Ibne/TedocrLSc ”eT r ^ der 

sei liber diese Arbeiten des ZeTZ ^ moghchsi geschic.ssenes Bikl zu geben, 

tnng und „„,er Stag n muer .neiner Lei- 

burz beriebtet. Sie iw I 7 ” ' S nS" hier ganz 

Ausbildnng des neuen deutschen Baustaliks St'48.* ''‘erjahrigen Versnehen zar 

meines WissensShrSz”u‘m“emt'SSl Sgen “* 

wl Hohenlage der Streckgrenze (Abb. i). Unserc 



-St:JS8» 

Oruck-Bereich. -2c?i2» 


3 Lifl.- 7 ^ L 
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I . Spanniingsdelintmgsliiiie jRir St 


37 md St 48 , 


Aufgabe besteht nun in der genauen Ermittelung des verhaltnismafiig kleinen Linienstiickes 
zwischen der Proportionalitats- und Quetschgrenze im Druckbereich. 

Die Dehnungen wurden jeweils mit 4 MARTENS’schen Spiegeln verschiedener Mefllange 
bestimmt (Abb. 2, Tafel XII). Als Grundgedanke wurde festgehalten, daB bei jeder Laststufe so- 
lange gewartet wurde, bis sich ein Gleichgewichtszustand zwischen den aufieren Kraften und den 
inneren Spannungen selbsttatig eingestellt hatte. Die Schwierigkeit liegt hauptsachlich darin, 
dafi man sich sehr vorsichtig mit auBerst kleiner Laststeigerung der FlieBgrenze nahern muB. 
Die Dauer eines Versuches betragt etwa 14 Stunden. 

Die Ergebnisse mogen an der Hand unseres Bildes (Abb. 3) kurz folgendermaBen 
zusammengefaBt werden. 



1. Die Proportionalgrenze, kurz P-Grenze genannt, ist durch die bleibende Dehnung 

von 0,03 0/^0, also rd. gekennzeichnet. Von Anfang des Versuches an ist eine gewisse, 

wenn'auch sehr kleine bleibende Dehnung vorhanden, so daB die Hooke’sche Gerade genau 
genommeh eine «Krummey> ist. Sobald aber die bleibende Dehnung wie ich sie bezeichne, 
diesen Wert 0,030/00 erreicht hat, nimmt sie auffallend stark zu. Dieser Wert rj ist der gleiche, 
bei der P-Grenze sowohl fiir St. 37 wie fiir St. 48. Er empfiehlt sich daher fiir die Begriffs- 
festsetzung der F-Grenze. 

2. Im Gegensatz hierzu sind die elastischen Dehnungen s an der P-Grenze beider Bau- 

stoffe naturgemaB sehr verschieden, namlich 0,90 und 1,52^/00* Grund hierfur liegt darin, 
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W. Gehler. D res urn 


tll’f 


fiir 


ciafi das Elasti.it-itsuiali fiir iK-i.lc Rausfoffc nahcmi Ld.dcl, L'u.f! isf . ' r . , 

Ih‘i St, iH* t • 1 \ ^ '^**'** 

(wofih- Violfach 1.0%,, aiif^ent.mineu winl). ^ ‘■•''•"‘''.m 

■».» iiHTkuiinlkn.rvvri.,. ind 

(lit sich toli^ciuic Wfi'tc cr^^cbcn: 

Ikh St. 37; (f -!->/) ■' 1.(5 i-.. ,,,(,7 . 

wuhrend VHdfad. 2,0 . , 

iluidi <lu‘se auticTst gcnaiu- .Mc.ssimf^ al.s hlt-ilimlt- J)dmi.n. • t' ' ''''' 

gleidie Wm, iiaudid. <M.; =-/, <■/.., ^..fu„dm " ‘ k-iau ,!.■ 

4. iJurch genatte ZdtlH'slimmiinifcn t*rL'ai«.*n siefi ‘tit.4i 1; 11 

rend dcs IHieflvorganges, dcrcn RcadiluiiK lad widtcrrii i Wi7i- 

lioften liiUi. V.T,siida-» ,,«h* At.f.sddiis.st; er- 

Uer er.stc, iiiiiulich !hy "'Ktin'i i-iiiv ju,si.„H,„tr finmal Kcfumlen, .so ist 

tam.iid. v„„ ,i„. !j„„.,d,„i„.f,„.,„ d,id„.., ; V‘;' '■ ■ '■■■k '»■- 

wic.sen, datt dio.sc Abha„j.iKkoit van tinf. ,-'. . ■ ! . u ^ ‘if i”‘»l hinge- 

von verschiedenen Wal.profilcn fiil.rteu min W^'iule.ir Uvrechnungen 


naturlidien 

Knfckfomfif 




Die J ^ ^ j-y 

“ ftrRachtecktrj- 


WinkBl ..v^. 
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N:pr“!-F-T- 


Abb. 4: DarstdIiiBg 
cler Knickbdwerte 
der mtUrMclm 
Kttickformel. 
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W. Gehler, Dresden 


Tragt man als Ordinaten die Werte K auf iind als Abscissen (E^ :£), wobei die 
erste Abgeleitete der Spannimgsdehnungslinie ist, so kann man fitr die im Eisenbau vor- 
kommenden Profile den Beiwert / 7? \o,6 

setzen. 

Dann ergibt sich die sogen. natiirliche Knickformel als der einfaclie geschlossene 
Ausdruck: i £ \o,6 

Vb] 


-i — p 

Die Frucht unserer Arbeit sehen wir dann in der — X-Linie (Abb. 5). Aufgetragen 
sind zunachst die Euler-Hyperbel und die Tetmajer-Gerade, sodann drei Linien nacli den 



: Reichsbahnvorschriften uiid zwar fiir St. 37, St. 48 und fitr den hier untersuchten Stahl mit 

■ 3520 kg/cm 2 Streckgrenze und endlich die von uns aus den gemessenen Spannungsdehnungs- 

; linien errechneten drei 0^ — X -Linien. Zu bemerken ist noch, daB die zur R-Grenze gehoienden 

Punkte jeweils auf der Euler-Hyperbel liegen, wahrend die Punkte der Quetschgrenze mit Q 

^ bezeichnet sind. 

Die Tetmajer-Gerade fiillt hiernach ungefiihr mit der von uns gefundenen — X-Linie 
! fiir St. 37 zusammen, niclit aber etwa mit der fiir hochwertige Stiihle. Die Erholiung A der 

; Werte bei St 48 ist etwa 30 gegeniiber St. 37. Dies gilt aber nur fiir 0 < X < 80. Im 

Eulerbereich ist diese Erhohung naturgemaB gleich Null, well das Elastizitatsmafi fiir alle 
Eisensorten gleich groB ist. 

Der praktische Wert dieses Verfahrens besteht darin, daB es fur neue Baustahle geniigt, 
' die Lastdehnungslinie im plastischen Druckbereich genau zu bestimmen und daraus die o^— 

i Linie rechnerisch zu finden. 
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Die Km'dsidicrhcU von an beiden I:nden gel 
geldgcrten Staben aus Konstrnktion.sstahl 

V t) n ,\f. H ON, 7, ii r i c h 
(iliozu Ahl). II aiif TalVI X\'lh 

Die uiaiigcliKlo Knick.siciierlieit voit j'f.ln’ickteii Ht.-iln'ii ati«. KoitsjiukiioiKMiiliU-u ist f" 
(las Ingenieurweseii am verlijinK'iiisvollslen gevvcseii. Drri X imu-l aller Miiistiiiy',. Fix 
hriicken- urn! iusenluchhau siiid auf iin},'eiuijjcmk- KnickNiehmlu-it zm uekzuitilu at DeilriicktT 
konstruktioiisghedeni ist dalier die alleiKr.'lljte SorKfah l.ei dvKii iteieelmune uiid konst rnl-i:™," 
Durchliikluiij' ziizuwendeii. " oi'en 

Insbesandcre wird in der Praxis dein die Knieksiehet heit veunimleimlen !• inllusse d« 
exzenlnsdien Kraflanj'rides iiidil iminer die Kehnlneiide Headitiiitj; /nifil. 

In dieser l•:rke^ntnis !iat die T.K. V.S.H, D an der l-idK, Mah-i ialtniiiunKsamstait h, 
Zmtdi, Veisudie imt zentnsch mid exzeiitrisch K‘-'li'H'k(eii ihiUeisei i.ei. .Siidieit durdifiiliren 
lassenDic lirgehnisse der Verstidie wurdeu denjenigen del Theoiie gegeniihetwstellt Die 

engstcan die I uter.suduingen von Knoksskk & KAuMAx'Dau. Hahiend diejeniget, fiir die Knick 

I* Theorefisehe (iriindlai^on 

j, kntck^H ih*i ^enifiSiiiem K tt&f lungrilf , 

Dem (.tdanken von Knoksskh KAhmAn fi.lgeiid, wurde die EuSersehc Knkkformel fiir 
zentrusdi gedruckte Stalie redittckigeii Querscliiiiltes 




in der verallgemeiiierten I'tiriii 


... (2; 

kIZHImT' l’»«er.suduingen zmgrunde Mdegt. Der !• las.izifa.sinodnl /• wi.rde .lurch den 
Kmckmodul wdd.er ganz v»m g-A-l )iagrainm al.haugig ist. erselzt, (At»l, 

Der Knickmodul 'f\ — 4' ^ • E 

ist ein Mittdvvert zwischen deu Jeweilige,, ’f-Wertet. und dem KlasliziiiiLsmoduI IL (Al.h. 2.) 
Dm AWiangigkeif zwischen a* ««d f, gdit aus der Alili. a tirrvor. 

Die >>chwcrpuukt-Knicks|»aniiung oj Irntriigt 

O* = ~ ~ ~ ; if -LL 

'• * z- "• j/j. (3. 

Staben aus KotmraktbilifWaM*****''*u- ZniclBichcrhdt voii an bciitrt, KttUfii ai'tnikat ptlaRCrtcn 

G™» V( STk n? »“ I'- ’l' "■ ZitrO.. neridJ *r 

baufabriken) August 1926* ' “ ®^‘’®***‘***®” dies Verbandai .S*'hweiz, Hrtttieii- und Kisenhoch- 

des VereLl Mitmiltmgeii Ulmr Furs. hungsarlMsiten 


fed erndeD ebDUO! 
gesamte PeHnunq . 



o nessgrenze 

Spamungs-Dehnungs-Diagramm ausgemirteir aus 
Diagrammenfur Welches undharres riusseisen sowie 
aus den Termqjer 'schen Versuchen. 


Propor l'iQna lirQl’S i 
Qrenze. I 


rederndePehnung 

Qi?samteDehn*g 


LEnMa5l“ung: 

I Beziehung zwischen 
Spez.Sponnungund 
Dehnung folgrdem 
E-Qesel-z. 


Plldssgren^ 


iblelbe^Dehmuag. 


5 pezifische Dehnung in %o 
0,86 Ip 2p 


Propi^rionalimbgrerae 


EnHasl'ung: 

Beziehung zwischen 
SpezifischerSoannung 
und Dehnung folgl" 
dem E-Qese^z. 


Spezififiche Dehnung iri%o 

1 _ -L -L 


Abb. I. Ideelles Druck-Staucbungs-Biagramm. 









M. RoS, Z 0 R I f a 

Die Beziehung (3) ennoghcht es, o* imil I't aD Intuktiimfii .Iin Sdilaiikheifviirr- 1 ^ 

darzustellen. (Abb. 4.) ' 'l.sgiades ^ 

Der tinflufi der Ouerschnitt.sform des Stabfsi fiir Rrcliirck.. i uiid 'I' < iiicrsdniift r 
die Kmckspamumg OK gold aii.s der Abb. s iiervur. " • auf 


m iTHVSSHi.i'vt 


Kuter-nperoei 


.10 


c 4.Q*^r ?000 

^ I- 

C?' c 

T ’ V 

h ^ 

I 

jos /“ 




A' as ci'f 

!»ucher»vgnl^ffxi^f 


Al)b. 4. K:nkk«u)dul 7% all Fiiitktiwti dm 
Schlaiikheitggra'tiei *4" 




iWim* 


T liiKTUKmrr 
I fitjcisfrfff 

S t 0 l-'jf #i f (|«#4, 

\ X tiiK«<iTi(rr 

I \ t »'!#«.»» 'I 


1..-.S" . <(' 


Abb., «lrr auf die 

Srliwrr|»ititkt Ki*l€kit|iiiiii*uiig, 


Knicken bet exurntrischem Kmfimtgriff^ 

Die Priifung de.s Cdeicbgewichts zwlschen d«« Ai.griJf,sm,.„H.„( der auUm-n Kraft P 

uiid dcni MoiiK*nt dt*r inut*r<‘ii ii * i* • » 

nichi mehr K •. •‘ ••"t 'tuiden Krafte A/, uii Kiuekiim.isdmiii er.streckt .dch 

cndUcher Au.sbiegungca ik>^ gedriickten Stabe.s. bcsf.mtuter, 

Bur eine bestnuinte firuiulisiiatuiiiiie « ^ ^ i r* * • * 

1 .msipaiinung o* wm.Je fttr veiMdurdeiie willkiirlidi ange- 

, / • b’^^T Wcrte der StHnnie der Kandfaserdehmmgen A 

/K>hs te t dan Moment M,- 

^ f k^aph'sch bestimmt und der ZVModu! uus der Beziehung 

IKJj « -r -J// A 

i^£Wuna£'‘^y T„*MLh ' J a 


? ’ll berechnet. (Abb. 6.) 

^2^ r willkilrlichc Wahl von A iKielnthdit die (iroBc der 


J ’If berechnet. (At 

II || ttenoeem , Die will 
MdfF^ ^*-Werte nicht, 


Auf Grundlage diesc.** Vcrfahrens tvwrden the Moduli 7* 

mbnTbf 1 c Grundspanmmgen ,, aB Funktioncn der 

rar eadhche Auabiagaageu. Summe der spezifischen Randfa.Herdehmmgen A in berechnet. 
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Die so erhaltenen Tx.-Werte sind auf der Abb. 7 graphisch zur Darstellung gebracht, woselbst 
auch die zugeordneten grdfiten Randspannungen eingetragen sind. 


[ 2500 hg /err? Randspannung 

Modufi-TKrur verschied. Schwerpunlt-Grundspannungen 

als Tunltionen der sunnnne der spezifischen Randdehnungen a in %o 

SunornederspezifiscrrenRonddehnurigen - iAo+AQdx .XnAi 

dx dx ^ ^ 


MOduhM. h . D, 

3 ^ w.A. ^ j 


Ji 

A 



Beziehung zwischenderSumme der 
spezifischen Randdehnungen a und 

dessfebes die Sinuslinie 
_.genonn- 


hnichpfeil fii; vvenn als MnicKlinie 
>abes die 

rnen wird. 


Abb. 7. 


Der Kriimmungsradius besitzt in Stabmitte (Zweig einer Sinuslinie durch eine ganze 

(Abb. 8) 


Sinuslinie ersetzt) den Wert 




und da 

h 


P = T 

folgt 

tl 


womit der Biegepfeil / in Stabmitte mit der Summe der spezifischen Randfaserdehnungen in 
Beziehung gebracht ist. 
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IJalcr Zuliillcnaliiiic dcr '/yMoiIuli fiir 
sprcchend versciiifdi'iu'ii Wcrltii <k‘r SimiiiU' dcr 


Mrc^rcrigri| 

exzenlrisch. 

Smisiirvie „ /] 


srctoxe 

hrumm. 


Zweigcier 

Smsiinie^ 


it 

4 fti* 



Ahk t. 

Ikriiititiirr Ml# I*, 


,r!rjrw"f ’'“''■■‘“‘■'r*''"'" , .li,. Kllrvc 

(id M/«WiTte nils fk*r 

.♦4 / ■ J • 4 

I * •' /t 

aufzeichnen. (Abb. 9,) 

Bestimmt man nun die Strahloi des Slrahk.,i!ni.c!a-b .l.r Xi.m.rnt,. i/., = 

k f fiir vtihdikdtru Schlankheitsgradc , wtdiei / clurch die Siimtnif der Randfaser 

dehnungen A uuk d.r Ik-zidumg / = | au«ge.Jruckt wi„l. nnd /id,, e«t.|.rad,end <k-,n 
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Strahlenbiischel an die M;-Kurve Tangenten, so geben die so bestimmten Berithrungspunkte die 
Gleichheit der Moments der du§eren exsentrisch wirkenden Kraft P* ■=. Oi ■ k ■ i 

■ unci des inner cn aiifricMenden Moment es 



Die Kraft Pi entspricht somit der Knickkraft, welche am Hebelarm f = {p -\- f) des 
verbogenen Stabes wirkt. Die Exzentrizitat des Kraftangriffes wird durch das Exzentrizitiits- 

mafi w = ausgedruckt, worin p =■ urspriinglicher Exzentrizitatshebel am unverbogenen 

h 

Stab und k = Kernweite des rechteckigen Stabquerschnittes ist. 

Tragt man fiir verschiedene ins Auge gefafite Grundspannungen a* und fiir die ver- 

schiedenen angenommenen Sclilankheitsverhaltnisse ^die entsprechenden Exzentrizitatsmafie m 

als Punkte in das Koordinatensystem 4 - (Abszisse) und (Ordinate) ein, so erhalt man durch 

z . ■ 

Verbindung der gleich groBen w-Werte die jeweiligen w-Kurven, z. B. fiir m = 0,5, i, 2, 3, 4, 
5 und 6. So sind die T.K.V.S.B.-Kurven der Schwerpunkt-Knidcspannungen fiir verschiedene 
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Knf^csp3oriur^ I* /cm ^ 


T.K.V.SB-Kurven der SchwerpunW-Knickspani 

Bel8S^u^g exzenlrisch . ExzenWzil-ahsrnas, 

Quenschnitt rechhckig. 


K^fckk^af^ Pk « dn • F 

F^Flicha dm Stab mrnchntl'ien 



t(trnwffi¥ k * 








M. Ros, Zurich 


die Auflagerverschiebungen und 

die Neigungsanderung der Auflagerplatten. 

Die festgestellte mittlere Proportionalitatsgrenze a^=: 2,00 tjcm^ und die Quetschgrenze 
— 2,67, sowie der ganze Charakter des Druck-Stauchungs-Diagrammes (Abb. 12) stimmt 


■Bf.z.e? 





%o tS" 10 '“5 . 

Dehnungen h%o 


Y 10 15 %o 

i-0hhi.)i2en-Apparar 


Mi[[elv\erre 

aus2 Profilen, 


Spezif. Dehnungen in %o 

I _ 1 1 1 L 


; 0 5 ' 

A 1 

T f — rrr - 



■ 0,5 0 , 5 - 


• 1.0 1.0 - 


■ 1.5 1 . 5 " 

2.0 2.0 


• 2.5 2.5 

y 

5.0 3.0 








Spezifische Dehnungen 

fltr die Flanschenkante s^ Mittelwerte aus 2 ProaieP 

Ab b, 12. Dmck-Staitcbungs-DiagraiTime. 

praktisch sehr gut mit dem den theoretischen Untersuchungen zugrunde gelegten a-X-Verlauf 
der Abb. i tiberein. 

Die Ergebnisse der Versuche vom Schlankheitsgrad 65 und Exzentrizitatsmassc 

w = o, I und 3, sind in der Abb. 13 zusammengestellt 

Das Endergebnis der Knickversuche ist in Abb. 14 zur Darstellung gebracht. 

III. Zusammenfassung und SchluBtolger ungen 

I. Das Knickproblem wird, als- Gleichgewichtspr oblem, d&s sich nicht auf das Erreichen 
einer bestimmten Randfaserspannung zuruckfuhren laBt, von einem einheitlichen Gedanken be- 
herrscht. 
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2. Das T,K,VS.B~Verfahren fiir die Bestimmung der Tragkraft zentrisch und exzen- 
trisch gedriickter Stiibe besitzt allgemeine Giiltigkeit und lafit sich auf Materialien verschieden- 
ster Spannungs-Dehnungs-Diagramme ausdehnen. 

3. Die Uebereinstimmung der Theorie und der Versuche ist, vom vStandpunkte der Praxis 
aus, eine selir gute. Die Abweichungen von 4- 12 % liegen innerhalb des Streuungsgebietes 
der Festigkeitsqualitat des Stahlmaterials selbst. 

4. Die Exzentrizitat des Kraftangriffes vermindert die Knicktragkraft bei gedrungenen 


und mittleren Staben, — c;" 100, viel starker als bei schlanken Staben. 

t ^ 

Der verhangnisvolle Einflufi des exzentrischen Kraftangriffes auf das Tragvei'mogen der 
Stabe gelangt in deutlicher Weise zum Ausdruck. Im Kernrand gedriickte Stabe (w m i) 


tragen fur Schlankheitsgrade von- 4 - bis 100 rund die Halfte (55 %) von zentrisch auf Druck 
beanspruchten Staben (in = 0). 


5. Mit waclisender Exzentrizitat nimmt das Tragvennogen in vergleichsweise geringerem 
Mafie ab als das ExzentrizitatsniaB selbst zunimmt. 



Abb. 14, T. K. V. S, B.-Kurven fiir exzentrische Bekstungen, m = o,i md 3. 
Versuchsergebnisse E. M. P. A. 1926. 


6. Da Exzentrizitaten des Kraftangriffes infolge geometrisch nicht absolut gerader Stab- 
achsen (Richten), nicht ganz gleichmafiiger Gefiigebeschaffenheit (Unhomogenitat), praktisch 
unmoglicher, genauer Zentrierung des Kraftangriffes (Reibungen, Einspannungen) und bei Each- 


M. KOS, £11 M I r U 


werkstiibeti infolgc von Ncbcnsfxtmmngm vcrnictch'r K>it.tcnpHitkhv,<u„ini,i";-H -s n 
vermcKloi. sirul, i.s( cs gcrfchtfortigt. insheson.im* luit K.icivMrhf aui ,Ii.. ,„r,..Hclu ('■•a 
Nehenspaanungcn von jo % tier Gruml.siwnninigen, hei .iei lienriviluiif .le, wirklidu'!!* k' -'T 

s.du-rl,dt ,i,it rim... lUzcIrhilSumaff m ,,.. 5 , ,ili i., vm?; 

der Kernweite, zu reclinen, ^ * 'Hrtel 

/• Bei niiftelscldanken .Stiiben ■: .jo his ,oo wir.l. ini tiegens;,!/ /n .U,, aii.leru Sehlank. 
iK-it.sgnuien. , lurch die Kinspamiungea der Siahea.Ien .iie Knickt.-siigkeii mu utni^ .-rhuhi 

Gennge Kachgiehigkeiteii der eingespaiinfeii SliiiH-mieii gtiiiigeii In i weniir .n i 
M.. >ri., u... ,lie j;rl.Sl,....K ,1...- TraKkiritl i.ifi.I^.o ,1,. i;i..a|, li, '"f™ 

l.kclm riser, .cr l.-.dmerke ....ri.kmrvks,. siri, v,', a , ., 

.U...SO.. rascl. a ., .cl,,,...,, ..w., „„.|,r ,„i, ,|c„ 

0B.,SC|,, f.„. ,„d„ .S-f 5 r,„iK vcrlmKcc, Dr„ck U.,,„s„r.,d„I: |.■,:d,„.,ks,„;m , . , ‘I 

Cnii(ungen) he. der Jk-rechming tier Knieksicherheir .lie gaii/e iheoreliscl.e Siahlanm- 'T 
0.8-fache als Knickliinge zugrunde z« legen. 

a iMir Konstruklionssiahle. de.-en Dnick-Siaudnuigs I )ia«.a.nn,e hi.i.e.e o.k... „■ , ■ 
struktionmnateriaks aufhluelul tiLilnke^ K 

ermoglicht, das Verfaiiren at.szudehnen auf; ' “‘■‘k't. 

a) die Beurteiluiig der Gehalir des Ausknickeiis in tier znr Kraflehene winkelrechten Rich. 

bV (irBe'^H?* ' ” in einer der Hi.H{.tach«eii exze.m isch erfolg) 

b) die Bestunniung der Tingkraft bei nach Indden Achsen enzenlrisch gedrJci.en Staban, 

c) die Ivnnittknig der Knick-Querkraft « nn.t ci. .. 


......t..ung ner ik»ick.y«erkraft CW=/i.;,. ^ ,,ie Beniessuug der 

d) .lie* KnickstiilH-n f Vergiderimgeii. Hin.febleche), 

ricerkri, -'•"“■"‘•''w™ ou.*, „ic K„,ck- 

e) die mieingeschrankfe Anwendung des Verfahrens von ViANFr,w. 

init Achsklldmcrbei^Bn^^^^ *»«"‘^!‘n>chten lialken olme und 

^ ^^cnswldiuck be. Beausprnchungen iiln-r .fie iVnjKirtionalitiitsgrenze. 

Bericht d^mppe V^tr?T\ks“B.‘t»f’. I'iscmcr Fat h werkbracken-t . 

und Pnixm», Stsptember 1926. ^ ***** «SchweizerMel« fngeiiieurhauten in Theorio 


Mittdig, “** Kn.gtmldeehen eisemer Fr 

ung8.iruutcn des Vereins deutaeher Ingenieure, Heft No. j(o, 


lichwerke^ 




Ueber die Knickung von Staben 
mit Schneidenlagerung*) 

Von P. Fillunger, Wien 

Man pflegt in sehr anschaulicher Weise von «Spitzenlagerung» oder «Einspannung» zu 
sprechen, wenn man gewisse Randbedingungen eines auf Knickung beanspruchten Stakes be- 
zeichnen will. Sie fiihren zu den gelaufigen einfachen Knickformeln, erschopfen jedoch die 
ganze Mannigfaltigkeit der moglichen unelastischen Stabbefestigungen nicht. 1 st zum Beispiel 
ein Fachwerksstab durch ein Knotenblech festgehalten, so kann sich das betreffende Stabende 
parallel ztir Ebene cles Knotenbleches nicht, senkrecht zu dieser Ebene aber sehr leicht drehen. 
Aehnliche Verhiiltnisse konnen auftreten, wenn ein Stab an einen andern mit sehr groBer Biege- 
steifigkeit und geringer Verdrehungssteifigkcit angeschlossen ist. Eine solche Befestigung moge 
im Grenzfall, wenn das Stabende in einer Ebene sich ohne Widerstand, in einer hiezu senk- 
rechten Ebene hingegen gar nicht drehen kann, als «Schneidenlagerung» bezeichnet werden. 

Zunachst sei vorausgesetzt, dafi beide Enden des Stakes in Schneiden gelagert seien, 
welche senkrecht zur unverzerrten Stabachsc stehen raogen. Hire Lage ist ferner bestimmt 


k% 



durch die Winkel (p und (Abb. i), wobei x die Richtung des grofiten, 3; die des kleinsten 
Tragheitshalbmessers, b die Richtung der Stabachse vor der Ausbiegung angibt. Es genugt 

und 

anzunehmen, letzteres deshalb, weil bei isotropem Material Spiegelbilder gleichwertig sind. 
Dann sind noch drei verschiedene Lagen der beiden Schneiden und mbglicli, je nachdem 
beide Schneiden in den gleichen Quadranten oder in verschiedenen liegen und zwar so, daB 
entweder die .ar-Achse oder die y-Achse im kleineren Winkel zwischen den Schneiden zu liegen 
kommt (Abb. 2). 

Die Gestalt der elastischen Linie wird durch jene zu Sj beziehungsweise senkrechten 
Ebenen E^ beziehungsweise Eg bestimmt, in welchen die Drehung der betreffenden Stabenden 
bei der Ausbiegung erfolgen mufi. Abb. 3 zeigt dies fitr die erste der oben genannten 
Schneidenlagen im GrundriB. Die elastische Linie kann sowohl eine rechtsgewundene als auch 
eine linksgewundene Raumkurve sein (I und II). 

Um die statischen Gleichgewichtsbedingungen des ausknickenden Stabes zu erkennen, 
betrachte man die Gestalt der elastischen Linie etwa in einer zu parallelen, zur ^^-Achse^ 

*) Siehe auch Zeitschrift fur angewandte Mathematik und Mechanik, Band 6"^ 1926, S. 294 u. fF 
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geneigten Rfchtun^r, wic Al.h. 4 ,!ios aiulcutc!. A» ck-r Scktid.!,. .V. „,ufl ,.ii, iAns,,,., " 

^ J /HI <'Indignvicli)K in fliT HinM.niuit-lu'iii* (ki S •!, .■ t * '*'** 

Cinmdcii nuiO in tier tiurcli .S'., iiiitl (lii‘ r-Ackse |»«.lfL'lni I'ln iie ii l ' k'U'iclier 

A,.„rilV..|,„„kl i,; S, , ,l„,,l', ! 

. » Kr«ifte 


v'uii oben 

mid zwar \ 


A 


/ jf 

/ 



/I 


/ 





. f 



Mbb.^ 

liild MoirifiKc: die fa.sl /* indi ■(fm-;!,.. . • 1 , 

,i,„, Sd„„ad.7!!„'.! "i;" 7'kr ,7 '' ■'..«»«, T- 

'lia SdiiK'iilcii mid die a-Adisc L'l'limldt Ida'iimi I ""v'd ” '*'''1 iadden durdi 

man die Uidit„,iusk„»i„„s .l„-w,(;lid„.,i. Ir.dknnI’" ' “ l,r,uchl 

•featan. Drdkant a-, y. ... Ik.,d,riii,kl irn .Id , ' cl'ichsiniiigan 

deulan a, y die AusI,i,.Bm.„, / den VrvilrdnmKllhlr™ e -ncl b=- 

ao amd m Eicl,tosako»i,m« .lurch da. .Schtn™ ■ J" Al,l..,h„is..,. „ach a, 

y s 

^ I / _ 4 .' 

* -f . _y 

^ y* I 

driickung aller I Vcaluktc ' wn 'r' dtji Riclttimgrn a, f>, t mil. I Inter- 

(-/= + A-' ell f”’’ - AV . 1 /,,' i /V 

// = i- A- 1 , 1 T"’ ~ ''' I- 

7 I ’ /"aip) + 

wissc Glk-dcr^lreMicnTd™, 'wLn c" I' “ 

t“”« ““<1 "almr SWch Null, „„„ dei Steb fS,”' A'' ''' '' 

^2 und If schr klein, so kaiin miti du a a ^ Siticl jedoch iv 

kann nun d.e obigen Ausdrtickc vereinfackn. nnd .nan vruL au.s 

- ± A', (1 - g) sm 7 — K^g sin 4. /»,, 

G 4- Aj (i — g0g — _j_ . — . 


P. PiLLtJNGER, Wien 


und den iiblichen Naherungs-Beziehungen der Biegetheorie 

— y = GjB, x” = G'lA, f = HlC, 

worin A und B < A die Biegesteifigkeiten, C die Verdrehungssteifigkeit des Stakes bedeuten, 
die einfachen Dilferentialgleichungen des Problemes. 

Man erkennt zuniichst leicht, daB der Verdrehungswinkel f eine lineare Funktion von 
2 sein muB. Folglich tritt iiberhaupt keine Verdrehung ein, denn f mufi sowohl fiir 2 = 0 als 
auch fur 2 = I verschwinden. Die Randbedingungen fiir x und y lauten: 

o fiir 2 = 0 und 2 = 1 ', 


X = y : 


uberdies muB wegen der Schneiden 


in 


x' cos (p y sin cp = 0 


und in 2 = / x' cos tip y' sin 41 = 0 

sein. Diesen sechs homogenen Randbedingungen stehen als Unbekannte vier Integrations- 
konstante und die beiden Kriifte und gegeniiber. Daher wird die Knickbedingung durch 
eine verschwindende Determinante 6. Grades gebildet, welche sich leicht nach einem der beiden 
Winkel q? Oder 4 auflosen liiBt Durch Interpolation kann dann fiir jeden beliebigen Quer- 
schnitt und beliebige Lage der Schneiden die Knicklast gefunden werden. 

Aus den Ergebnissen seien nur die folgenden hervorgehoben : 

Die in Abb. 3 dargestellten Kurven I und II entsprechen der ersten und zweiten Knick- 
last. Die hoheren Knicklasten fiihren abwechselnd zu rechts- und linksgewundenen Kurven, 
wobei der Winkel, mit welchem sie die s-Achse umgeben, jedesmal um 180“ steigt (Abb. 5). 

Fur besondere Werte von cp und 4 und von A : B wird die Ausbiegung in der Richtung ^ 
unabhangig von der Ausbiegung' in der Richtung y. Das heiBt mit anderen Worten: Das Zu- 
sammentrelfen von zwei gleich groBen Knickgefahren in den Hauptrichtungen erhoht die Gesamt- 
Knickgefahr nicht. Bei Stilben, deren Querschnitts -1 riigheitsellipse ein Kieis ist und deien 
Schneiden zu einander senkrecht stehen, lautet die kleinste Knicklast 


P = 20-19 


A 

P 


und gilt als erste und 2weitc Knicklast. Sind die beiden Haupttragheitsmomente des Quer- 
schnittes von einander nicht allzu sehr verschieden, so wird die Knicklast am groBten, wenn 
die Schneiden zu einander senkrecht stehen und unter 450 zu den Haupttragheitsachsen. Im 
Falle der Ausartung lim (B : A) = 0 wirkt eine Schneide wie eine voile Einspannung, wenn sie 
nicht mit der groBen Achse der Zentralellipse zusammenf allt. Praktisches Intel esse kann der 
Fall eines gleichschenkeligen Winkeleisens beanspruchen, wenn beide Schneiden zu einander 
parallel und auch parallel zu einem der Schenkel des Winkeleisens sind. Die Knicklast kann 
dann geschrieben werden 

Elit, 


P= 0-87 7 C^ 


P 


wenn I^g das Querschnittstragheitsmoment beziiglich einer Achse bedeutet, welche unter 45® 
gegen die Haupttragheitsachsen liegt. 

Ist nur ein Stabende statt beiden in Schneidenlagerung, das andere in Spitzenlagerung, 
so andert sich an den allgemeinen Betrachtungen nur wenig. Es entfallt dann eine Auflager- 
reaktion und eine Randbedingung, z. B. und x' cosy^ y. y' sm (j, = 0, so dafi die Knick- 
bedingung durch das Verschwinden einer Determinante 5. Grades gegeben ist. Ist aber ein 
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Au su|et des pulsations critiques de torsion 

et de flexion 

Par Ch. Platrier, Paris 

Dans un travail paru dans le Journal de I’Ecole Polytechnique (1925, page 93) j’ai 
etudie le probleme suivant qui est une generalisation du probleme fondamental de Cauchy 
sur rexistence des solutions des equations differentielles, savoir: 

Trouver dans un doniaine donne une solution d’une equation integrodifferentielle lineaire 
telle qu’il existe entre cette solution et ses derives en divers points du doniaine des relations 
lineaires distinctes. 

Apres avoir introduit, suivant une methode bien connue, un parametre X dans I’equation 
de Fredholm a laquclle j’ai ramene la question, on pent conclure immediateinent que, sous 
certaines conditions de continuite des fonctions entrant dans I’equation integrodifferentielle, il 
est en general possible de trouver une solution et une seule; qu’au contraire si une determinante 
D (X) de Fredholm est nulle les valeurs de X sont critiques, la solution devenant infiniment 
grande ou autrement dit cessant en general d’exister. 

Je me propose d’indiquer ici quelques consequences physiques des resultats precedents 
appliqu& aux problemes de tension et de flexion des tiges. 

Dans ces problemes le parametre X s’introduit naturellement et a une signification phy- 
sique X = carre des pulsations de torsion et de flexion quand les efforts de torsion et de 

flexion, consideres comme fonction du temps i sont sinusoidaux, elliptiques ou hyperboliques. 

Dans cette communication breve nous nous limiterons a des cas tres simples en ren- 
voyant pour plus de details aux travaux suivants: 

Cours de Technique des Vibrations, Universite libre de Bruxelles, 
Fascicule i (1926). 

Compte-rendus de I'Academie des sciences de Paris, Tome 178 page 1685 
(1924) 


VAN DEN DuNGEN 


Charles Platrier 


Journal de I’Fcole Polytechnique. Sur une application industrielle de la 
theorie des Equations int6grales lineaires (1925). 

Comptes-rendus de I’Academie des sciences de Paris, Tome 178, page 1685 
(1926). 


I. — Pulsations critiques de torsion des arbres de transmission 

Considerons un arbre de transmission de longueur L admettant un axe de symetrie Ox 
et appelons tranche infiniment petite de cet arbre la portion comprise entre deux sections 
normales a Ox et infiniment voisines. 

Sur chaque tranche infiniment petite nous supposons que s’exercent des forces exte- 
rieures reductibles a un couple infiniment petit d’axe Ox et servant uniquement a tordre I’arbre. 

Tons ces couples sont sinusoidaux, de pulsation commune-^, de meme phase qu’il est 
loisible de choisir nulle, mais d’amplitude variable avec la tranche consider6e. 
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*^utour 


St)it c{x,t)d.r le cimpk’ mlmvm qiii >»VKriw k riii^taiit / mu la iraiiclH! comprise 
outre Ics sections x et x -j- dx el S'oil tl i*c, I) ! angle iluiil ti4tfii«" |*i '‘.I'eiinii ij ahscisse x ai 
dc O.r a riustaut / par rai-»|:Hirt a des axes fixes, 

Dans larhre stannis a I'aeiiun iles eoujdr.H rxirrimir^ >r *lr\i/lM|,,peiif leiisioiLs mte 
rieiires. Xous les supposerons telles «{ni% laHir la sreiii*ii x Irs ideniriib du cote 

choisi piair origiiie .r n de rarhre exerctw siir !r^ rlriiieiii^ Mtiies du isaP de 1 extremity 
s :z: L ua cnseinfde de leiisicins rWnctildes a iiii oiii|ilr lia.xe dx 


yC^r,/): 


‘A'ta I 


d II i I , /I 


tl .1 


dit couple de torsion eii x a rinstani I; kix) r^l iiii corfiieiriii de uni i|e|ien(l de la 

nature du metal coinposant la setlimi ti dr la foriiir dr erilr sreiiuii, 

AppIu}UonH a la traiiclie x, x 'i- dx, le tlirorrnir iinaiieiiH eiiirfn|iieN par rap|)ort 
a Ox apres avoir conviuiu tie tlesigiier i-sar lUM dx stni iiiniir pai lappm l a M.r ii avoir pose* 

/ 


nxdl- 

nous ohtenons !a relalioii dittei'eiilirllr ‘ 

ti 




tl {a , il ■ V a HI . 1 /# 


/” 


I , .. I , i { 4 1 

I A t Ij I j ■ u ■ I A* Di 


#/i 


II 


Mais IX (.r) dtnl rire irl i|uaiix rxlirndtes dr rarliir ,i' ■ ■ m .r um; ctiriililloti^ dite 
comlition a IVxtremite, suit salisfaitr, Cln ilira: 

Qu*i tme extrtiiiile la lorsiuii ril lilirta m crtir ri»t iinr jr coii|ilc 

* 

soit constiuniiient nul mt wtif vxIrciiiUt', cVut a «lnp . n r»i crlir rxircmiuK 

tli 

2 . (Ju'i! uu fnea**tmiifnl jjjtrfaii ii l.i rii um* i xinuuJt* gi 8 (x,t) est 

coiistanmieiit mil f» edit* cxti^iiiitc eV)*t a u zl »> rn c«iic rxlirunir, 

'frois ra*. imiurniit iloiif m* : 

I’rcniuT Cits, Aiik mUcniiitA, la idirkittu i*!! lilitr, rV*tt Ir (.'aH k* ptiis fretjuent 
(Ians la pratiiiiu*, 

a' ju) ”*'(/.} f* 

Dmt.Hiiiiit* cas. — Aiix ilrti\ ridri'iiiilrii, il r^i#(tr uii rm'.itu*. imnJ lU* torsion 

«(oJ =:«(/.} u 

rroi»i«*iii« cas, A uim vxtr^niill, tl rvi^ir uu j.aii.iit .It* ft a 

rauirc la torsiuii wi lilirr, 

a{ii) = a' (O ~ “ *“• ** (i>| =■? a (/,} i» 

HaiiJi CfS liy{Mtthcsc^ j ai omclu, Pti a{i|ilu|ti;iiit lc« t('»ulsai<> du j»ii44*im' jit'iifralist* ie 
Cauchy quil fxistt* une vateur ctiticjtic ilu cairr «!<• li |>uli,*ti*»n «1»* torsion, 

ci'hl-a tliri* dcs {tult,ali(iiu» cnrri<»punrlantrit ilitp# ~ jiuhatimui entujurs* i »t»i resonances 

de torsion i*t |«*s lalciirs rritiijtir« i|p * wait |p«i irune ^miciuiu rutin «• ru , .i zeros tons 
r&ls, Hiiiijilt's ft itoHifif*. 



Dans riiypothese tout a fait particuliere ou Farbre est homogene (if, i constants) ces 
valeurs critiques sont par exemple: dans les premier et deuxieme cas: 


dans le troisieme cas: 



(n entier) 


J’ai d’ailleurs etabli des tableaux de calcul qui permettent de determiner lesX=-^ 

critiques avec une approximation aussi grande que desiree dans les cas plus complexes (Journal 
de TEcole Polytechnique 1925). 

II est remarquable que si dans tons les calculs precedents on remplace les sinus ellip- 

tiques par des sinus hyperboliques on ne trouve plus aucune valeur reelle critique de car la 

transformation revient a remplacer par ( — T^), Nous traduirons ce fait en disant qu’il 
n’existe pas de pulsations critiques hyperboliques de torsion. 


n. — Pulsations critiques de flexion d'un pyldne comprim6 


Soit un pylone de grande hauteur L tel un pylone de telegraphic sans fil assimilable a 
une tige mince comprimee. Supposons-le en etat d’equilibre elastique sous Faction des haubans 
par exemple; supposons en outre qu un vent exerce sur lui une pression unitaire horizontale 

W z=zV(z) sin vent sinusoidal elliptique ou W =zV{z) sh~ rafale sinusoidale hyperbolique 

(T constante, t variable temps). Proposons-nous de determiner la deformation horizontale 
supplementaire {z, t) qui en resulte pour la tige clans les hypotheses habituelles de la resis- 

f t . f j / \ 1 . 


tance des materiaux, notamment en n6gligeant les termes en 


, Soient 0 (z) la compres- 


sion de la fibre, E le module d ’Elastic! t6, p la masse lineaire unitaire du pylone, / le moment 
d’inertie de flexion de sa section. L^equation 




W (I) 


exprime le th6or^me du mouvement du centre de gravity suivant I’horizontale Ox de I’element 
dz de cote z. II en faut trouver une solution ;r (z, t) telle que (quel que soit t) 


io,t) = o ts “ = ° 


b^x(L,t) 


si on suppose par exemple qu’a la base origine le pylone peut osciller autour d’une horizontale, 
cas frequent. 

Cherchons a satisfaire a (i) par 


;ir (g, t) = a (^r) sm oil X (z, t) = a. {z) sh ^ 


- (3) 
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■,Si<:)-,;: («::’) -A < w 

Imiilons-iious :i IVxfmiili- .sutlisant [Hiur numim* irasiitlicaiiuiis iiulttsu i,.!|,.^ {{ i u . . 

^ ' * • » V, p sont 

iles cuiistaiiti‘s et i • ■ v.^ (p <*t amstmt^h 

Dans le cas tk* !a rafale siiniMiiilale kyj»erfif:*lii|iir, 

a (5) V i*ms f 5 ' |- i'i m*i f (p - l . . 

p ' *** *** I5j 

(_} (I) et ( I i (p) ctaiit les quaire racines %lv ! equal itiii rii 

/./,4 i «, _ 

Dans le cas ile la rafale siiitthikiia! liyiirrlmliijiir, 

a(;:;‘) ^ At^^^ ei^s f s (r /ir 1 /#/ . j ^ | 

(‘{; (I i; I <^.i) ctant les quaire racities «ie requalitiii rii s 

hl,i 1 «.v.' : u (6a) 


‘ i ^'iil (S^) 


hl,i 1 «/-• : u (6a) 

Dans les «itni>c ca> AHVli siiui .U-n cmisiaith". a pai U - cuii.fitiitiis (^) ou 

I’ou retnplacc x par a. Ouaiuf k- ikUTtiiiiiaiii /> j / J •k*'. r»K panrnis ilr fvs ci»itJ.tjiiiu-H i-st nul, 
Cflles-ci (kvicnmnit iiiliiiics, <loiic .r (r. /). a ilirc ij« d nV^t pki<. lui^ifilr dc sup|K»stT in- 
finimtnt pditr* la atftiriiiation du jtyluiic di»nl ia chaii'f d«’ lunad drvkiii cunMdrrahlf, Lt> vent 
sinusoulal ellipticnu* ou la rnfaU' Miiiusoidak' iiyjit>il«j|i«jur -iini .dm*, d^l^ fiiliipu’s jxjur la 
flexion du pylone. 

Or dans les hypotheses fiS), Ics l> (/ j peuvenl secrire: 


f/f'ii/, /ifHg fl, 
li ^ 

.V// ■!()/. X/fli'fl 


(vent simiHtiidai ellijiitnui i. j 

(ratalt* siiiUMiidalr hv{)(-tlM>hipii'>, ^ 


II en resulte d'apres |(.) jpie « il v desi>{iiaiit deux vaiulde-. jrrik s, les ^..di-tiis ciititiues 
;• ties (tulhations de flexion stud tielintes |i.u k> nlaltuio., 


Vent sinuwjtdal clliplitiue 

/// U tilfig V 


HaMv (linuitoniHlr }tyjii-rl«<h<j»i' 


nn u am ■:• 


pU — ffS : 


X'~ 

p/A 


„i I - |.i 


/ / 




Nous ctmcliiHJtis aktrs tpie itour uii pyiune de k4t({tieiir dtutiiee •• m i tt«»n et et impression 
constante du type etudie ci-dessns, i! cxbte toujour* de» vetd* ciiii.ni. s Mmi .n l itix elliptiques 


Ch. Platrier, Paris 


en nombre infini et des rafales critiques sinusoidales hyperboliques en nombre fini si la com- 
pression est suffisante. 

Ce dernier phenomene est particulierement interessant a signaler; il met en evidence un 

nouveau genre de resonance a la flexion; une rafale V(s) sh dont I’amplitude F (^) estfaible, 

mais de pulsation critique, peut en agissant un temps tres court produire une deformation 
considerable du pylone suffisamment comprime. 

Signalons en terminant que des consequences de meme nature que les resonances ellip- 
tiques de torsion et les resonances elliptiques et hyperboliques de flexion doivent se rencontrer 
analytiquement dans Tetude de tons les phenomenes vibratoires elliptiques et hyperboliques en 
particulier dans I’etude des circuits electriques oscillants. 

II serait en particulier interessant de proceder a des experiences d’electricite de nature 
a mettre en evidence la resonance hyperbolique qui constitue un phenomene sur lequel I’attention 
des physiciens n’a peut-etre pas ete encore appelee. 


Ueber die Bcrcdinung dcr Binbculuiig clcs glcidi« 
mabig gcdrucktcn Kreisringes 

V <> It K . 1 ’’ <* <1 i' r !i n f f I' , t • r a i<! 

Bolcuti-t p ilio Aulienpn’ssinig aiif ilic l-augi*!irin!u'i( fiiii-' Hin^^i’s, tifssfii i lalbmesser 
ini gedriicklen Zustainir a i>!. H >Hc liii-guiigs>u-iliKkci! fur «lir /ui HiiiKrirt-iu- snikmiitv Quer- 
schuittssdivvfrachsf, danii trill iliu VfiiurKung ( luiihruUiug s •I*-'- Kuik*-, iu suiiirr libene ein, 
wtinu die Pix'hsuiig »!i‘u kntisclK'!i Writ 


iibersclircitft uiid cs ii.1 dir Krtimmuiig K drr ilH-urn Kurvr, lu dir >.irh «lrr Ring vrrbirgt, 
nach M. Lkw ') grgrbrn tiurcb 

^ i ) ■■ (I) 

weiin r tlir riiirn lirlirliii^rit »lr% vuiti l\triHfiiiltrI{i«iikte 0 ist 

Die Ktrcnge Integra! iuii vtni (i|, die srlir Mreliiitiiigrn rrftiidtii, wiirtle von 

ti, 11 ali*HKN^) mil llilfr vtni ellijiliHdirn l'niiiklii»iirii grln^lrt. 

Fill* praktisdie Zwrcke verlaiigl mini in rrairr Liiiir »lir fimir inii'r Fiiihrytiiiig zu 
kmnen, die «ich bri kkiiu^r FdirrMdirritiiiig dr^ rr^^lni kriiiHinii iJrtiirkrs ciiijilrllt. Wem 
es sicli nur um die Ikrecbiiiiiig drr Cd'ii|iV dm kiiii^iiirn ItriickrH liniidrli* grniigl en lirkaiinllich, 
die elasti»cheii iiriiiidgtrktniiigeii in jriirr vrmiibiiiiitii b'sniii dir liri llrsdiriinkimg 

auf die kleiiien Gliedcr I. Onlmiiig in den *| Ha dirse Gremb 

gleidmngen liuiiKigeii no blritil ikilnd ilir tiriiii Kiiirkrii dr.^ Miiigr** *itiflrrtiiidr Farm- 
anderuiig uiilieHtinitiil. Filler der Vfiriiiiii?»rl^4iiig riiirr klniirii Trlirf de^ i, kritiiidicm 

Druckes liillt sidi alier eiiie veilialtid^*itiaUig riiifartir Xalirrtiiig*^iri1iiiniig aiigrbriy ilir /ai einer 
iHHjuenien buriiiel fiir dir bri dri Vrrltii-giifig ritt%lrlieii*irii \‘rmr}iirliiiiigrii fiilirt mid Iikr 
initgrteilt wriulrii m»!1. 

h Olelchitngan 4m (ilelchiewiclitts 

Wird der Ring uh niiihiii# iiii Siiiiir drr iiiatbriiwii^dirii bJa^ii/itaHilirnrir lidnidifet, 
so gelten fiir eiii Btigeiirleiiieftl tl$ ifrr drfiiriiisrrleii lliiigarli^r, «la dU Ktafir iinr tlk 

Normaldnieke p dm Hiiigm iii lirtradil kiiiiiiiirig fulgnid*^ i#lrirligri% irbi^gl* irliiiiigiii 

I <=> 

™0 ... ... ... ... {3) 


') Juurniil (k*s MalU/'tnatkjues Pure* H A{)plk}ul(s (iSi4) t i«. j* 5~.H 
S) Ciimptt's lentUis Ac. Si*. (1884) t c)8. p. 411—435. 

]. BouHsmt,.s(,\ C’uiiijitcsi rendui Ac Sc. (1885) t fij. p. 845—144 $ 

“) A. K. II. r.t,vF, laihrbucli der Efaudiitit. Deubtdi vtw A Tuidtr. \ IVubnw. 1907: 
p. 456. 
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Hierin ist G' das Spannungsmoment, fiir welches gilt: 

I 
a 

N, T bedeuten die Schub- und Langskraft an der Stelle S des Ringes. Aus den Gleichungen 
(2) und (3) wird durch Entfernung von T die Beziehung gewonnen 


7 =bIk- 


is) 


d^N 

ds^ 


I dK 


Da zufolge (4) und (s): N 
gleichung geniigen: 




B so mu6 gemafi (6) die Kriimmung K der Differential- 


ds 


d^K 


^^3 




dK 

ds 


I dK d'^K 


K ds 


ds^ 


3 )... 


(I) 


3 ) Aus (I) lafit sich durch eine einfache Umformung die nattirliche Gleichung der elastischen Linie 
in difFerentieller Form darstellen. 

Fiihrt man anstatt des Bogens s den Winkel ■ 9 ’ (Abb. i) als unabhangig Veranderliche gemafi 
Kds = d^' ein, so geht (I) iiber in 

2 p d 


(Jl. L 2/ d I i\ 

\ B d^ \k I ~ 


woraus durch einmalige Integration mit a^ als Integrationskonstante folgt 




(a) 


d 


Setzen wir nun 


z, so entsteht aus (a): 
ds , _ Ap 


2 K 


'3 


2a^K 


dK ' B 

Die Integration dieser Gleichung ergibt mit einer neuen Integrationskonstanten ; 


» = ± 1/2 (<% + «■ + 

Oder wegen Kds = d^*: 


2 


ds 


)l2.dK 


“t~ 




£1 

2 


(b) 


Dies ist die natUrliche Gleichung der elastischen. Linie in DifTerentialform. Mit Benutzung der 
elliptischen Funktionen in der Bezeichnung von Weierstrass lautet daher die endliche Gleichung 

7 Z 

2 


K-- 




-fP'v 


IP 


( 4 ) 


(c) 


■!f>v 


worin J’ V = IP' V 


2 p 

~ 1 b 


und i die imaginary Einheit ist. 


Die Gleichung (c) kann nun als Grundlage fflr die strenge Untersuchung der mSglichen Einbeulungs- 
formen dienen. Die Integrationskonstanten sind festgelegt diirch die Bedingungen, dafi der Ring ge- 
schlossen bleibe und seine Lange nicht andere. 

*) Diese Gleichung findet sich bereits als Sonderfall der allgemeinen Diflferentialgleichung fdr 
die Kriimmung AT bei beliebiger tangentialer und radialer Belastung in meiner Arbeit: „Zur strengen 
Theorie der Bogentrager.“ Osterr. Wochenschrift f. Off. Baudienst, 1911, Heft 33 u. 34. 
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Diese Gruntigloichuiij' fiir <lk' Kriiinmimj' des ilfformii'i ton Riiip’N int insn in rino (Ilnchunp 
fiir (lie Vcrschiclnnigcn iihcrznfiiliren. 



2. hczeiclmc it die radiale, zinn Kreistnith'li'unkte \'<n niii« Intiii;, re die in 

der KreistangeiKe iiii Siiiiie wacltsender •' jHn-iHve Vef M’hieiuirij^, danti Iniln'n wir 

die Kriinitmmg K diiroh die.sc wcj'eii der Kleiidieif \tifi /« eln-nf.dl^ kleinen Werte ii, w 

tdn.schlieBIich der (tlirdu lu'iljerer ;d> i, aiiNzmit tiekm. withe* tmeli it. tc der He(lin},nmjr 

der Dehnniif'ijlosigkeit ^'entigen inii'.-en Her Pmtkf /' < Ahh, i t gel.mgl iiihage der KiiilmdunK 
nach /" iiiit (len K(M>rdiija1eH 

.r =t- (it — it) I nx tp re xtn 

/ = (a ~~ a] xttt f j . ft* mr <p ... 

Hiemit wird 


( 7 ) 


l£x\^ 

\ 4 i' 


(it — it d ft*‘f ^ (ft» I w'j* 

Die strenge Bediiigimg der I )ehim»«sk»!.igkeit l.nite» dahr*. .|.i ,/.» 

0 = {ft.* — /,) j. j f ,/j|» , I 


ml ijt* sfiij soil ; 


( 8 ) 


Alls der I’Viniiel 


«' »•" 


«•' r’ 






"■ f “ (.r'*") >“)¥, ,,1. 

errcchnet s-ich niit Jh-initzung der ( iieichimgeii j;) tiiid deirn Ahlrifmigen 

1 .... J_ . ?«'* f «" , I 


A' 


«8 


(V — u\ (ft*' I w" } — (ft. j ft* I (ft." 


.v’t (9) 


Oder 


b « Cf ) 


(i**) 


vomit dit Kinuimung der elaMtischen I.inie ulrengr <lurch die Veisehi* Imugejt u, w iitid iiire 
Ahleitunger, amsgedriickt }«t. (k* die ctoindie Liuie de. R,„ge» hei kleine, I Vlrrsehreitung 
*(s I. ntrschen Druckes emc angenahert eJHptinche Ciestaft hat. ;*lst. irdenf.iIJs K O wird, 
so ann die (,nindgleichung (1) mit Hiife von (lo) in die (..Igemle fin « iilierKefidirt werden: 

and anas^c^charcm atith ;nw ih-u Fotineht in den f,ji 289, 290 

anti 253 des umstcliend gcnannten I.ehrbuche* v. Love gew.mncn ^eidm. 
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0'" + (i + 0' = (0' 0" — 00™) — (3 + 3 ^ 0 + 0^) = £2 (?) ... (I I ) 

Vernachlassigt man die kleinen Glieder hoherer als L Ordnung, d. h. wird S (99) = 0 
gesetzt, imd beobachtet man, daB dann gemaB (8) und (9) : 

u = 


^ 

wird, so lautet die vereinfachte Gleichung (ii) mit =z 


pa^ 

~T' 


^ Q 8) (II) 

Da der Ring geschlossen bleiben soil, so mufi w eine periodische Funktion von (p mit der 
Periode 2n sein; daraus folgt, daB n eine gauze Zahl ist. Das kleinste n ergibt sicli mit n =: 2 
(n rr I fiihrt zur deformationslosen Verschiebung des Ringes), der zugchorige kritisclie Druck 

betragt also Bei Beachtung der Grenzbedingungen 

za (o) = za ZiB (o) =: zB^ =0 

ergibt sich fur die Verschiebung: 

w =z c sin 2 (p ... (12) 

Der Wert von C bleibt, da Gl. (II) homogen ist, unbestimmt. 


3. Mherungsverfahren zur Bestimmung von C 

In I. Naherung ist u zzzw^ ■z:z2c cos 2cp, womit man aus (8) den verbesserten Wert 

7L = zB - 4 - sin^ 2 CD (^ 3 ) 

^ 2a ^ 

gewinnt. Mit Flilfe der Naherungswerte (12) und (13) konnen nun die in (9) vorkommenden 
kleinen Glieder hoherer als i. Ordnung beriicksichtigt werden. Streichen wir dabei die Glieder 
von hoherer als III. Ordnung, so bleibt 




^ I . zv^ -\-zB 


j-cos 


2 T c 


jsm4cfsm2cp ... ( 14 ) 


a ' a‘ ^ ' 2 a* 

Hiemit wird Gleichung (ii) ubergefiihrt in die gegenuber (II) verbesserte Gleichung fiir w: 


ZJU 


■+ (2 + 


B 


ZJU 


f“ h + 


pd 


ZJU 


c c 

6Zo4~i sin 2 cp — 1620 — sin 49 — 972 6 cp (l S) 


* a 

wobei in alien Korrektionsgliedern, die n enthalten, hiefur genau genug der Wert 4 gesetzt 
wurde. {n ist, da p > vorausgesetzt ist, etwas groBer als 4.) 

Die Gleichung (15) laBt sich durch den Ansatz 

zv — c sin 2 cp c^sin 4cp c^sin 6 cp ... ... ... (^ 6 ) 

integrieren, der die friiher angegebenen Grenzbedingungen befriedigt. Die Eintragung dieses 
Ansatzes in (15) und Umformung des Gliedes linker Hand liefert: 


L 

Pk 


1 1 sin 2 cp — 80 c. sin 4 cp — I 6<p zz: 189 -^ 2 cp — 4J^ —sin 4 cp — 27 ^ o cp 

f a'* a a 


Eine andere Ableitung dieser Gleichung habe ich mitgeteilt in: Eisenbau, Jaht^. 12 , p. 291 . 
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Durch Gleicltsdzeit <ifr KtH-ffizienti-n vmi xin .*<;• fij-i!*! sich nir il.is K'^'-uchte c dcr Wert 


Die weitere K<iefii/.ifnlenver}'Ieidiuiifi fiihi! /»i KeiiiiUii*- liei \'<'i!tc>.M>mii}'en c 


Die K^'sudite LdhUiiK fiir tlie latiji'ciifi.'ile Vci'chieiumg tv l.tiHi-! liala i 
w = r { .w) 2 f j ('-) «« 'f i o u.*.} ( ' I fi T I 




09) 


h'iir die radiale Wi'scliieliung « ergibj sicti iiii iiiii tn.ill ii.u 
// i 2V,W2f j IV, — . t, 

Das Verfaiiieii kititiife iiiiii forip-M-l/t wetileii, indent niaii tnit dirsrn i Hdttrmations- 
griiBen eineii veriiessertcn \\‘erl vmt h' an*- ct! bi-mdiin-l ittid dm Keschildi ileit Hediiningsgang 
wiederliolt. Die Kttttvrrgetiz ist selir giil . ersiidnlidi rrltait mail riiir Fitiirierenlwicklung 
fiir ni und « als ininktiiin vnii tf. 

Aus ( 19 ) eritiK'fiiiieii wir a!s hmmtiivnilv Xtihvnnij; fun thu mniitiktlv Mafi tkr Bin- 
bmlung: 




X 


O' I -jA ,/ 




( 20 ) 


In illmlidier Weise liiBt stdi audi dir iMiriiiandninig ln-iiii KipiH-ii des Kreisriiiges aus 
seiner ICIieiie smvie hei den Kniek und Kijipi rwlicinuiigm dex KieixIutKmx, die hisher finer 
Ktreiigen Lusung nidit ziigefitliit mirdeii. berrelinm. frrilieh wn.lm die inrt weiidigen Rech- 
iiuiigen Iiieliei weifaus iitiiiisatiier. Man getangi hieliid sieix /n driii fuiinai gleiehm Mrgehiiissc, 


(laB die grtiUle Auslenkung in i. Xiilirnmg' iliireli eineii Aiodiuck n 1/ ^ — l dargeslellf ist®). 

....... 


worin liei Ktiickersdieintingen drr fieiwrid a mil «|riii Uingha!!>tnrxxrt <i pfHjxirtiduat und 
unabhangig von der Steifigkeit ist, wabrend rr Imu Ki|)|irrsriiriniing(ii xirlt nm*b abliiitigig voni 


/i 

SteifigketisverhaltHis.se steigi. Heim Krrisiit^'eti trill oaliirlidi ntidi die Abiiangigkeit vom 

Oeffnungswinkel des Begens himi. Man erkmnl, dafl iHr Au»Jenkinigen fur p - lerschwin' 

den imd daB Iwreits kleim* Uclwrsdirciiungen dw kritischeii Driifkrs /« gi.dSm ^ eisdiiebuiigcn 
AnlaB gebcn. 


/ , Tirtl himit die andcigcm Eii^bniaae Mm Knkken nud K*}»j»rii eines geraden 

(v. Misfcs, /. f. ang. Math. «. Mech, Bd. 4, p. 4^3 und PuiKitiiorttK. Hd. f». p } 4 — .|k ) 


Die singularen Punkte und ihre Bedeutung 
in den Kraftfeldern fester, elastischer Korper 

VonTh. WyB, Danzig 

In jedem gespannten Korper besteht das Kraftfeld aus drei Scharen orthogoiialer, 
kontinuierlich veidaufender Hauptspannungslinien, die als Kraftlinien bezeichnet werden sollen. 
Diese Linien miissen in ihren Schnittpunkten miteinander verkniipft gedacht werden. Die 
Umgrenzung des Ki'aftfeldes stimmt mit der Korperoberflache itberein. 

Die singularen Punkte zeichnen sich nun dadurcli aus, daB in ihnen zwei, oder alle drei 
Hauptspannungswerte gleich grofi werden, wobei sie null, endlich oder unendlich sein konnen. 
Dementsprechend treten sie als singulare Kugel — Rotationsellipsoid ■ — und als Kreispunkte 
auf. Sie nelimen im Kraftfeld eine hervorragende Stellung ein, derart, daB wenn ihre Lage 
bekannt ist, der Kraftlinienverlauf bereits in groBen Ziigen festgelegt werden kann. Durdi 
sie gehen die Grenzkraftlinien hindurcli, welche die verschiedenen Kraftlinientypen einer Schar 
voneinander trennen. Unter Umstanden werden durch sie lokale Felder abgegrenzt. Meistens 
sind in den singularen Punkten die Orthogonalitatsbedingungen nicht mehr erfiillt, indem in 
ihnen oft mehr als drei Kraftlinien zusammentreffen konnen. Im weiteren knicken einzelne 
Grenzkraftlinien in den singularen Punkten ein. 

Eine besondere Art singularer Punkte sind die Kraftangriffspunkte, von denen un- 
endlicli viele Kraftlinien ausgehen, und die Unendlichkeitspunkte an einspringenden Ecken. 
Die ersteren werden bei Druckwirkung als Quell-, bei Zugwirkung als Senkpunkte bezeichnet. 

An Hand einiger Beispiele sollen in beiliegender Tafel die wichtigsten Eigenschaften 
und ihre markante Stellung im Feld gezeigt werden. Wir beschranken uns auf quasiebene 
Zustande. 

I. Singulare Nullpunkte. Am Kopf einer durch einen Bolzen gespannten Lasche treten 
nach Abb. i zwei Ecknullpunkte N auf. Die Grenzlinie der Kraftlinienschar b-b, die mit der 
Randlinie zusammenfallt, knickt in N ein. Auf Grund der Orthogonalitatsbedingungen, die 
auch im engsten Bereich der* Ecke gel ten mussen, ist anzunehmen, daB die Grenzkraftlinie des 
punktiert gezeichneten Systems den Eckwinkel cp halbiert. Die Dicke des Kraf tfadens, begrenzt 
durch die Randlinie und der dieser unendlich benachbarten Kraftlinie wird in der Ecke endlich. 

Die Abb. 2 stellt das Kraftfeld eines kontinuierlichen Balkens im Bereich eines 
Momentennullpunktes dar. An den beiden Randlinien treten die singularen Kantennullpunkte JV 
auf. Die in ihnen einknickenden Grenzkraftlinien schlieBen, wieder auf Grund der Orthogo- 
nalitatsbedingungen, dort einen Winkel von 60® miteinander ein. Sie grenzen deutlich die 
durchgehenden Kraftlinien von denen, die auf die Rander einmitnden, ab. Auch hier wird die 
Fadendicke in N endlich groB. Solche Kantennullpunkte treten auch am Lochrand in Abb. i auf. 

Zwei Flachennullpunkte entstehen nach Abb. 3 im Feld einer unendlich groBen Scheibe, 
die durch zwei gleich groBe, zylinderformige Korper infolge gleicher radialer Ausdehnung 
gespannt wird. Ein Teil der punktiert gezeichneten Druckkraftlinien verbindet die beiden 
Quellpunkte U direkt. Ihre Grenzkraftlinie knickt in N ein und trennt sie von denjenigen 
Linien ab, die nach dem Unendlichen verlaufen. Auch hier schneiden sich die Grenzkraftlinien 
im singularen Punkt N unter 60®. Beachtenswert ist der Verlauf der Zugkraftlinien, nach 
denen die lokalen Felder I, II, HI unterschieden werden konnen. Von Interesse ist auch der 
Vergleich mit einem Quellen-Quellen-, bezw. Quellen-Senken-Feld idealer Flitssigkeiten. 
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2. Kreispunkte. Ein in biegungsfesten Tragteilen haufig auftretender singuliirer Kreis- 
punkt ist in Abb. 4 dargestellt. Die Kraftlinien in dieser Zone sind hakenforniig. Die Haken- 
offnung wird um so kleiner, je naher die einzelnen Kraftlinien an den Punkt K heranriicken. 
Bei den Grenzkraftlinien fallen die beiden Schenkel des Hakens zusammen. 

Ein anderer Typ von Kreispunkten tritt in Abb. 5 auf. Es ist dies das Feld zweier 
Einzelkrafte, die an einer unendlich groBen Halbsclieibe angreifen. Es hat ahnliche Eigen- 
schaften, wie das in Abb. 3 vorgefiihrte Feld, ebensc ist das gleiche vom siiigularen Punkt K 
zu sagen. 

j. Unendlichkeitspimkte. Die Abb. 6 zeigt einen siiigularen Unendlichkeitspunkt infolge 
Korperform. Die scharf einspringende Ecke bewirkt, daB die Randkraftlinie dort einknickt. 
Die Dicke des Kraftfadens ist im Knickpunkt von hoherer Ordnung unendlich klein als an 
den anderen Teilen. Charakteristisch sind diese Unendlichkeitspunkte durch die starke An- 
haufung von Kraftlinien in ihrem Bereiche. 

Das Feld einer Einzellast, die nach Abb. 7 an einer unendlich groBen Halbsclieibe an- 
greift, weist ini Lastangriffspunkt einen siiigularen Unendlichkeitspunkt auf. Er zeichnet sich 
besonders durch das radiale Ausstronien der Druckkraftlinien aus. Einen ahnliclien Kraft- 
linienverlauf weist das Feld eines Quellpunktes, Abb. 8, in einer unendlich groBen Scheibe 
auf. Dieser Quellpunkt kann, wie dies im Feld der Abb. 3 der Fall ist, durch einen sich radial 
ausdehnenden, zylinderforniigen Korper gebildet werden. Diese Felder der Abb. 7 und 8 
zeigen sich uberall im engsten Bereich der Unendlichkeitspunkte aus Einzellasten, nur werden 
dann entsprechend den Randbedingungen die Kraftlinien allmahlich abgelenkt. (S. Abb. 3, 5, 14.) 

4. Die BedeuHtng der Lage der singuldren NuUpimkte geht deutlich aus dem Vergleich 
der Abb. 9 und to hervor. Die Abb. 9 stellt das Stromungsfeld einer idealen Flussigkeit in 
einem vollig glatten Gerinne, von unendliclier Ausdehnung dar, in das ein Zylinder eingebaut 
ist. Entsprechend der Giiltigkeit des Kontiiiuitatsgesetzes treten die siiigularen Puiikte N der 
Potentialstromung in der Mittelachse auf. Die Abb. ro zeigt ein ahiiliches Feld in einer cin- 
achsig gezogenen Laschc mit kreisrundem Loch. Hier treten, trotzdem im Schnitt a — a die 
gleiche Resultierende der inneren Krafte zur Wirkung kommt wie in den anderen Querschnitten, 
die 4 singulareii Punkte N auf. Zwisclien das Feld der durchgehenden Kraftlinien haben sich 
zwei lokale, schraffiert dargestellte Felder hineingeschoben. Dies ist deshalb moglich, weil das 
Kontinuitatsgesetz bcziiglich der Konstanz der Kraft langs eines Kraftfadens im allgemeinen 
nicht gilt. Die Krafte konnen infolge des innigen Zusammenhanges der sich orthogonal schnei- 
denden Kraftlinien aus einem Faden ab- Oder zuwandern. Dementsprechend kann man beziig- 
lich eines Kraftfadens von einem Kraftanbau bezw. -Abbau sprechen. Solchen lokalen Feldern 
begegnet man liberal!. Siehe z. B. Abb. t. 

5. Das Wander n der singuldren Punkte kann als Folge veranderter Korperform oder 
veranderter Belastung betrachtet werden. In den Abb. ii bis 13 ist das Wandern des singu- 
laren Kreispunktes K in einer Lasche infolge veranderter Bolzenkrafte dargestellt. Die genaue 
Lage wurde experimentell durch W. SxoLTENBURG-Danzig festgestellt. Deutlich zeigt sich das 
immer groBer werdende lokale Feld des zweiten Bolzens, weiin dessen Kraft anwachst. 

6. Der Zusammenhang der Quellpunkte; die wegen des radialen Ausstromens von lauter 
Drucklinien $0 bezeichnet werden, soil an Hand von Abb, 14 gezeigt werden. Beini einfachen 
Balken sind die singularen Unendlichkeitspunkte U durch Druckkraftlinien miteinander ver- 
bunden. Durch sie wird das Tragsystem gebildet. Die Mittelkraft P muB nach den beiden 
Auflagerpunkten iibergeleitet werden. Infolgedessen miissen alle Krafte, die in den Faden 
p^p des Verteilungssystems enthalten sind, vermittels der Zugkraftlinien 0 — 0 auf das Trag- 
system ubergeleitet werden. Dies ist auch deshalb notwendig, weil entsprechend den Rand- 
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Biegungsprobleme eines durch 
Querrippen versteiften orthotropen Plattenstreifens 


Von M. T. Huber, L w o w (Lemberg) 


I. 


Eine orthotrope Platte, d. h. eine elastische Platte von orthogonaler Anisotropic, kann, 
abgesehen von physikalischer Bedeutung, als das geeignetste mechanische Modell gewisser 
wichtiger Konstruktionselemente der Technik angesehen werden^). Mit den Elastizitatsachsen 
X, Y als Koordinatenachsen in der urspriinglichen Plattenebene hat die Differentialgleichung 
der Biegungsflache einer orthotropen Platte die Gestalt: 

+ = + = A m 

wahrend die entsprechende Gleichung fiir die isotrope Platte bekanntlich durch die Formel 


A Jzu 






— |— 2 


3^ w 


' 1 


£ 

B 


(I.) 


ausgcdriickt wird. Hier bezeichnet w = E {x, y) die Ordinate der Biegungsflache und 
p — f (x, y) den Belastungsdruck. Die drei Biegungskonstanten Bj, B 2 und H gehen im Falle dei 

JR 

Isotropic in eine einzige iiber, welche den Wert der PlattenhiegungssteiHgkeit 3=:--^— . — 
hat. Analog bedeuten 


A 


und ^ = 

nil — I ^ 


Ml 

nil ni^ — 




( 2 ) 


die Platt enbiegungssterUgkeiten der elementaren X- und Y-Streifen der oithotiopen Platte 
(bezogen auf die Einlieit der Querschnittsbreite), Die dritte Konstante 

= + . ... ... ... 

2 \m^ ‘ Ml/ 


( 3 ) 


bestelit aus der Querbiegungskonstante, welche durch Bi, und die reduzierten Querdehnungs- 
zahlen'w^ und ausgedriickt wird, d. "J Platt endnllungssteiHg- 

keit 2 C. 2) 

Fiir die innere Energie der verbogenen Platte erhalt man den Ausdruck. 

Falls die Platte bei entsprechenden auBeren Kraften.als eine elastische orthotrope Scheibe 
wirkt, konnen wir das betreffende ebene Problem der Elastizitatstheorie auf die Losung dei 
Differentialgleichung der Spannungsfunktion cp: 

1) Zu derartigen Elementen gehOren z. B. Holzbretter (abgesehen von den Unregelmafiigkeiten in 
der Faserstruktur), dichte Tragerroste in Wanden, Decken und Briicken, iemer Wellblechtafeln und 

vor allem die kreuzweise bewehrten Betonplatten. 

2) In der strengen Theorie der homogenen orthotropen Platte sind zwar die Konstanten und 
Wg nicht voneinander unabhangig, aber dieser Umstand spielt in der Theorie der allgemeinen Biegung 
keine Rolle. 
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I- ; i. / '■'‘•t . 

‘ 4 " ( 5 ) 

zunickfiihren, iihniich wie c-s soimTzdt C. H. ,\1KV fiir iM.tu.j.- Sdirilnu i^cCui luu ir.. 
zeicluieii uml die Ih'liiiiin^.witeitinki'itt'H in diT .V- uwl V Kiohiimt; Sit- ..viic,, ; If 

der I.sotropie in den j^enu'in.sanien Wt-rl J- I, iihrr. hm ilh- d.it.,- K.,n.,an!.. ...h dcn " . 

Ausdruck •'‘■•aii wir den 

el.. . 1 , . L.! V — * ), 

( 6 ) 
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M. T. Hxjber, Lwow (Lemberg) 


zontal eingespannt wird. Die einzelnen Plattentafeln werden aber niclit nur auf allgemeine 
Biegung beansprucht, sondern wirken auch gleichzeitig als elastische orthotrope Scheiben, indem 
sie zu beideii Seiten einer jeden Rippe die Druckgurte der Plattenbalken vom T-formigen Quer- 
schnitt bilden. (Die entsprechenden Scheibenspannungen werden dabei desto imgleichmaBiger 
im Querschnitt X Z verteilt, je groBer a im Verhaltnis zu b ist.) 

Dadurch wird die Aufgabe recht verwickelt; jedoch miter ahnlichen Annahmen, welche 
gewohnlich der Balken- und Plattentheorie zugrunde gelegt werden, laBt sie eine strenge theo- 
retische Losung zu, Diesen Annahmen (lineare Verteilung der Biegungsspannungen in der 
Z”Richtung usw.) muB allerdings noch die Voraussetzung einer im Vergleiche zur Rippenhohe 
sehr kleinen Plattendicke h hinzugefiigt warden^). 

Das Problem zerfallt in folgende zwei Teilaufgaben: 

1. Bei beliebig gegebener Verteilung der Randspannungen in der Mittelebene FZ jeder 
Rippe und zugleich in den angrenzenden Plattenrandern, den (ebenen) Spannungszustand im 
ganzen (als elastische orthotrope Scheibe betrachteten) Plattenfeld zu finden. Hiezti muB die 
Gleichimg (5) integriert werden. Die Losung eidaubt die elastische Nachgiebigkeit der Rippe 
als Auflager eines b-Randes des angrenzenden Plattenfeldes zu bestimmen. 

2. Bei bekannter elastischer Nachgiebigkeit der Stiitzung der beiden ^-Riinder eines 
jeden Idattenfeldes die Gleichung seiner Biegungsflachen durch Integration der Gleichung (i) 
bei der eben erwahnten Belastungsart zu finden. 

Die vollstandige Losung dieser beiden Teilaufgaben fuhrt mittelbar zur theoretischen 
Beantwortung einer wichtigen Frage des Eisenbetonbaues, welche die Praxis folgendermaBen 
forrnuliert: 

„Welche Idattenbreite c' soil beiderseits der Rippe in dem T-formigen Querschnitt des 
Plattenbalkens als «milzvirkend» betrachtet werden, so daB bei gegebener Belastung die (ibliche 
elementare Berechnung des Plattenbalkens eine richtige Abschatzung ihrer Beanspruchung 
liefei’t?» 

Bezeichnet man mit g die (obere) Rippenbreite, so diirfte (2c' + S) praktische mit- 
wirkende Platt enbreite, oder kitrzer die redusierte Platt enbreiie genannt werden. 

Von dieser GroBc ist aber die theoretische mitzvirkende Plattenbreite (2c g) scharf 
zu unterscheiden. Dicse wird durch die Verteilung der Scheibenspannungen im Plattenfelde 
bestimrnt. 1 st die wahre Normalspamiung in der horizontalen Linie des Rippenquerschnittes, 
deren Verlangerung in der neutralen Schicht der Plattenbiegung liegt, und L. die innere 
Energie der Scheibenspannungen eines Plattenfeldes, so wird die einseitige theoretische mit- 
wirkende Plattenbreite r aus der Bedingungsgleichung 


ch 


■X 




(>■) 


berechnet (mit zuliissiger Vernachlassigung der Energie der Schubspannungen gegen die Energie 
der Normalspannungen in betrachteten Rippenteilen) . 

Man darf im vorhinein erwarten, daB c meistens viel kleiner als r' und nur in gewissen 
Grenzfallen gleich P sein wird. Denn die Ai'beitswirkung der Belastungen beruht erstens auf 
der ebenen Biegung des Plattenbalkens von der oberen Breite ( 2 r + ?) und zweitens auf der 
raumlichen Biegung der PlattentafeL Daraus folgt, daB dieser Plattenbalken so beansprucht 
wird, wie wenn er, losgelost von dem librigen Plattenstiicke nur einen Tekl der Gesamtbelastung 


Diese Voraussetzung ist in Wirklichkeit meistens nicht erftillt, was jedoch nur sehr geringftigige 
Fehler verursachen diirfte. 
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triigt, wiilircnd tier aiiilcrt* Tcil gcwisscrniaBen von jcnnii i*Iatt<-nstitckt 
man (lagi'geu an dvr iMktion vines die Ciesanitlasf fragendeii !‘Iatteii!ialk 
der Praxis gesdiichf), so niiiBte otrenl)ar ilire Breiie (Jr' i gt grt'.ljei 
beredmele I’.iegungsbeanspruduing den ridiligen Wert erlialle. 

Die ftilgeiule Ldsung iler zweiten Teilanfgabc liilJt oinge Schlii 
verfolgen. 


diiantitativ geiiau 


Wenn wir vorliiulig annelnnen, tiafl die Breite r gegehen s«*i, so setz! sidi der Ausdruck 
fur die iimere Knergie der Rii»i)enj>latfe ans zwei Teiien s'.nsatinuen. Der cr.ste Teil in der 
Gestalt (4) driickt die Hieguiigsenergie vines Plaltenfeliles aus; der /weite liat die b'orin: 

(-) 

und stellt die Snniine aus der Biegungscnergie der Rijipe and der von <ler «Mitwirkung» be- 
diiigteu Druckenergie der Platte dar. Dabei hezeichnet /i* tlie Hiegniigssteitigkeit des Idatten- 
balkcns von der o[»eren Breite 2 r -j- g. Man gelangt znr ILisung. wenn in'der schon friiher 
gefuudenen (ileidmng <ier Biegungstliidie .dner lii.igs tier /•-Rander unnaehgiel.ig eingespannten 

Platte unbestiinnite Koenizi(‘nten (,,, (11 i,J,J ) eingefnlut werden, <leren Werte 

ans der Bedingtuig des Minirmnns der lotalen Rnergie (Kirzsclje Metb.sle) zn hestinimen dm! 
Wir bekonmien auf diese Weise: 


/ij t, fa i,»,3 




1". A 

- «.,« I 


(7/* 

(«, q* 

\B* . 2 

if ^ ^ * 




niit abkiirzenden Bezeiclnuingen in der Forinelgrup|x* ( 14 ). 

(«, rv,4v) = .w/ y . s/// ■' 
2 fi b 


PI %\j 


befriedi^r"^ veritkkren, dal diese Ldsung die GleidiHiig (i) untl alle Uandbedingungen 
Das Biegungsmoment ties Plattenbalkens beredmef sicb jetzf nacb der bunnel 

„ ... ( 

j'!*"™ zerlegt wmlen. Beispieisweise werden iin Falle 

u- - •») die bdden Tdlmomentc dutch die Formeln (t6) atisgeddickt : 

*) I-all n m den Arhciten ties Verfa^m. (//* $ /i Jl cntsnrk.ht tien ^'aIk•n { and 10.) 
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M = M 


H y rf 

/» Q A ft 


TC" « = 


(e) 


B*sin^Y- 




B*stn^ 


M , ^ j/W 3i 2 ^2’ ^ 2 ) 


Dabei gelten die abkurzenden Bezeichnungen (i6a): 






reduzierte Seitenverhaltiiis) 

2 67/ (// TC £) — I 

’ 7Z E S/l {fl TT e) 4“ Ti: £ 




(16) 


(16//) 


Bei nicht zu groBen Rippenabstanden, wenn namlich 0 < e ^ , darf fiir F« (e) ge- 

niigend genau der Wert ^2 gesetzt werden. Falls noch h^=zh^z=.h, 3;j^==3;2=: 

wird (Belastung der ganzen Rippenlange und Plattenflache), so reicht das erste died jeder 
Reihe aus, um einen fiir technische Zwecke geniigend angenaherten Wert des im Flatten- 
balken von der oberen theoretischen Breite {2c + g) zu finden. Setzt man noch naherungsweise 
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TC" 


«NJ I, SO 1st 


m:, 


B* 


— — 4“ M,) (fiir ziemlich kleine Rippenabstande) (17) 

/y V ir'i } \n 

In einem anderen Grenzfalle, wenn der Rippenabstand sehr groB ist, wird geniigend genau 






B* sin 


« SS? T, 2, 3 . 






nyr nA^) v («. B* sin"^ 

M, = My ‘1,032 S ^ 


(i6/z) 


Daraus folgt in erster Annaherung (die fiir praktische Zwecke immer ausreichen diirfte) : 

2 i,b„d — 2 (^ — (fiir sehr grol3e Rippenabstande) (17a) 

Hier bezeichnet b„d = b die (auf isotrope Platte) reduzierte Spannweite. Da 

in diesem Grenzfalle c ungefahr =:;: o,i*ib^^^ ist, so kann im Nenner statt (i,2S&,,^^ — 2r) ein~ 
fach ijO^bred gesetzt werden. Von der unmittelbaren Rippenbelastung wird daher in diesem 
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I'alle hloB cin Toil iin VorhaltiuT : (A** | 1 ,^$ HJk.j) ^‘Hh' *t^‘n ilu-urrf i^oluai I 'laUenhalketi 
iihertragon. Diosos Vcahallnis niiliort sich ikiu W’orto i hta Hirik ii i\ip|K‘n uial sduvacher 
Platte. Dann iibertritrt die praktische initwirkenile Ilreite d nnr stdu uonio^ dio tIuH>retische 
Grdlie c\ WVnn tlie Rippen schwach uihi die Platte ^elu Hteii' mi wirtl auf den 

Plattetil)alk<‘n voii dor oln'rea l^reite (40 j luir ein kleiner Patiehfii! tmuiiddharen 
Belastunp^ dor Ript)e uhertrageii. lii ilie.stat Pallrii iiiiilite virl gittilei ak r aiigencmimen 
werden. Die redusierie Dliilienbreite e* liiingl alsti im allgemeineii nuiii mir titiiim Htppen 
absfand a und der SpaurnwHe b ii/n simder^i iiiioA tnHi Jem roiliiiliini dei H^enMiiirssieifi^keiten 
der Dippe luul der IdtJie (kii^fere he/ajgeii auf die |{iitbeil dei CJiierHiuuiisbiritep 

Die Ausredmuiig vua o' wiirde sicli M*!ir uuitievull luid veiwickrli gi^^ialleu; gliicklkher- 
weise ist $ie aiH‘r ulH*rfliissig, da die einfadieii iHiiiiirlii I 171, 117*11 Vi 4 !lu»iiimeit aiisreichen 
urn die Beauspruchtiug der Kippe gettiigriid geiiaii /u tirsiiiiiiiieii \«diiilie!ieh liiflt sich aucli 
fiir die iihrigen Teile der Ktiiistruklkiu auf Cftiiiid drr viiigrfiifii ten aunrechtieie 

Kuappheit <ler Zeil verhietet jeikteli iiseH*>. writer m verlVilgru, idaiiMtweiiig katiii liier die 
Uksuug der ersteu Teilaufgatie dtirgotellt werdeip tuii mi uirlii. da dir die^hivitgliehea Reck 
imugeu uucli lucht aligOHcliliihheu hiud, Hs iiidge iiiir daraii eiitiiinf wrideii, dall die Spauniings- 
verteiliing in ( iurlplatftii liereits von den llerrrn PiaiFM’Ht ii\u i 1 n 1111171, lluarstii (lyai) 
und V* KAkmAn ({p4dl theiindisch unfet>ue!u wurden atlmliiig*^ bn dei VinaiijiHljeimg ernes 
isotrupen Materials und fur einfaein* Spe/ialfa!Ir. I de am mn^irii hrfnrdignide Ltming fmdet 
man in iler V. KAHMANstiieii Aldiandhmg 1 l*V*.f Mdu iH lui A, IdippP Aluiiiiirn H|.m. Die erste 
angenaherte Ldsung des Verfassers ftir iiiltiultM|ie tdiinilallr iiiui | Iiaf *»ir!i /aim Toil nicht be* 
wahrt, sic lelnte aiH.n» ikdi die iinigeketiiie Heilieiifidge ili’i’ Betiaiidlisiig beiilef Teilaufgabcn 
gewisse Vitr/aige m liabeu sclteiiil, 

Allerdiiigs glaiibt der Verfiisser tltireb tlie dargrbiaelileii eiiier strengen 

Losung der zweiteti leilaiifgabe thrc Wicbtigkeit fiir da*^ griiaiir i*!f f4'*»srii der statischen 
Wirktmg einer Ripfienplatte erwiemi m liiilirit 
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Ueber die Torsion von Sdirumpfverbindungen 

Von G. Eichelberg, Winterthur 


Sdirumpfverbindungen, die durch ein Drehmoment auf Torsion beansprudit werden, 
kommen etwa vor bei Dampfturbinentrommeln und -Scheiben, bei zusammengesetzten Kurbel- 
wellen und bei Kupplungsflansdien. 

Eine erste Frage nach dem Zusammenhang zwischen Sdirumpfzugabe, Umfangs- 
spannungen und Anpassungsdruck, also zwischen Dehnungen und Spannungen, gehort rein in 
das Gebiet der Elastizitatslehre und hat dort ihre Beantwortung erfahren. 

Die nachste Frage nach der Sicherheit einer Schrumpfverbindung gegen L5sen wird 
die Elastizitatstheorie allein nicht beantworten, da offenbar jede Schrumpfverbindung gegen 
Losen einzig durch die Reibungskraft in der Beriihrungsflache gesichert ist. Die Sicherheit 
hangt also vom Reibungskoeffizienten ab, dessen Kenntnis einen Versuch voraussetzt. 

Eine dritte Frage, die hier ausschlieBlich erortert werden soli, ist die nach dem Verlauf 
der Torsionsspannungen in einer auf Verdrehen beanspruchten Schrumpfverbindung. Wie er- 
folgt die Abgabe des Drehmomentes vom Zapfen an die Nabe? 

Aus der Vorstellung heraus wird folgendes zu efwarten sein: In einer auf Torsion 
beanspruchten Schrumpfverbindung, bestehend aus Welle und Nabe, werden die Mantellinien 
der Welle auBerhalb der Nabe schraubenformig mit einer dem Drehmoment entsprechenden 
konstanten Steigung verdreht sein. Beim Eintritt in die Nabe kann nicht sprungweise das 
ganze Drehmoment an die Nabe abgegeben werden, vielmehr wird in einem ersten Abschnitt 
nur ein durch den Reibungskoeffizienten begrenztes Moment ubertragen. Der Rest muB bis 
zu einem folgenden Abschnitt noch durch den Zapfen weitergeleitet werden, was voraussetzt, 
daB dieser auch im Innern der Nabe verdreht wird. Die schraubenformige Mantellinie der 
freien Welle geht nur allmahlich in eine fiir Zapfen und Nabe gemeinsame Steigung liber. 
In welchem MaBe wird nun bei groBem Drehmoment noch bevor eine bleibende Verschiebung 
auftritt, im ersten Abschnitt der Schrumpfflachen ein Gleiten zwischen Zapfen und Nabe ein- 
treten konnen? 

Die Frage in dieser ausfuhrlichen Form stellen, heiBt sie im Prinzip schon beantworten, 
denn was die mathematische Formulierung betrifft, so folgt der Verlauf der Torsionsspannungen 
den allgemeinen Gleichungen fiir die Torsion in Rotationskorpern. Die partiellen Differential- 
Gleichungen dieses Problems sind der Elastizitatslehre bekannt. Sie sagen aus, daB in einem 
Langsschnitt die in der Richtung der resultierenden Schubspannungen verlaufenden Spannungs- 
trajektorien zusammen mit den Linien gleichen Verdrehungswinkels ein orthogonales Netz 
bilden, dessen Maschen bestimmten Bedingungen unterliegen, und das den Randbedingungen, 
wie sie hauptsachlich durch die Form des Korpers vorgeschrieben sind, zu geniigen hat. 

Bei der Schrumpfverbindung kommt als besondere Grenzbedingung hinzu, daB in der 
Schrumpfflache das Moment der Umfangsspannungen den Betrag des Reibungsmomentes nicht 
iiberschreiten kann. 

Die Ermittlung eines die Differentialgleichungen unter Einhaltung der Grenzbedingungen 
erfiillenden Liniennetzes ist fiir Rotationskorper im allgemeinen nur durch Naherungsrechnung 
moglich, ausgehend von einem angenommenen Liniennetz. Einen geeigneten Weg zur schritt- 
weisen Korrektur hat F. A. Willers 1907 in seiner Gottinger Dissertation: « Die Torsion von 
Rotationskorpern » eingeschlagen. Nach einigen Korrekturen laBt sich damit schlieBlich ein 
den Bedingungen geniigend genau entsprechendes Liniennetz als Naherungslosung finden. 
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Ohue hicT })ei Ein^dlieiteii m verweileri* svi in i tla^ l\r>uhal riurr ^(jlchan Durch- 
rechiiim^^ ^'czcigt. 

Ek handclt sich uni cine Scliruinpfvcrhiiulung» hc.Ntcficnd inis ciium vullni ZajdVu iler 
in eine Schcibe cingc,schrunipft i.st» die a!s .sicli all>cifi|^ in> r'liciidlichr erstreckintl i^anlacht 
werdea kann. Tin den indl zu praziKierein in! tlie Scinuinpllani^r driu Xapfiairadius 

gcwilhlt. hn tihrigcn gilt das Bilil fiir heliebigeii Maii^Gih, /eigi dm \’rrlaui dc‘r dorsions- 
spannimgcn fiir maximal mtigliches DrelinMiiiiciit* hei deni lici'idt.s Ctkdfeii auf 
Zapfenliingc eiiitritt. In dcr Bcriihrungsllaclie wertieii in dicMmi kail in gkdclien Ahscimitten 
glcichc Drelmunnente uhertragen, namlich die deni Heiimng^btiiag ent^preclimdiai. Inir die 
Nahe hedeutet dieses gleichmaiJig tiher der ganzen Liinge ungreiiVnde Xlimirni utiVnhar, dafi 
die Elilchen gleichen Vertlrelumgswinkels kmxiale X>'linder >iiid. r>if’ da/ii ri‘ehtwinkligen 
Spaiimmgslinien verlaufcn somif radial. In der IFelle i^»t in giningendm k'miiermmg vtm der 
Schrumpfstdle das Linieimetz uhne weileres gegetieii, 1 He Eintriinng der Spamiungs- 
trajektorien (a = const) isl nach Prozenten des nbertrageneii 1 HrliiiiMnieiiti^ vurgeiioiiimen, 
das im z}dindrisdieu Teil mit der 4 . Poteii/. ties liadin?* aii?^frigf. lit dei Sdiiunijiffliidie wdst 
das Liniennetz infolge des eingetretenen Gleitens eine rii^lrligkeil aiif, die *i!.s Knick in den 
Spamumgs- uml Venlrelnmg.H!inieii zmn Anstlryck kiiiiiint. 

Cieratle in letzteia’r llinsidn iindert sieli da^ liiid, mmii da^ I Hrliimjiitenl kleincr als 
maximal zuliissig gewalilt wird. In i*lg. i ist tlie gleidie 5diiiiiii|dvritHiit|inig nnr mit der 
Hiilfte ties maximal mdgiichen Dreliinonienie?* Iieaii^innehi. Xiir tin erfiieii Abscimitt, wo 
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weicht die Schrumpfverbindung aus durch ein geringes Gleiten in einem ersten kurzen Ab- 
schnitt, der bei etwa 5facher Sicherheit kiirzer als i % der Schrumpflange wird. 

Aus solchen Spannungsbildern lassen sich 2 Zusammenhange herauslesen: 

Zimachst kann langs der Beriihrungsflache die iibertragene Umfangsspannung ermittelt 
werden, da jeder Abschnitt zwischen zwei Spannimgstrajektorien (Linien w == const) je 10 % 
des Drehmomentes tibertragt. 

Ferner laBt sich die Deformation der Mantellinien aus den Linien gleicher Verdrehung 
(V = const) ablesen. Fig. 3 zeigt die Verteilung des Drehmomentes fiber die Schrumpfflache. 
Die Schrumpfverbindung ist dabei stets mit dem gleichen Torsionsmoment beansprucht, dafiir 
aber mit verschiedenen Sicherheitsgraden ausgefiihrt gedacht, also etwa mit verschiedenen 
Schrumpfzugaben. Aus den drei, aus gerechneten Liniennetzen entnommenen Kurven fiir 
Sicherheit i, 2 und 5 lassen sich weitere Werte leicht interpolieren. Bei 2-facher Sicherheit 
tritt im ersten Viertel ein Gleiten ein, nachher fallt die Schubspannung im Umfang rasch unter 
den Reibungsbetrag. Das Rechteck fiir Sicherheit i gibt dabei den Mittelwert fiir diese und 
fiir alle fibrigen Kurven. Bei 1,5-facher Sicherheit kann das Losen nicht weiter I'eichen als 
bis % der Zapfenlange, weil bis dahin schon das ganze Drehmoment durch die Reibung fiber- 
tragen ware und im Restabschnitt plotzlich nichts mehr iibertragen werden mfiBte. Offenbar 
findet ein Losen nur rund bis zur Halfte der Schrumpflange statt, wie aus der Interpolation 
mit der gestrichelten Grenzkurve hervorgeht; auch laBt sich so die mittlere Flache mit dem 
charakteristischen Verlauf der Kurven in Uebereinstimmung bringen. 




Die deformierte Mantellinie des Zapfens ist in Fig. 4 aufgetragen und zwar eine halbe 
Schrumpflange vor der Nabe beginnend. MaBeinheit ftir den aufgetragenen Verdrehungswinkel 
ist derjenige, den die freie Welle, bezogen auf eine Schrumpflange, erfahren wiirde, wenn sie 
mit dem fiir die Schrumpfverbindung maximalen Drehmoment beansprucht wiirde. — Bei 
Sicherheit i erfahrt die Mantellinie der Nabe keine Verdrehung (nur eine Verschiebung), die 
des Zapfens geht aus der Steigung im freien Wellenende allmahlich in die verdrehte Lage fiber. 
Die Starke Verschiebung zwischen den im unverdrehten Zustande zusammenfallenden ManteL 
linien von Zapfen und Nabe, macht sich vor allem bei groBen Drehmomenten geltend; bei 
doppelter Sicherheit ist die relative Verschiebung schon wesentlich kleiner. Diese relative Ver- 
schiebung entgegen der Reibungskraft ist gleichbedeutend mit einer Reibungsarbeit, deren 
GroBe offenbar gegeben ist durch die zwischen den Deformationslinien gelegene schraffierte 
Flache. ’ 



Dit'SiT Rfibiiiigsarfunt koiniiit offenhar litti-tcsM' tfatiii m, wciiti tiit- Sdiruinpf 

verl)in<luiig I'iii slack wcchsfhuifs Drdiiiioinent zii iihi’i i i ajjt'ii hat, cUva iiu l''alic von l.fistun^f.s 
scluvankunf,'en odcc voii 'rorsionssduvinj'uiii^en. Man wicd sidi was mil eiiuT soldieii 

wedisdnd iH-ansprudiU-n Sdirunipfvfrhindunj,'. din Ids itahn an din Sidicdinit.sjfmizn {rwen 
Glcittai l)eansi»rudit wird, jjnsdiioht. Sidinr ist, ilaB in drr Stiuniniil'vrrlnndnn}' Rdlnmgs- 
arhcif anfgnzdirt und dcrcn Antiiiivaleiit als Warmn frni wini. haiultnr iiinaus kann zwcierlei 
dntrctcn. luninal kdnnnn die gin it mien Fladicn sidt fnstfrnssnn. was /n lukal nrlidliten Um 
faiigsspaniumgen an den hnlrnfl'enden Stnilen fiihtnn wiirdn nnd wtthl annh Aniis.sn in dec Langs- 
riditung zur k'nlgn hahen kunntn. Audi Miwnit liins nidil nintritt, imstnlit din Moglidiknit einer 
gegensnitigen Ahniitzimg von Zapfeii uiiti Naln- in den glnitnndnn Idadinn. fvs warn damit 
offenkmiilig ein «Allnra» dnr Sdirunipfvnrhiiulung iin Sinnn niiinc aluirlininn.lnn Skhnrlidt 
gegen Venlrnhcn vnrhuniien. 


Win weil nine soldin (infnlir linslnltt, y»miln etna dnrdi I >anni vni stH-iin fnsfgestellt 
werden, was hei kleinen Abinessungen init dnii Mitinlii dm .Malrii.df.infnngsanstalfen durch- 
fiiliriiar warn. 

Dnr Ma.sdiinnntiau wird die Schrmnpfvnrbindungmi aiilf gmmgnndnn Sidmrlinitsgrad be- 
rndinnn, utn f!.r.sdininungnn win dnii gnsdiildnrtnn ansziiweidinn 
Dati da.s kun.strnktivn (mttihl mil dntn gnknniiznidinntnn Wilanf 
dnr Dnfnrinal ion .sinli \ net caul inadmn sollln, sni nntdi kiit/ an 
Hand dnr I-'ig. 5 gnznigt, Idnn 'riomninl isi aiif ninmi Wdlmi 
strunipf aufgn/.ognn und zwar din ginidinii Ktiinkn in vmschin 
dencr Weisn. Kraftnin mid -Ausfrilt lingnn niimial am glnidimi 
Ende, das andere Mai am entgegniignsetzlnn. Din Fnlgn it.!, daU 
bei Uebertragmig dcs maximalnn Miannnins im mstmmi fAdI din 
relative Verschiebung zwisclien Zapfen uml ■1‘rummnl Kritllm win! nnd damit din Reibungs- 
arbeit auf den 4 -fadien Bntrag steigl. Die llerechmmg wird ubtigmi* in alien lAdlnii, wo wie 
bier die radtale Irommeldicke klein i.st gc^mitiber den nhtigen Abmnit«tmgnn. cdemmitar, .so daO 
sicli der Hetrag dnr Knibung.sarbeit olnie weiteres atischreihen laUi 



Method of Analysis of Statical and 
Dynamical Stresses in RaiD) 

B y S. T i m o s h e n k o , E a s t - P i t f s b u r g h (Pennsylvania, U. S. A.) 

With the constant tendency in railway practice to increase the loading per axle, the 
problem of stresses in the rails becomes more and more important and means have to be found 
for their determination. In this paper a method is developed for calculating the vertical and 
lateial deflections of rails under the action of statical loading. The dynamical effects on the 
rail of a moving wheel due to unbalance or to low spots on the rail are also discussed in 
the paper. 

L Vertical Deflection of Rails 

The following theory of vertical deflection of rails is based upon the assumption that the 
rail can be considered as a long bar continuously supported by an elastic foundation. Experi- 
ments have shown this assumption to be a good approximation and the results obtained on the 
basis of this theory are in very good agreement with experimental data. In the simplest case 
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of a single load P acting on an infinitely long rail (fig. i) let K = modulus of foundation, i. e. 
the load per unit length of the rail necessary to produce a deflection of the foundation equal 
to unity. El = flexural rigidity of the rail and 




=v- 


K 


A El 


Then from the known differential equation of the deflection curve 


Eli% = -Ky 


we obtain 


'?»• 


dx^ 


y 


— e P (^cos X sin p x) 


2K 


(I) 


( 2 ) 


The corresponding deflection curve is shown in Fig. 2 . The maximum deflection takes 
-place under the load and is represented by the equation 




^ 2K 


( 3 ) 


This equation is usually employed to calculate the modulus of foundation K provided 
the deflection of the rail under the known load has been measured. 


*) The analysis here presented was carried on in connection with research work on track stresses 
now being undertaken by the Westinghouse El & Mng. Co. for the purpose of obtaining data for the 
design of electric locomotives. 
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A.) 


Tho wave lenj^tli of the tidk-ction curve dci«*ruls nii i!u- ma|,'uiiu.|c i.i H iiuTfas- • i 
decrease of modulus K and witli increase of ilexural ri},'idit> f - 1 iu.i a Ih, ,ail d 

and fjooil track ctaiditioiis we may lake K 1500 !!». per Mj, in. aiid 

Knowiiif,' the values of these constants, the lumdiii},' moment can easiiv In- c-ileni. t 
from eciuation (a). This gives * 

e,. 

I ji 

which moment is rcfiresenled graphically in iMg 


.1/ 


^ ' {t its jf l •— ,W>/ j5 1 ) 

The masittmm lieiiding moment will be 

(S) 




Remcmltenng that ^ has the dimension of a lettgtfi am! the secthm modulus tlie .limension 

of a (Iength )3 it can he condude.f that for geometricallv simil.u cioss sections the maximum 
bending stresses will !><• inversely projrortional to the cross sectional aieas, 

riaving the solution for the simplest ease of a single !o;nl and iming the priticinle of 
superposition, the detleclir.n curve ami heuding moment diagiam foi anv svstem of vertical 
loads can easily he ohtaineil. 'uuem 

1 he iiiver.se prohlem. i. e., of calculating the vertical pressures produced hv locomotive 
wicels on the rad provided either the detleeiions or the si, esses in the tail have Iwn .letermined 

tdHtnmnt.s has always shown verv good agreement ‘t U-ivvirn the sum of the calculated 
pressures and the actual weight of the i,x-omoiive used. This indicates that the fmulameiital 
assumption made which considers the rail as a bar on an r-iast.c fom.dation is satisfactorr 

11. Lateral Deflection of Rails 

It 18 well known that under certain comlitioiis !t«-omoiive wlireh pirnlnce on the rail 

"1™;;:::;“"“';'“ ^ 

aich conditions is of practical im|K,rf.ance. I.ct a single feral load // he acting on the rail 






of '/hAAl'.'Jf '"'I'- 'l'» " » .l.'II.tlion 

t r ■" "«■ .oil ..1... ...w. ,.i. 




f .f Hit: fir, III III iiii* I 

. „ •/ ^ ^ if* iiiibiiiitirr! itt ilir arfiini iif fro equal 


nn.i , . ; . ^^****^ m iiir aeiifiii iif fro equal 

••...<1 o,.,»s..c W, 

in which C =r. the torsional rigidity of the rail*). 


■) r“a“r;” 


A*a^ . , ■ *" *«® case «»f rail* the known S. V«\,vxt‘s appioximate formula 

40// ' ^ tlw*' crMB iecUon, 0 - modulus of rigiility ,n»d /« ijolar moment of 
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If the ends of the rail are kept fixed and a torque moment 2Mj,is applied at the middle 
cross section (Fig. 5) the twist of the rail will be accompanied by a bending of the head and 
base of the rail. 

At any cross section at a distance jr from the middle, the torque moment will be 
transmitted partially in the form of simple twist and partially by bending of the head and base 
of the rail. Let and represent the first and the second parts respectively and 6 denote 
the angle of twist shown in Fig. 6, then 





••• (7) 


The part M2 is represented in Fig. 6 by the couple Qh, in which Q 
denotes the shearing force due to bending in the head and base of the rail 
and h is the distance between the centers of the head and base sections. 
Neglecting bending of the web the position of the center of twist 0 will 
be determined by the distances 


ah-// 


A -f-A 


in which and denote the moments of inertia of the head and of the base sections 
respectively. 

The shearing forces Q will then be determined from the known equation 


which gives 


^ ~ ~ dx^ 




If we make 


-gA A 
A + A “ 


the differential equation of twist becomes 


The solution of this equation for a very long rail is 


-r ^ 

-- 


in which 


In order to check equation (9) experiments were made on the twist of rail sections. The 
general arrangement of these experiments is shown in the photograph (Fig. 7, Plate XVII), from 
which it is seen how the torque moment was applied at the middle cross section. The angles of 
twist were measured optically. The tests gave results which were in good agreement with the 
equation (10). 
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Combined Uendin^ and Tioist of Rail. The cniuhiiu'ti hen-iiny an-i twist of a rail prod 
by a single lateral fora* // ( h'ig. 4) will now he considereil. This f.nee can he replaced 
force // <it the leiiter of twist () an<l hy a couple lie. ( onsidering again the rail as a 1 
attached to a uniform elastic foundation, a continuous distrihulion of the reactive forces ' 
reactive moments m along the base of the deflected rail takes place. In the followi,,.. disciLlv 
It IS assumed that (i) the angle of twist of the rail at anv cross section is propordoiial hi «>" 
and (2) the lateral deflection of the rail base is {noportional to q. (in the basis of th.'' 
assuiiijitions we have the equations 


r/ " a; ... .. 

in which h\ T~ the moilulus of foundation with respect to twist, i. e.. the toi.jne moment per 

unit length of the rail neces.sary to jiroduce a rotation of the rail alKiut tlie longinidi,,..! ..vis 
equal to one radian. K'>uum.u axih 

K., modulus of foundation with re.speci to lateral detlection. i. e,. tlie lateral loud per 
unit length necessary to produce a lateral deflection of tlie base of the tail equal to unity. ' 
y =: lateral deflection of the center of twi.st of the rail. 

Dther notations are as shown in Fig. 

^ ( onsidermg one element of the rail of length .Lv (I'ig, 5) the following wiuation of 

tquihhiunn against twist will he obtained 


1/ f ih 


or, by using the equations (9), (n) and (13) 


A'a (/ — / ft) / — A*, ff 


In con.sidering the lateral bending of the rail, the known ef|uation of the deflection curve 


di* 


a; (/-/II) 


lateral •''hindtaneous equations. ({.)( and {(4). determine complefelv the 

lateral knding and twisting of the rad umler fhe action of the force // 

In the section of application of the force // the following conditions must he satisfied. 

=0 A7^ = J.// m -o r"'" u 

th. r.i, 

thf akthtim diinyiMOna of the rail .rc ijiv™ «,„| ,h. 

ma* Bv Ik ° ^ "•» ••“i'y >* 

mane, by taking, for instance, rjo lbs. rail 

7oo Tn) ^ ~ lbs/s<l- »n.. ^ H.O 10? Ibs/sq, in., h s.3 in., 

exme Ion for th ‘'5 

expitssion for the angle of twist has lieeti obttinerl ») 

— 2.S3e~-‘«' + t.ioe- •«»** sm .05.|S.t |- .1 51 e - «« » mr .0538.^) 
These calculations were made by Mr. J. E DEN Hartch}, of om Rwear. h Deoartment. 
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The lateral deflection of the head of the rail will be as follows: 

= AT 10“^ (2S.6 e - ^ — ii.4^-*i'^9^ -f- .0538 x 

+ 24.9 cos .0538 ;r). 

The lateral deflection curve of the head of the rail and the diagram for the lateral 
bending moment are shown in Fig. 8. 

It should be noted that the bending of the head of the rail is of a highly localized 
character, therefore if several lateral forces, such as lateral pressures produced by locomotive 
wheels, are acting on the rail the maximum stress produced in the head of the rail by one of 




these forces will not be substantially affected by the other forces. This makes it possible to use 
the measurements of rail-head stresses during the motion of locomotive for calculating the 
lateral action of locomotive wheels on the track. 

Applications. In order to obtain the vertical and the lateral components of the pressure 
of a wheel on the rail in the field it is necessary to take stress measurements in three fibres 

as shown in Fig. 9. It is easy to see that the average of the stresses at a and & is not 

affected by lateral bending or twist and can be used for calculating the vertical load P. The 
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stress at c will depend on both P and H. Subtractiiij' the etVect of /’. tlu- . ■ 

0 /V |-{70 P"‘rt, vu. 

— can be used for the calculation of the lateral fmce //, 


(c) 


In wder to obtain sufficient data for calcuIatiuK from the abovv lin-orv the vertical ■ i 
lateral actions of a moving locomotive on the track, it is unlv neeessarv to make two foil* *■”' 
preliminary statical tests in the field. A measurement of the vertical deflection and 
produce, 1 by the load /• at the points h ami r (see o) mus, he made b.^eth!.-' wiin 
me.i.surement of the lateral deflection and stres.ses produced bv the latei.al forv // at tl, . - ' 
ponits a, h and r, the rail being still vertically iotuhal. ‘ ‘ 

h.'cpenments ma.le in the field have shown that the sclieme of stress measurements ns 
siown m l<ig. 9, together with the method of calculating veilieal and lateral forces base,l on 
these measurements is very satisfactory for obtaining a complete pietme of the action of 
locomotive on the track. ' 


IIL Dyfiamlcal Stresses In Track 

Ihe dynamical deflection of the lail and the dyiiamie.al stresses under the aetion of tl,e 
niovmg wheels of a loeomotiw may become much larger than those calculated on fh<. basis of 
t. tatK foinm a .hscusse,! above. There are various causes uhich mav produce s„ch a„ increase 
(kflectron and stra-ss, some of which are discussed below in tluee groups. «. /, and r 


- ’ ' 

*^'"i'*iV 


m 



wheel- the vertical'”!!" I’'«c(s acting on the rail caused bv variable spring forces on the 

comm;, n J d ' --“--eights and the vertical 

uimpoiunt ot the forces m tin- coiim'cting rods. 

on the fim irreg«laritie.s in the shape of the wheel or rail, such as flat .spot.s 

nm. ow spots o„ the rad and di.scontirmities at the rail joints. 

(c) Vihiaticm of the rails under moving loarl.s. 

without substantial clmr •*' ‘'"I- can f,e calculated 

v*uiuiii suosrannat error m a statical way. 

OtT- i" ifT", 'T" "" «lcul,,„-,| r„llow,,: 

t-et j; _ variable depth of the low spot (see Fig, to). 

- = dead mtis-s pi‘r wheel 

s 

y detlection of tlic rail under the wheel 
. 2A'_ 

a y- the vertical load nece-ssary to produce a deflection erpial to unity (.see Ifq. 3). 
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The differential equation of motion of the wheel in a vertical direction then becomes 


IV {f rj) 
Y ■ d 7 ^ 


af = o 


or 


W y , W d^-rj 


(15) 


When the shape of the low spot and the speed of the locomotive are known ^ can easily 
be expressed as a function of the time. Assuming, for instance, that the shape of the low spot 
is given by the equation 


in which 

I = length of the low spot 

X z= depth of the spot at the middle of its length and that at the initial moment (f = 0) 

« ' ^*1 

the point of contact of the wheel coincides with the beginning of the low spot, then denoting by v 
the constant speed of the locomotive, we have x = vt. Substituting this in equation (16), we get 




2 7T X 


COS’ 


... ... ... (16) 


X r ' 2 7 : vt\ ' 

W d^ y\ W X 471'^ 2 7 Z V t 

Now, from equation (15), we obtain 

y 

In which 



= 2 TT V = 


g 

T — - 


the period of vibration of the wheel on the I’ail 
time it takes the wheel to cross low spot. 


(17) 



It is seen that this additional dynamical deflection is proportional to the depth of the 
spot X and depends on the magnitude of the ratio The variation of this deflection of the 

rail under the wheel in the interval o < < t, for different values of the ratio ^ is represented 

in fig. II. 
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— - — ■ ' -v •> 1 A . I . ,S. 

It Should he ,K)te<l that at the instant the wheel reaches the cl^e of the I 
pressure on tlie rail an.l the deflection lK-f;in to diminish uhile the wheel heeiiis m . < 
m a tlownward direcfu.n. The retar.lafion of this movement tlu-n begins and with it - 
in pressure and .letlecfion, as seen from the tigure. The values ..f ,f..- nusinnnnllfl^dou 
cala.la,„l f„„„ ^ ^ 


/ 

F' “ ‘^’^5 J.-it I.dt t..j; 

A maxi„„,„. ,U.«..c,i»,, ,,,7 

:::r :':r:;x::' - - 

In tilt I'eneial case pdven hy 

IT ri 

~ T ./e =" ^ 

we ol.ta,» the «,l„,i„„ „( I.Jl h, the f„ll,„vt„K t.l 


•’' = F ■'■'(') "" -v ('.-') •* (, 8 ; 

The Cculatioas t,„ ,.ve,.r,litr..,e„. the h.. 

^ ice. no. „epe„„ «nh.,.„„,in„y ,h, ^ 

Of “•■ ”'■ '»■ cale.„»,h„ 

part !"rT"' ""■ 

in this sini|,lilicati.», n( the |,rol,Iein i, luiliKihl" ".Hj I “,'|,''V"'' 

to pass over the s[X)t is bnir eijtiuirh in etmi. • ' ■ . . *’ ”“*** retpined ft>r the wheel 

of free vibration of the rail on the elastie f * ***** I«****^I *>f the fnndatttental type 

.•.nnple nutniet l,y ,oki„„ i.„„ c,«,.i,h.r»,i„rfc facT . , If T" 
con».H.s „( on n '""f """'f 

Let f/ = weight of the rail per unit length' '‘*“'‘*'*"**- 

I he statical tleflectioii of thi* rail ifni* ♦,* # 

funttaW '. i- ‘1“ 


(18) 


fumlarnental type of vibration will be 


It, sraiT 


lakniff, for instance, an 130 ibg. rail and A' = rc.h,. th 


Only for cases in which is large in comparison with this value of is the above 
theory of the dynamical effect of a low spot accurate enough. 

Now the vibrations produced by a periodical vertical disturbing force P = sin w t 
acting on the rail at a given point (Fig. i) will be considered. 

The differential equation of vibration of a bar on an elastic foundation is 

■ - 

By taking the forced vibrations of the rail in the form 

j/ X sin t (a) 

in which X is a function of x only, and substituting (a) in equation (20) we obtain 


£/ X^^ 




It is seen that the deflection of the rail under dynamic condition can be calculated in the 
same manner as in the case of statics (see Equation i) it is only necessary to take instead of 
the modulus of foundation K a smaller quantity 




in which T3 = = the period of the disturbing force. When the period T3 of disturbing force 

is large enough in comparison with Xg the difference between the static and dynamic deflections 
will be small and can be neglected. 

The deflection of the rail under the action of a constant vertical force P moving along 
the rail with a constant speed v will now be considered. Assume that the rail is supported 
along the length by a continuous elastic foundation and at the ends by rigid supports as shown 




/7^. /jr 


in Fig. 12. The general expression for the deflection curve can be taken in the form of 
trigonometrical series as follows: 


. TT X , . 2 re X . . 2 7T X 

J)/ =- cpj stn -J- -f CP2 stn — ^ cpg stn — j- 


(21) 


in which (fj, cpg and cp^ are the generalized coordinates of the system. The kinetic energy of 
the system will be 


I ^ / «= 00 

AS « = i 


4 ) The mass of the vibrating foundation is neglected in the following consideration. 
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The potential emTf'v I' uf the sy.slciu in twu pans, tlu* rfiriyjv nf luaulinr 


F, 


A 7 

yj 


4 /^“' 


(23) 


aiul of eiKTi^'v (if doforuKitioii of vkisik 

i 


I''’ w 


f * i/r 


Ki - ^ 

-I % I 


(24) 


Suhsititutiii}' this in l.a(,'raiij»fs tIiticiTiilial I'tpiatjuii 


#// 


(v{) 


i» /• 

«> f. 


.1 V 

«» 




and taking into consideration ihe fact that tlu- gnirt.ih^rd h.uv conrspondin.. t« n.. 
coordinate is ^ 




« .T r/ 


we obtain 


?« 


££_( /■./»*«« 


A/ 


jA' ' 3' 
The corrcs{K)nding hwerd vibraficiti ») i» 


■*A' „ >! r. H 

y/ / 


(25) 


% 


2 m 


A/« 


» K t't 


* A/«< i» hi 


of th,. r.ilt in",”"’' 'V''""'”" 

01 tile rati will tie ubtaitu'il 


2 /ya « 


Ki It* 


» ff I » ff {•/ 

ittt ^ -™„.„ 


» - 1 


n* 


A !* 

llln* 


#* »■» ,f /* 

/ 7 ;/ ff» 


(26) 


" ^ ■■ (... ImJ /> 

distant c from the left .Hupjiort (s«. f-ig, ta) will Iw .ihtainnl. 

eii hi ,, 7? “"7“' ‘■’■1’'“"“" on <.( Ibo .inlrcri,,,, rarw „„.l U3) and 

{i4) the potential energy' of deformation become# 


‘ 

assumed *“'* ‘ ^ 

4 Hi 
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The work done by the compressive forces during the deformation will be 


fiih 


Stt^ » = CO 


4/ 


S ^^^2 


(28) 


Applying now the principle of virtual displacements, we have 


PS cpa s/k 


71 n c 




2 I 


71 ^ cp„ S cp„ 


d V {EI%^ 


Kl 


d(p„-\2/8 


from which 




2P/3 

EItz^ 


szn ■ 


?l 7t C 


77 A . 




vS/s. 


j 67 El 


Substituting in equation (21), the following equation for the deflection curve will be 
obtained : 


y 


2P/8 ^ 


. HTt c . n 7t X 
szn — - — szn — ^ — 


n^ -j 

^ Eim 


SE 

Elry 


(29) 


Comparing this with equation (26) of the forced vibrations, it can be concluded that 
the effect on the deflection of the speed v of the moving force P is the same as that of an 
additional com.pressive force S' determined by the equation 


v'^ q 


(30) 


This conclusion will hold also in the case of an infinitely long bar and can be used in the 
case of rails as follows: It is well known that in the case of a long bar on elastic foundation by 
a gradual increase of longitudinal compressive force S' the condition can be ’reached in which 
the straight form of equilibrium of the bar becomes unstable and lateral buckling takes place. 
This critical value of the compressive force is *) 


2 ^KEI ... ... ... ... 


(31) 


The effect of the compressive force S' on the deflection of the long bar under the load P 
(Fig. 13) depends on the ratio 

P: >S'tr = r 

and the following equation for maximum deflection instead of equation 3 can be obtained: 

. _ 1 


2K f I y 


(32) 


See Author’s book, Theory of Elasticity, Vol II, p. 135. 
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From the i»rcvi«us tliscu.ssiou ami fiMiii t.tMi it iiut .'.nutfi,.,, (3a) can 

be used also for calculatiitf,' ‘letlecticuts inml»ci-.l iu the tail hv verne.i! i..ier r moving with the 
velocity v, it is only tiecessaiy to Mth^litute iu it 


S * t* 2 f t ‘ 

--VV y 

It should l«‘ noiet! that U'U.ilh huge m ti.iitjui i-.m with the speoU 

of motion ami the ilitfereiier hetwem the deH«eii**u iihtamed eijoatiuii t (,<! atul statical 

deflection, given by itutafion t.U- ****** ’•* ^ ahtitg. U,t jn-t,ii!ee, a 130 Ih. raji 

and assuming K s: i5<»o lb»/sij. in. we oblaiii, from 1*10.11 i..ti 1 13 i, ;< ^ - h.,},, it.,t |«t second, 
i. e., alHiut ten times larger than the highest sjieed «d .1 l.«..!m.tHr, .tml tli.n foir ih,- iliffereitcc 
hetvveeu the deiieetkius (3.*) and (3) will lie aUv.ns h sh tli.m i .. % .md ^t.itie.d e«|uati<ms can 
be u.st-tl. 



Stress Concentration Produced by Fillets 

and Holes 

By S. Timoshenko, East Pittsburgh (Pennsylvania U. S. A.) 

(See Plate XVIII for figures 8, 9, lo) 

It is well known that holes, sharp reentrant corners, and rapid changes of section produce 
high stiess concentration in machine parts. This stress concentration is particularly undesirable 
where materials undergo reversal of stress, because under the action of such stress a progressive 
crack may start from the regions of high stress concentration and fracture ensue. The majority 
of fractures in service can be attributed to such kind of cracks. The study of such stress con- 
centration is therefore of great importance. This study can be carried out in several ways; either 
by analysis, photo elasticity, LUders’ lines or by fatigue test. All these methods are discussed 
in the following paragraphs. 

Analytical Method. The analytical method has been successfully applied in the case of 
a plate with a circular or an elliptical 2) hole. For these two cases an exact solution of the 
two dimensional problem of elasticity was obtained. By applying the usual elementary theory 
of bending of curved bars an approximate solution for a circular hole with bead (fig. i) can 



Fig.1 


also be obtained. This method is based on the fact that a hole produces only a local effect 
on the stress distribution in a plate such as shown in Fig. i, and in points distant from the hole 
the stress will be about the same as in a plate without the hole. Imagine now that a circular 
ring is cut from the plate by a cylindrical surface of diameter D and that D is large in com- 
parison with the diameter d of the hole. The action of the remaining part of the plate on the 
ring is shown in Fig. 2. The stress on the outer surface of the ring at any point m will be 

P—p(iSm<f ... ... ... ... ... ... (l) 

where = tensile stress uniformly distributed over the ends of the plate. 

The problem of stress concentration produced by the hole is now reduced to the cal- 
culation of stresses in a circular ring subjected to the action of known external forces and 

1 ) Kirsch, Zeitschr. d. Ver. Deutsch. Ing. 1898. 

G. Kolosoff, Dissertation (1910) Petrograd and C. E. Inglis, Trans. Inst. Naval Architects, 191J. 
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K.V.^T 1’ I T T H !• K 1. II l 1 ’ I’ S' V ^ I \ i . S. \,| 


•! 1 H'OSS S.cu.n. a. >!...«» ... i.^. !•' ih. -I ....... li». rakn.laiiw, can be 

n,l h'v ut.., -in. .•lr.„.a,.a.v .l.na. ... lr,..!.nK a .Hn...! l-u «.,h .. nua.lar axis. The 

U-U.... aa.l th.' ‘Uo- «•' “■ “ " ' ‘ "" 

seclin.. a.n! .'au 1 h- »“•'» '>«’ 

J.i 


( 2 ) 


“ imiiMiin iiiiMir 'H." ai.i.li‘>l .<« ‘’i 

j" ltlil‘kltv^^ i»i.- l.lair 
.! -r aria t*( «i»' f..'" “* **'* *‘**k 

Tl«. ..uxiinmn .u.- f, H'" ■' ' ‘ " '« »"'l «« l« 

calcukitftl I'roi.! 

* '‘‘I , . h] 

N j.^.i 

ill which 

\| iKni.liii),: lti..iiirti. .U.iin,' . 1 . CIO" Ih 

r *' .liMamv ... !..•.»!' 1 «*•*'"' *)■ ^ 

v' distance u! ll.c iiiulial ,.s.s ....m tiu- criiin .d k' ■>'>»' '•< «»'. m.ss AB 

i 

I tig. 

The calcuiaiHHis <4 liave Iwii ....••dr U» r.du. s ..i u.. .i.«, srcikm afo of the | 

head and for tlie case l^tl ~ S*)- •''* •“ "* ^ • 

the mumtity a lej.fesems the raiu. i4 ihe a.ea .4 ih. U...! sr,ii..n u. .hr ara of the , 

diametral wclion of the Itole and ha» the f«41i>woiK oi«atui«^:, , 

. .h /» I 


•i* /./ 

Taui I I 


,T 



jii ^ 

,|ri 


/i/A, 

1.1*1 .. 

i.14 


1 11.4 1 ,t»,i 

/s/A. ; 

i.J 4 : 
■ 1 

l.tij : 

Ji 

,f.| : 



2 . SI ! 

i; 

j 1 ' 

. 1 ! 

1 , 1 1 




riie coiiijik'te stress at jwiints .1 will l»r 

/i > /*f ‘ ‘ " ' , I 

where K rejireseiHs the ratio of iitaattmiui stir«* i«. the reosai- HhaiMUti* 

over the end eross sections of the jilale Thi* fa!i<» eallrd i.i,;, » <•* 

The values .4 this factor arc al»o given in Table I 1 i.an .!».» si ■<" 

the maximum stress diminishes with increase m ihe rf««» secieai *.« - • ■ ' 

this aj<|(ro\imatc luethml to the case f4 a circnlar hole wiihoui !» . ' s*. . 

•') I'reliiiiinary *.a!««laUrin» showed lhal the nMSimum snc*» icnwM,* i- ^ 

ratio vaiies uithi.i the liinila 4 < li|d b- S« j«|»w hv wtiif* i«» !-'■■••• ‘ ‘ 

April, 1934. 
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solution is available, it can be concluded that the approximate method, described here, has an 
accuracy sufficient for practical applications. The method can be applied also in other cases, 
for instance, in the case of an elliptical hole reinforced with a bead or in the case of reentrant 
corners in a frame such as shown in figure 3. 

Photo-elastic Method. The investigation of stress concentration in the case ■ of two 
dimensional problems of elasticity can be made experimentally by using models of transparent 
material such as celluloid and by' studying the colored effect produced in such models by 
stressing them in the field of polarized light. As an example of such an investigation some data 
on the stress distribution at the tooth root of a gear are given below 4 ). By using a simple 
bending formula the linear law of stress distribution as shown by the line sos in figure 4 
will be obtained. 



FiG.3 


In reality considerable stress concentration takes place at the fillets at the root of the tooth 
and the actual stress distribution over the cross section nn will be as shown in figure 4 by 
the curve mom. The ratio of the maximum stress at the fillet to the stress calculated from 
the simple beam formula will be called in this case the factor of stress concentration. In order 
to obtain the factors of stress concentration for various tooth proportions some experimental 





work was carried out in which the photo elastic method was employed. The models used in 
this investigation are shown in figures 5, 6 and 7. The first model (fig. S) was designed 
according to propoi'tions widely used in U. S. A. The second model (fig. 6) was designed 
with a fillet radius which may be considered as the minimum radius of fillet, according to the 

This investigation was made in collaboration with Mr. R. V. Baud, who is at present in charge 
of photo elastic work. 
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report of the 'I'ooth I'’ortn ( oiiniiittee of the Ainericiut tie.ii .M.iiiui.n'tuiti •• X'-sticiution, 'pijg 
third model (tig. 7) Imd ilie .same layotit as tlie lirst, Instead. Iunvevn. nf tun lillets a setni- 
circular arc wa.s clioseu. 'I'he.se nuKlels were niatie from t j" tluck e« !!tili»id and subjected to 
bending by a I(ia<l aiiplied at the end as is shimn in tignie y Idn- '.lu".-,* -. .tlonja; the fillets 
were measured fiy the compeii.sation meflKHl ihnelnped fn I'lnf h' ti t 'I'he variation 

of .stre.s.s along the edges of the fillets are repiesetited giajibicall^ In eiii ve^ »i n in tigs. 5_..7 
Unit stress was luketi as the ina.xiimint Umding stress obtained bv tin- usual beam formula 
for the cross section K- -X tangent to the wuiking depth eitele and of the width U. These 
factors of stress concentration as found for the llttee intsleK tested digs 5, 1, ;uid 7) areas 
given in the table. 

TaI!I.k !!. 


I'ig. 

: I 

J 

: i 


6 

' 0.104 

.•.ty 

S 

; 0.3to 

f ; 

t.iit 

7 

i “■.v; 

i l 40 


It is seen that these faetctrs dej»end (nineijtaHv im the t.iiio lu %vlueh A’ denotes the | 

radius of lillet ami (' the lltickne-s* of the lt(i>th, In the case o( ,t dueith- iu.itffiai the %veakening I 

effect of stress concent rat km is (Jiniinislied by the yirldnig c»f the inaletia! at pi»itits tjf highest | 

stress, but in the case of gears wliich base, by severe ipienehing olitaiiieil ,a high degree of j 

hardness, the material at the tottth root in, ay not have sufiieieni dnenliiv and llie full weakening | 

effect of the stress concentration as given alswe imisi Iw taken into aeentini in itesign, 

Luders’ Lines Method. If a mild steel tensile test specttneii be higlilv jmlishcd and 
subjected to an increasing load, very definite inclinr>{ lines will .ippeai **n the surface as the j 

load approaches the yield {xrint, These lines, known as .l.inuKs’ lines., ate well defined l 

(fig. 8 } and can be useil to tvstahlish the regirnis of highest stiess cuneeniralion in a model j 

of any machine part as well as the approximate niagnilttile of the f,itioj of tin* stress ctmcen- | 

tration. To establish this niagnitude the following procedure w,is .idopted An ordinal y tensile 
test of a polished specimen was made to ascertain the stress at whieh the •tines, appear for 
a particular material. Mmlels of the same material having »lefinUe idleis ot eiteitktr holes 
were then loaded until the Lwlers’ lines iiecame visible in the ovn stirs. id irgions. 

By this means an indicatkm is obtained of the jmiiiis of highest stirs, concentiation. In 
photographs 9 ant! to (i’latc XVI !l) the Liiders’ liiici* at the fillet an*l at the rdgeof a circulai li'ile 
in a plate under tension are seen. In or«ler to obtain the magnitude of the factMi of stress coiicen 
tration it was only necessary to divide the •limiting sliess. at which the f.ndejs' lines apjx'arol 
in the ordinary tensile test specimen (fig. 8 , Plate XVIlIj hv the nwxiinmu sfiess in the model .is 
obtained by usual formula of strength of iniiterials. For instance, in the ease »»f a (date with 
a circular hole (fig. to) the «timiting stress* must l*e divided by the avnage friisik* -tress 
over the cross section through the hole. The factor of miirriiif tifiliiiiirfl lit thi'^ 

way is tisiially tower Ifits that giwm ^ llit pti^ito^rlaiiir tiirt}i*A 4 r* iiiaiii!)" 

the fact that the region of stress awiMiitratiiW! is Msiially . 014 !! m mdei t.. observe easily thv 
lines at the moment they are formed. ConsideraMe time thri rturr fllrli hfipiwilllf 

before they be^come clearly fiiibit. Iti to ni-t '*' u' ** 5 *' 

of stress concent r«i I ioij large iiioilels with rttlii iil liulri aipf liaJ In 
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our case these radii were as large as and the factors of stress concentration obtained by 
the Liiders’ lines were about 25 % lower than those given by the photo elastic method. It 
must be noted that this method of testing is not confined to any particular type of problem 
and has the advantage over the photo-elastic method in that it is applicable to three-dimensional 
problems. 

Fatigue Test Method, In considering the weakening effect of stress concentration on 
the ultimate strength of the structure it is necessary to keep in mind that the factors of 
stress concentration obtained either analytically or by using the photo-elastic method are true 
only within the elastic limit of the material. Beyond this limit the effect of stress concentration 
depends on the type of loading and on the ductility of the material. For ductile materials, as 
for example mild steel, with an increase of loading beyond the elastic limit the local stresses 
in the overstressed region will not increase in the same proportion due to yielding of the 
material, and in the case of tensile tests of bars with holes or notches the stress distribution 
over the weakened cross section at the moment of break can be considered as uniform. This 
means that stress concentration in this case will not have a weakening effect on the ultimate 
strength of the bar. 

If the ultimate strength is calculated on the original area of 
the cross section some increase in the ultimate strength may be 
expected due to the fact that the lateral contraction at the weakened 
cross section will be to some extent prevented. In order to prove this, 
several tensile tests on notched bars of carbon steel were made. The 
test bar had the form shown in fig. 1 1 . The results of these are given 
in the table below. 

Table III. 


From this table it is seen at once that the strength of the notched bars depends on the 
width of the notch, i. e., on the degree in which the lateral contraction is prevented, A further 
point brought out by these tests is that the appearance of the fractures depends entirely on 
the allowable contraction. For the case of test bar with J^ot^h the fractures are always 
lustrous in appearance and must have been intercrystalline, whereas the fractures of test bar 
with i" notch are typical of a ductile material as shown by the standard test bar fractures. 
Quite another effect of stress concentration will be obtained in the case of a brittle material. 
In this case plastic deformation, allowing equalization of stresses over the weakened cross 
section, does not occur and the break will start from the points of highest concentration of 
stress. For a material such as glass, holes and notches will diminish the ultimate strength in 
a ratio which agrees approximately with the factors of stress concentration calculated or 
obtained by the photo-elastic method. 

The most important effect of stress concentration obtains however, in the cases where 
a reversal of stress takes place. In such eases the stress concentration produces a weakening 
effect not only in brittle but also on ductile materials. Due to reversal of stress at points of 


Kind 

of specimen 

Ult. Str. on 
original area 

Ult. Str. on the 
final area 

Standard 

i" slot 

1/ 

1/ ff 

IZ 2 »» 

70,000 Ibs./sq. in. 

70.000 „ „ „ 

88.000 „ „ „ 

124,000 „ „ „ 

170.000 Ibs./sq. in. 

156.000 „ „ „ 

14^,000 ,, ,, ,, 

141.000 ,, ,, ,, 
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which were obtained from tests on standard fatigue test specimens where the action of stress 
concentration was excluded. In column 7 the endurance limits are given for specimens with 
fillets (fig. 12b) calculated on the basis of the simple bending formula. The ratio of the figures 
given in columns 6 and 7 represents the weakening effect of the fillets. It should be noted that 
this effect is always less than the factor of stress concentration for the corresponding two 
dimensional problems, as found by photo-elastic experiments. This quantity, for the same 
fillet proportions as in fig. 12b, should be about 2.50. In the case of cylindrical specimens 
the stress concentration is not so pronounced as in the two-dimensional and this can partially 
explain the compartively low figures of column 8. Another reason for this can be seen in the 
fact that in the case of specimens with fillets, the section of fi'acture is predetermined due to 
highly localized stress concentration while in the standard fatigue test specimens the maximum 
stress remains constant along a large portion of the specimen and the crack begins in the weakest 
cross section. It should be further noted that there is no definite relation between the weakening 
effect of stress concentration and the ductility of material as given by the elongation of the 
standard tensile test specimens. It is interesting to note also that in the case of manganese 



steel the heat treatment which considerably raises the proportional limit and the endurance 
limit of the material does not strengthen the specimens with fillets and the weakening effect 
of stress concentration for this material becomes higher than for any other material tested. 

As another example of weakening effect of stress concentration some fatigue test data 
were obtained on cylindrical specimens having two different kinds of grooves (fig. 13), will 
now be given. 

1. similar to Whitworth thread and 

2. similar to 'United States Standard thread. 

In both cases the dimensions correspond to 10 threads per inch. The material used 
in these tests had the following mechanical properties: 

Proportional Limit = 37 j5oo Ibs./sq. in. 

Yield Point =: 40,500 ,, „ „ 

Ultimate Strength = 72,000 ,, „ „ 

Extension in 2 in. = 33 % 

Reduction of area 54 % 

Endurance Limit = 29,500 Ibs./sq. in. 

On the basis of these two series of tests it was found that the endurance limit for a 
Whitworth thread groove is equal to 15,000 Ibs./sq. in. while that for the United States 
Standard is equal to 13,500 lbs-/sq. in. These values were obtained by applying the usual 
bending formula and by using the cross section at the bottom of the groove. The ratios 

_ 29500 _ ^ _ 29500 


15000 


1.97 and 


13500 


2.18 
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Vereinfadite Beredinung der Biegebeansprudiung 
in dunnwandigen, kreisrunden Behaltern 

Von P. Pasternak, Zurich 

Bei kreisrunden Behaltern in Eisen- und Eisenbetonkonstruktion treten infolge der 
monolithischen Verbindung der Wand mit den gewolbten Boden und Decken hauptsachlich 
M eridianhiegemomente als Zusatzkrafte auf. Ihre Berechnung, die besonders bei Eisenbeton- 
behaltern zur Bemessung der Biegebewehrung in den Knickstellen von Wichtigkeit ist, kann 
nach der baustatischen Methode der Elastizitatsgleichungen auf zwei Wegen^)'"*' erfolgen: 

I. nach der Kraftmethodej ausgehend von den gegenseitig frei drehbar und verschieblich ge~ 
lagerten Einzelschalen oder auch 2. nach der Def ormationsmethode , die als Grundsystem die 
an den Randern gegen Drehen und Verschieben festgehaltenen, also starr eingespannt ge- 
dachten Einzelschalen wahlt. Die zweite Methode ist besonders dann von Vorteil, wenn die 
Boden und Decken an die Wande durch besondere FuBringe (Zugringe), deren grofiere Steifig- 
keit im Kraftespiel berucksichtigt werden soli, angeschlossen oder auch mehrere Schalen 
im gleichen Knotenkreis monolithisch miteinander verbunden sind. Es treten dann nur zwei 
Ueberzahlige auf — Ringdrehung und -Dehnung — , wahrend nach der Kraftmethode in diesem 
Fall an derselben Knickstelle mit vier Ueberzahligen zu rechnen ist, * 

Im Prinzip gestaltet sich also die ErschlieBung der statischen Unbestimmtheit in kreis- 
runden Behaltern ganz einfach; in der numerischen Durchfuhrung wird sie aber, schon im 
einfachsten Falle konstanter Wandstarken, sehr zeitraubend, wenn zur Bestimmung der Ein- 
fluBzahlen der elastischen Schalenrandbewegungen, bezw. Festhaltungskrafte (die als Summanclen 
in die Matrixvorzahlen der Elastizitatsgleichungen treten) die strengen Reihenentwicklungen 
von O. Blumenthal 2) oder E. Meissner *0 benlitzt werden. 

Ich habe deswegen schon frither^), aus dem Bedtirfiiis der Praxis heraus, einfache, 
bei konstanter Schalenwandstarke giiltige Naherungsformeln im die Einflufizahlen der KugeU 
und Kegelschalen aufgestellt, die nun auf beliebig geformte Schalen mit nur 
schwach sich dndernden Schalenabmessungen erweitert werden sollen. Der 
Nachsatz bildet fiir die praktische Verwendung der mitzuteilenden Formeln 
keine Einschrankung, da die dunnwandigen Behalter in Eisen und Eisenbeton 
in der Tat der genannten Bedingung entsprechen, bis auf die in den AnschluB- 
kreisen, aus statischen und praktischen Griinden, gebrauchlichen voutenartigen 
Verstarkungen, die aber zu den Fufiringen gerechnet und, wie schon erwahnt, 
leicht nach der Deformationsmethode im KrMtespiel Berucksichtigung finden 
konnen. (Abb. i.) Es wird gezeigt, daB 

1. die von Geckeler ® vorgeschlagene und nur fur sehr dunne und nicht flache Schalen 
giiltige Naherungslosung auf einfachstem Wege unmittelbar gewonnen werden kann und sich 
aus ihr sehr einfache Ausdriicke fiir die Einflufizahlen ergeben; 

2. aus den allgemeinen, in Erweiterung der REissNERSchen Entwicklungen zuerst von 
E. Meissner aufgestellten Differentialgleichungen des Schalenbiegeproblems, fiir die eine an- 
schauliche Ableitung gegeben wird, allgemeiner gultige Naherungsformeln fiir die Einflufizahlen 
folgen; 

3. wird das von O, Blijm:enthae 2) bei der Kugelschale konstanter Wandstarke zuerst 

*) Diese Ziflem beziehen sich auf das Literaturverzeichnis, siehe jeweils dort bei der betreffenden 
Nummer. 
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To 


( 4 ) 


2 TT i?2 SZ?l^ a ’ " 

Samtliche weiteren Beziehungen hat man nun nur fiir die am Rand belastete Schale 
aufzustellen: man erhiilt die inhomogenen aus den homogenen Gleichungen, wenn und 
durch und ersetzt werden. 

2. Gleichgeivichtshedingimgen filr das homogene System. 

T, = — ctg a . A/; 7^2 = - , (G, R^' - {G, R^ - 63 i ?0 ctga=.- NR, R^ (s) 


3. Elastisitatshedingungen. Mit y 
id' , dctgcc 


y 


gilt 


/d' . dctgaX cY I ^\\ 

+’ = S' ■(—+»■ 


jEsi 


h 




_ ^2- 


■ V To 


( 6 ) 


h 


d~E^. 


4. Vertrdglichkeitsbedingimg. 

Da 'd', tmd gg verschwindend kleine GroBen sind, muB zwischen ihnen ein linearer 
Zusammenhang bestehen, dei’ durch Superposition gewonnen werden J<ann und zwar am un- 
mittelbarsten auf geometrischem Wege aus den Abbildungen 3 und 4, die keiner weiteren Er- 




lauterung bedtirfen. Durch Summenbildung der Meridiantangentendrehungen 'd'l, ^2 ^2 

ei'halt man in derselben Form wie bei E. Meissner '^) 

-O' zz; (' 9 ’j 'S’g) — (62 " 4 “ ^ -^2 -^i) (7) 

5. Die Meissnerschen Differ entialgleichungen. 

JVJi JS 

Sie folgen mit d = E'&,Q = —^, k= -^aus dem Momentengleichgewicht unter (s) 






und der soeben abgeleiteten Vertraglichkeitsbedingung (7) 


R 

R 


(I 4- 


12 (i — v‘^) * a 


(8) 


R,^ 


fa" + a'.cp-a.;^] 


■d-\- d^ 


7j, /^2 sind beschrankt sich iindernde Funktionen von a, h, k. Die Storungsfunktion dg in der 
zweiten Gleichung ergibt sich, nach der ohen gemachten Bemerkung uber den Zusammenhang 
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swischen den lioiitD^enen nnd inhnmogeiien lUeiehniigets. ,it.^ K-faJie xtaliseh bcsiinmte 
Mcndiantaiigentcndrehung atix der I'ertriiglielili'eilxhi'tliHginig mit / ,,, und 1'.^,^, 


6. elllgemeine Xdheningxformetn I'iir die liimlitpxahlen. 

Der MiasHiNKUsdu' DifiVrcntialoiaTUfar zt-igt 'Hr iMKniitmtlicIikrii, .tali lifr mit ^ 
zcicliudc Klaiunu-ranstlnick aus dor Suiiiim' drciiT lupu itliiiUMini i dlinctitialtiuotknten 
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f/ :p - a P‘ K wo f 


\ k ' // ‘ A7# a 


die ersle Ahleitun^ in Iteideii Clekimnfjdi yo*** Vt-iMdiw iiidfn !<nnt;i'n. Veinaclila.Hsijjt man 
ferner in den sich ergehenden vereiufaciiten ( lU-ichungeii, gegemdu i dm /ueiim Ahleilungen 
U", V", die init he.schninkt imd wenig >icli aiideindm kakiinen u « \ irlj'aeliien .selir kleincn 
Stammfunktionen U, V, eheiisu, hei Bilduiig der re»nllieienden « ileii tiimg, dir Veiamlerlichkeit 
der Schalenahniessungen, so erhiilt man fiir I' vviedri die einkiehr i ‘uleimiialglriclnmg vierter 
Ordnung 


r*' j r o (AUlcitung nach tier Hogmkmge) 
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III. Nachpriifung der Formeln fiir den Fall der Kugelschale konstanter Wandstarke 

Zu diesem Zweck werden die genaueren EinfluBzahlen mit Hilfe der asymptotischen 
Integration der entsprechenden Differentialgleichungen, unter Beniitzung von fiinf Reihengliedern 
ermittelt. Der Berechnungsgang sei hier kurz skizziert, da er sich gegeniiber den bisherigen 
Darstellungen bei O. Blumenthal und E. Schwerin ®) wesentlich vereinfacht. 

Mit 




p.f/; JV = p ‘ V; p = (sin a) “■ 


( 12 ) 


und Beriicksichtigung der MEissNERSchen Zerfallsbedingung *) wird die Berechnung zuriick- 
gefiihrt auf die Losung der einzigen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

U” -x - U= • U; -1=3/4. ctg‘^ a — 1/2 j 

1 = 1 / — + — v2) — v2 =c\> ±(i + 2).^,^ = o, 76 -]/-| 

Durch Einfiihrung des BLUMENXHALschen asymptotischen Reihenansatzes 

... (14) 

in die Gleichung (13) erhalt man fiir die Bestimmung der v freien Zahlerfunktionen /(a) die 
sehr einfache Rekursionsformel 

fn=f,' (IS) 

aus der sich auch die im folgenden notigen ersten und zweiten Ableitungen der f ^ schrittweise 
ergeben. Man erhalt bis auf die mit v vervielfachten Glieder dieselben Ausdriicke wie bei 

Schwerin®) (nur mufi es in auf S. ii in der ScHWERiNschen Arbeit anstatt — 

heifien). Ich lasse deswegen raumhalber diese Formeln weg. Fiir die numerische Berechnung 
ist es zweifellos einfacher, den Ansatz (14) und seine drei ersten Abteilungen in reelle Form 
iiberzufiihren. Man erhalt 


TT -tcb r cos (cos A- stn) s . A^szn s^ . 

U 1^4 = -S’ ^ . ; ■ ( ^ - /i A 

Lszn — (cos — szn) 2 ^ — cos 2 ^ 


-(cos— sin) s^ — cos s^ 

- (cosA~ s^h) 4 ^ — sin 4 ^ 


^ ^ h[cos -I” sin) s sin ^ — (cos — - siri) 2^^ 1 / 2 y — 


(cos — - sin) 2 


- szn ^*2 
■cos 2 

— [cos — sin) s^ 


-(cos -A sin) 4 


Oa' +/3) 


\_-\-cos ■\-{cos-\-sm) s'^-\-stn ' — 




— - (cos --[- sin) 2 — sin 2 A~ (cos — sin) I . , , 

^ (^^s — sin) s^ cos s^ ~1~ (fos sin) s ^ -f* 

+:“(3A’+3/,- +« 


(16) 


tj) zzz - (in den Klammerausdrucken ist t|) weggelassen) . 
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l\ I'astkhnak , y.i' K ir H 


Die /-KliunnuTuitstirticko luihf icli fiii' ix’U'iili k ‘e* '*iii tiii ullcuiul in eine 

Zahk'iitafel gehraclit: i'iir <iH* e ' ’k iVa' u. f- •’i"'! /.ahU ulaichi \< n hamlcii. 

Zur Bostimimmg «lt'r ICiniluUi'alikn iui Sclifitt! gr-ehU.-, cnrii Schali- genfigt 

iihrigens tlio Auswertung Uer Klamim'rausilriH'kf in (H'I. ilii- mit klt-mni » lava'icliuet wmlen 
siilU'ii 

Mit 

.Ij (]• prf, .L ■ r. -pek ... ( 17 ^ 

ftilgen (lii'se lutcgnilH>nskou.Ht;inten aus liui l{a!c!l'»'lingmi|4t«n 

— v)-c<i’’K -'ll i 1*/;.' il/- ' 'a' »i • *A, 

(//," -TW, )•.-/, ■ (V *,t i 

uml hicrauf <iic EinttuUizalilfn. aD S'lU'/alilfii vmi //„ ini-i au- -k 1 f/' uiclwii Haa-klrdmng 

.Ewki ( 18 ) 

und tier .//; faclien liorizontal ratlialea Hatitlver>.ciiirlrtiiig 


:r/i-v 


* .W# « • /l> 


wohvi aus 

/V A"- :«r -iX ^ • j, ^ I 

■ I- -- ti/A “ ix* ’ J. I 

zu lieHtiimi'Ki'i hi, Ak RiTlicniiirril'H* skh tiir I ilrirlilirii \iiii *f,,g ' fi^j ;iir^ liH| iind (19). 

Auf deal geschilderleti Wegr liiilir ieli dir griiatinrii luiilliili/altltii fur riiiigr praktische 
Fllle lierechiiet utid sir mil deii um tleii Fijriiir!ii yi iiii*l fill '‘iidi rrgrl..niilrii Werten ver- 
glichen. Beispkliweise gelie kli dir drr FigrtiiitH%r ftii riiir iiii Ekenbeton- 

bail Ills flach srai gelteiKle Kiigrkcbair mil #1 = J«i'* ifjl ®||l 


berecliiiel 

veriiiittelst 


Frfiler 

ill 


brlilrf 
j ill 


; Frktcr 

1 


1 a^iympl, Inirgr, ti|U%5 ^ up 

(Mfiir j iHiriiielfi j) ^ ; 


riiriiielfi j) 1 11,1*1174.; 

„ it) I I j II, H 

iisynipt. Inlciff, ' • « ti, »i 


n.iiMniyij I 
0 , 1 « « f 1 7 I j II 


(niifiif I Foriiielii 3 ) I 

tlttwiil % i 

ill iOAW 


CJ,ij ' Ft 


(irutlere Wertr fiir 1 kfiiiiiliii iiifnlgr \A*i%agriN ifri tiidil 

gewiililt wercleii. liiimrrliiti rrkrniit tiiiiit ^clum iiii^ dm liridni idillrii, fkfi 

man rliV fariiieln (a) atigemein als Ilif|juv#fr I'n dn li.'iri hr^^isHiwkit 

Bi^kiiltern mii geferlldni Hadm iimi llrrivii tvifiyiidrii '/Ae tkf 

luaiuiin 4?/ in der Tal nm mif st*hr du$i$h* ir j /. 

i¥, Dii Bilistiifsfiititer li. iii ElsslWtlfiglikiiiiiii 

cl s. die Raiidiirrbiiiigrii Vrr%cltk*ltiiiigrti iiifwlgr %triig %rilri!t«i piil.ii A^eltrr Vcill- 

fH‘lahltiiig kumirii geiifigriitl geiiaii mit iiinl an# tlrr Vriit hlni'.bi-djiigiiiiM t 7 ) 
unci dcr Mirigdcliiiiiiig (19) bercchiirt wcriJrii*|. iMm fiiigt A* u 

ScHWERiM iL II, ennittdteit FartikiiliriiilrgralciL 


V. Dickwandige und sehr flache Schalen konnen wohl am einfachsten nach dem von mir be- 
schriebenen Differenzenverfahren berechnet werden. Bei Vernachlassigung der Stamm- 
funktionen gegeniiber den zweiten Ableitungen erhalt man immer in guter Annaherung und 
bei Erfiillung der MEissNERschen Zerfallsbedingung t) in aller Strenge funfgliedrige symme- 
trische Diif erenzengleichungen. 
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Ocbcr die licdiisprutliunji^cn iini i ^c. Inidiji^cr 
Tragerquersciniitte 

Vuii Aii, H^j-vuncliw y It-r , /. u r i c h 


1. Blegung uiid Ouerkralt 

I )if allj'ftiiciuf Uit'guiiKNformvl 

... (I) 

folgt aiw doni I'roiKtrtUmalilatsgcscf/ i>i»i *t.'r .Xntialmu- rln ii u-h-t sdinittc und gilt 

fiir unrcgflmattige Quersdmittv. Aid., i. m. giil wir itii sui.iiu ii iM-hr, Xu- ilu uiui Uriin- 



I 


(Ifu lies iiHUTfii (ikkhgj'wiciHs (ulgl fi'tiiri. «lall «lif .Sclinlt%jiaiiiin»»g t un- !» hrlagru yuer- 
Hclmitt.'-imnkif.s tk-iu bt'kaimti’ii Wt>rlc 

f f/'.' -S.- ... ... (2) 

J-M 

eiithiireclien imil ganilkl ?.u «ku AulkfUtkicJicn <k*» Tragn^. al»‘» •.cnku.ht />i 'b it l.iiiifii « — « 
gerichti-t .sdii imiH. !)k* R««itkrcndc alkr Schutis.|iaii»iiiiK<’i» il**- <jti. i - t I(hih«- . i .t ili.' yu«- 
kraft. Fadt man tlic Schubsjwimungen t /u tlcii lang-^ »li?r MHlrtlimr mi m 'k ** t jm-i udiiiittw 
w i rkcHt len 'I'fi Ik r it itm 

Ml 


d Q - x-d- dm 


• S, • dm 





mm 








Ad. EgGENSCH WYLE R, ZtTRICH 

zusammen, dann koniien diese durch ein Kraft- und ein Seileck zu ihrer Resultierenden zu- 
sammengesetzt weiden. Teilt man den Querschnitt in lauter gleich lange Stiicke von der 

Liinge dm, dann kann man, da der Faktor-^ fiir den ganzen Querschnitt unveranderlich ist, 

an S telle von dQ auch die statischen Momente S ^ als Krafte langs der m — #/-Linie wirkend 
denken und eihalt durch ihre Zusammensetzung Lage und Richtung der Querkraft, ohne deren 
GroBe zu kennen. 

In Abb. I ist der Querschnitt in lauter gleich lange Elemente von der Lange dm geteilt. 
Nimmt man ihre Flacheninhalte als wagerecht, bezw. senkrecht wirkende Krafte an, dann er- 
halt man mit dem Krafteck la die Seilecke ih und ic, deren SchluBlinien sich auf der wage- 
rechten bezw. senkrechten Schwerachse schneiden und deren einzelne Strahlen auf den Schwer- 
achsen die statischen Momente und abschneiden. Mit ihnen erhalt man vermittelst der 
weiteren Kraftecke id und le die Seilecke if, ig und, sofern man die Strahlen von id um 90^ 
dreht, ih, deren SchluBlinien auf den Schwerachsen die Tragheitsmomente 7, und 7 , sowie das 
Zentrifugalmoment 7 .v^, abschneiden. Ferner sind die statischen Momente S\ und als Krafte 
langs der Linie m — m aufgefaBt und durch die Kraftecke li und ik und die der Uebersicht- 
lichkeit wegen wieder ausgewischten zugehorigen Seilecke zu ihren Resultierenden zusamrnen- 
gefaBt, die nach Lage und Richtung mit den Querkraften und Q' ^ hbereinstimmen. 

Der Schnittpunkt von Q',, und Q'^Jst der Schubmittelpunkt ^). Er ist ein Festpunkt des 
Querschnittes und hat die Eigenschaft, daB die Querkraft immer durch ihn gehen muB, wenn 
der Trager in einer beliebigen Richtung drehungslos auf Biegung beansprucht sein soil. Fiir 
punktsymmetrische Querschnitte (I- oder Z-Eisen) fallt er mit dem Schwerpunkt zusammen. 




Abb. 2. 


Abb. 3. 


Besteht der Trager aus drei ebenen Tragwanden (Abb. 2), dann setzen sich die Schub- 
spannungen der Flanschea zu den resultierenden Schubkraften Qq und Q„ und diejenigen des 
Steges zu der Schubkraft zusammen. Zerlegt man und am Uebergang zwischen 
Flansch und Steg in ihre und y-Komponenten, dann wirken im Steg die Gesamtkraft 

Qoy + Qs + Qity 

und in den theoretischen Kanten senkrecht dazu die Krafte und 0 ,„und man findet fur 
drehungslose Verbiegung in Richtung y, dafi diese drei Krafte sich zu einander verhalten wie 
das Tragheitsmoment des ganzen Querschnittes zu den Zentrifugalmomenten und 
der Flanschen in bezug auf Stegebene und jr-Achse. Fiir drehungslose Verbiegung in Richtung 

>) Die Bezeichnung stammt vom Maiilart. Der Referent hat ihn frtther als »Biegungsmittel- 
punkt* und Herr Konstantin Weber als «Querkraftsmittelpunkt» bezeichnet, 
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V .teni vorhalten sio sich wic dns 7.cnlrifuKal.iu«n»-.,i K.m/rn nu.r.cluutti-. zu den 

Werttn (./ --.V.-.") Ihv.w. ( A. - .S.. • "..lu-i * *aKlu.K,»n.unil. und 

„,.d V die s!ati.sd.c» M..nu'iue tier Flau-ctHim ^ehu.lle u. !-. /uk am .hr .Sfr«el.nie und ^ 
Sdiwerin.nk<>al, stand vu.u St.-g I.edeulel, .Matt l-iauchf aKu niu an >tel!.. vun C),. ()„und 
0 diesr Munuadenvunte als Kralle a.i^rvifei. !assn» tnn! r.h.di duud, ilue /usaumicusetzung 
I'i' und Kid.tnng 'if' (Juerkriifte U', und V*,. *>»' H.rKu.igsnd.tuuK*-n ,r niulyzuge- 

eadmd dud und sich iut Sclu.lm.itUliamkt sdu^^ 

1st drr gu.Tsdutilt syrntm-lrisch. Aid.. 3- *»•«» anf dw Sym- 

metrieachsc int A1 .stand 

•> y’ ••• (4) 

von StcKinittf, wtdH'i h den Abstain! der lin-urrUsdn n K.intm ninl A. das /...ntiifitgalnutmmt 
dcs men FkuiHches in Ih'^uk imi Svtnnuitnacbsr uttd M.Kr!..n.' b.d.-ni. n • t. 

Die Bereehnuit}' <U-j ( Hurschnitisbransi..iudnin«« n ciKibi sub nun uu- fulgt; Jwles 
hdid.it-e anf den < Hu-fschitilt einwnkende laistsvstnn kai.n Sukanutbeb /u einn Xurinalkraft AT 
und einer Transvetsaikraft / /nsamnut.KrKitSi averdm l-.stra- selunnlrl d.e (Juerschiiitts- 
ebene in ditetn beliebiKeii Pnnktr J tmd tsi /n znl.K.n ... .-.nr .... .sebHe.j.nt.k! .V angreifende 
AcliHial- uiier Stabkiaft ninl t in lii.gnngsiuMinn.t 

.1/ A' j. 

(Abb. I). Zerlegt man M in «lir Kkhtnngcn vun <.»*, un<l U'.. 'b»«»n rr.frugl 
eine drehungsltjse Verhicgimg in Hicbtnng y «»•! 

•l/'j. 

eine drehungsUwe Vt-rbugung in RiclilimK 1 Znlrgi man M\ ..ml wnirr m ihre s- und 
y-Komponenten. .tarn erliaft man AA = .V.r, t.ml M, V.t, nml l.ie.a..* .lie Biegungs- 
apanmmg eiuPH heliebigen {jHer»d(niti»p»»Mkte« 

<3 -y- ■/ f A 1 '‘-A '■ /, 

Die Tranm-rsalkrall / ist f» unlegrit m niir mi >b« jMtalirlr, «linib den .Scliiilrtniltcl- 
pimkt B gehemle (Jnerkraft Q T uml rin rt.isimi«.ii«mian 

Mr g-r i 

Q isl ZM zerlegen in Q', Mini «ml «lir»r « ir.lrr m tin r t im ! 
dtirdi sich .He yueikraftf.»ja«iiuiig rinrs Iw’lieWgrn tJurttcImiUtiis.nkt. » 

..A ‘A*. . Lh 

IT ■ ■ 

Die yuerkrafte O', uml O', '«•« ‘R« »* 

Winkel 


) 


( 5 ): 


t‘d-^ 


aupMUi'tiSeil, wo- 

f'>) 

■ ■ ' 


5 7. 

. ^ beiw. p rfw fg 




«n. 


») Alitdit'he Krgi*b»isiic laibe# ScilW¥*l* (•Sttrtiw'lie Dnlrtw ba».« dri 
zuMatiiuiengcselzleit riiuinli. l»«i» Ti^;w«ke», Dliii. Zttrleh <•‘^•1'' 

un<l ZmMt-.RMASN (•Iktuiwgenteir*) 30. 4. l^ai} g^n4en. dn- 

eiiigelietrt! behamlelt wnriltti (ZtiUKhrift fttr Maibemahk lUn : 


\ i Id.n 
; .Ji* 


4M 
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2. Drehung 

Unter Torsionsmomenten seien in der Querschnittsebene wirkende Kraftepaare und unter 
Drehmomenten auBere, belastende Momente verstanden. Das Torsionsnioment ist dann eine 
Summation oder Integration von Drehmomenten, gleich wie die Querkraft eine Summation von 
senkrecht zur Stabachse wirkenden Lasten darstellt. Es ist gleich der Transversalkraft multi- 
pliziert mit ihrem Abstand vom Schubmittelpunkt. 

Die durch das Torsionsmoment erzeugten Drehungsbeanspruchungen sind zweierlei Art. 
Wenn in einem aus drei ebenen Flatten bestehenden Trager (Abb. 4) der Querschnitt 2 
sich gegeniiber dem benachbarten Querschnitt 2 verdreht und in die gestrichelte Lage iibergeht, 
dann kann diese Verdrehung zerlegt gedacht werden in eine Verdrehung der drei einzelnen 


Af- 




Abb. 4. 


1 




Abb. 5. 



Querschnittsteile um ihre Einzelschwerpunkte und S^, wodurcli sie in die strichpunk- 

tierte Lage iibergehen und an den Kanten ihren gegenseitigen Zusammenhang verlieren, und 
in eine Parallelverschiebung der einzelnen Flatten, wodurcli sie ihren Zusammenhang wieder 
gewinnen. Durch die Verdrehung der einzelnen Teile entstehen dann wirbelformig iiber den 
Querschnitt verteilte Schubspannungen die wir als Drillungsbeanspruchungen bezeichnen 
konnen (Abb. 5 ). Durch die Parallelverschiebung miissen die einzelnen Tragflachen einen 
Biegungswiderstand iiberwinden, wodurch Normalspannungen a und Schubspannungen xz 
erzeugt werden (Abb. 6 ). Das auf den Querschnitt einwirkende Torsionsmoment M^, zerfallt 
in zwei Teile und von denen der erstere die Drillungsbeanspruchungen Xj und 

der zweite die Spannungen a und x^ erzeugt. 

Dabei dreht sich der ganze Querschnitt um einen bestimmten Punkt, der nach Weber 
mit dem Schubmittelpunkt identisch ist. 

Bezeichnet t}) den Verdrehungswinkel, dann ergibt sich aus den wirbelformigen Drillungs- 
beanspruchungen Xj^ die Verdrehung 


dif _ 
dz 


Mti 


G-% 


wo J a den sog. Drillungswiderstand bedeutet, der durch einen Drillungsversuch, Abb. 7, bestimmt 
werden kann und fur den Foppl und de Saint Venant die Naherungswerte 
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bezw. 


;\ IK K C» il K N K t; H w V h I-: . Z IMI M II 


angef^etH‘u halK*ii, 

hie SpaniuiMgiii a x <liii Iknliiigiini^rii 

I >3 i// t > 

/ O ,,, 

(10) 

I r„ ■/■<// ; /r.» • .1 ■*// t> ... 

gmigon. Niminf imm a». <latl >3 iiacli »*iiHT w iiiil'«i'liir»«i) M.a’hr iihrt t|« » (Jiirr^chujit verteilt 
tiiul in syminc'tri.sdifn (JmTsduuttcn liln-r '.riikicdi! K'in ji.tf.tlltl /nt S\iniiu'tru>aclist> 
liegt'ndf Is'iserschiclit gfr:«l!irti|; vrriiii'lrrlicli 'l i, iI.umi <nli4! jni i iitrii !*r!)rlii|>;( n (JiUTuclmifts- 

purikt ati.s A!)t>. Ci 


i’«- ’.I ■) 


... (. 2 ) 


</3 ‘^' 3 , !• ‘Jhl I (■ 

r/s i/s i‘ ‘ A • 1: 


untl wegeii (y) 


■ j • ^//) =■■ 7 ( V/ •/) I ) V/ < ,.■*1 


51 ,:/, i ' S.j 3 ,) 




... (13) 


9 3 , I 1 


■ ‘ / (.// I . *) ' 

hi tiiiari hrlirbigrii ii - ■#1 *|iiirli ii,i% Iwiiaiiitrir iiitill riitf 

Scliiifikraft wirkMiiii leiii glritii #lri llillrrnw. tlrr iii *iris 4ii0ti!i»ill> 

Liingsschnittfs lirgriitirii IViliii «lrr ; iiih'I 


r ‘ * 


m 

I (*/•> •//! 


Wegen cltT (ikidiluit ilrr i«ttgKiri|m’trii Si’intii..|>.iiiiuMig* n i«>> Inn. in r»nr% Kxijimmufi 
aucli (lit' SdmhsjMinmmg di*}. (Hifr#d»iilfro ilnti UViir 


' /« "I * ,1 ■ '1 » 

eiitspreclii'ii yiii! piirallrl ziir Mittrllitiir w- tin Oiirr»cliiiiitr* griiiliiri iimii 4k*., „ 

Scliiihspatimiiigrii f|rr 1 * wirtlrr, wie in AIiIk 3 * m ilni rr^iihiri? iiJ< 11 Sk-lmhliiaflrfi CJ,, 
/aiHaitifiitai iiii4 zrrfrgi iiiini fiitK%r itii Sclitiitl mil tlrr Sirgriwiir in liirr r ntifi 
poticiiteii, claim fiir syiiiniririictie Qiicricfiiiittf 
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Mt.— h ■ Qo:c — h 




c' d, /{df-x-A 


(i6) 


wobei das Zentrifugalmoment 7^^,^ das Tragheitsmoment 7^ und die Flachenmomente hoherer 
Ordnung J {df y) und f{df»x»y^) auf Symmetrieachse und Stegebene und nur auf eine 
Quei’schnittshalfte zu beziehen sind. Daraus folgt 

da. 


Mx'i * ^ 


dz h{y,, — %^fiidfx^y) 
f{dfx.f) 

— a,) 


• h • c 


dz 


f(df-x^-y)-^f{df.x.A 


^ ^ ■f{df-x-f)-%- I 

h\%,.f(df-x.f)-y^.f{df-x^-y)\ 

Die Verdrehung infolge der Drehungsnormalspannungen a ist 

®2 — 


( 17 ) 

(18) 

( 19 ) 


dz'^ 




also 




M, 


dz^ ~ dz 
und diejenige infolge von 




^ ^ E-k. \f{df-x^ -y) - ^/{df- X ■/) 


% 


d^2 


2 a. 


2 Afr, 


( 20 ) 


(21) 


dz ~ h-G-Ff~~ h^G-Ff 

wobei Fyden Flanschquerschnitt bedeutet. Da die Verdrehung infolge von Mt^ gleich der Ver- 
drehung infolge von ikf 7 *^ / also 

'^ = '1'i + 4'2 

bezw. 


d^ _ dP 4^1 d?i^^ 

dz^ dz"^ dz^ 


sein mu6, so folgt 


M, 


A 


dz^ 


E- h\fidf-x^-y) — ^ 


fidf-x.f) 


d? 

1 Mtx 

Af7a-2 \ 

d^ ( Mt 

Mt^ 

dz^ ' 

[g-% 

h^G-Ff) 

~ dz^XG-Jd 

G 


(22) 


eine Differentialgleichung zweiten Grades zur Bestimmung von als Bestandteil von Af^,, 
die mit der Abkiirzung 
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• f (df ■ X ■ r'®) j 


t^l M \ 

•''/,) j. ... (24) 

’ Id /•} ’ 

iibergeht. A i.st cine rciiic yttcrselinitfsfunktbn luit <1 «t i bnn'iiHiitri I'iiiri I.iingf. Das Qied 

ist !H*i duninvatu!igi‘n Cjurm'linittrii klriti uijil kaiiii inriklichni kVIiler verimch- 
lilssigt werden. 

Diesc Forinel (24) hililrl rlni Au.si'*‘itig.h|iiiiikt fiir «!ii' Itrrr-iiinimi^^ \iiii I )rdningsl)t‘an- 
spriichungeih Sie gilt fiir koirstiiiittm cnlrr iiacli riiirni brlirbigni Torsions- 

moment iiiul kann» m gut wk* die* liiugyiigskuiiiri |i‘K uiicli ftir grkriiiiiiiite Trilger 

Oder fiir Triiger niit kngsaiii veraiiderliclieiii yuei>eliiiilf lirilirliallrii wndeio Sie ist hier fiir 
syiuinefrische Ouerscliuilfe al^geleitet, wciliei jedech die AiiHriillieliiii i|e$ iiielit, wic 

ill Ahi), ii gezeicliiit1» imiilM m unn liraucheru weii iiiir vuiaiisgeHrl/t wiirde, daB Kich die 
Werte iiitd auf deiiselfnai Ati.siaiul r vtm iler Sviiiiiiririr»irii*ie bivirliiii, Sie iliirfte auch 
fiir fadirhige tiirsyinmelrLsriie Ouer-H'liiiiite iAbti, ii giiltig nriu, Htdriii tlafiir iiach eine ent- 

ii* /A * 

siireduaitle (Juer\scliiuttNkoustiuilr el uiid eiu fur dm Writ al»grlrite| wird* 

In 7 luK HI siiud eiitige flek'Oiluiigi^falle vini rriiiri Itrriiiiiig gr^idcliiiet, Bei alien 
crhaltot die Querscluiitte keiiie Acliiiialkraft, keiii mid kriiir (Jiirrkraft, son- 


Ahh 7. 

/ 


Ahh 8 . 




9., 

deru tiur Torsiousiiioiiicnte, Fiir de« iu Alifi. 7 gn^rirliiirlni ilri*itifiiiig%fal! iliiilliifig) 
die DiadiiingHmiimnibiiaiiiiiiiigeii ^ liidiim Kiidi|iirrMdiiiitiri$ XiiH %rtfr tbrne Baiuliietliitgimg 
in (24) eingm*!iti ergibl, dafi mmh in a!!rii aiidrrni yiirr%ctiiiitirit 31 n i%t, dai gan» 
Torisionsmoment M durch die wirbelfiiriiiigcii Sc}iy!»|iiiiiiuitigrii aitlgrnmiiitirii werdtn muB 
uiid die gaii/.e Verdreliiiiig elm Trigrrs 

,,, (a.'v) 

wird. 

Bei Abb. B iiinl 9 siiid aiii freicn Emli kdiie Kciritialniaiitiiiiigrii iiiid in I'ltigeiiiiille tiwv. 
am eiiigeainiiitifen Faide keiiic Qwerschiiittivcrmillitiiigrii itir^r liiiidbediiigiiiigeti in 

(24) eiiipsetzt, ergill fiir utivfrliidcrlichctt Qutrictiiiitt, 


Ad. Eggenschwyler, Zurich 


und als Gesamtverdrehung des Tragers 



(27) 


Das erste Glied in der Kammer entspricht dem Fall der reinen Drillung, das zweite gibt 
die Abminderung der Verdrehung infolge der Spannungen a und an und tritt je nach dem 
Schlankheitsverhaltnis gegeniiber dem ersten mehr oder weniger zuriick. GroBe Tragerlange 
und dicke Wandungen bedingen ein Ueberwiegen von Mx^ und diinne Wandungen dagegen 
ein Ueberwiegen von q und 



Fiir unregelmafiige Belastungsfalle, Abb. 10, wird Gleichung (24) besser grapliisch auf- 

^/ix 

gelost. Man trage, Abb. 10 a, die Werte 


2 7 ^ 


als Ordinaten auf. Diese zerfallen nach (24) 


derart in zwei Teile My,2und y 


Mr 


2% 


y 

■Mm, dafi, wenn man die Flacheninlialte Mr \d2i 




f 


als Krafte betrachtet und mit der Poldistanz ein Krafteck zeichnet, das zugehorige Seil- 
polygon die Ordinaten y abschneidet. Am eingespannten Ende muB 3; = o sein. Man wahle die 
erste Polygonseite i— 2 beliebig und erhalt dann mit dem Krafteck 10 b zwangslaufig den 
weiteren Verlauf der y-Linie. Ergibt sie am eingespannten Ende nicht die Ordinate Null, dann 
andere man die erste Polygonseite und wiederhole das Verfahren mit den Kraftecken 10 c, 10 d 
usw., bis y am eingespannten Ende gleich Null wird. Die Berechnung der Beanspruchungen 
selbst macht dann keine Schwierigkeiten mehr. 

3. Versuche 

Durch Versuche des Referenten an einem 8-z611igen amerikanischen U-Eisen ist die 
Lage des Schubmittelpunktes sehr schon bestatigt worden. Dagegen blieben die gemessenen 
Verdrehungen bei Belastung nach Abb. 8 urn ungefahr 20 % hinter den erwarteten Werten zu- 
rtick, was wahrscheinlich hauptsachlich durch die Unsicherheit des Drillungswiderstandes 7 ^ 
zu erklaren ist. Es waren deshalb weitere Versuche sehr zu begriiBen und zwar diirfte es sich 
jeweilen empfehlen, zunachst durch einen Drillungsversuch nach Abb. 7 und GI. (25)' den 
Drillungswiderstand 7^ und darauf durch Belastung z. B. nach Abb. 8 und Gl. (27) den Wert A 
zu bestimmen, der dann fiir beliebige Belastungsfalle in (24) einzusetzen ware. 
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C SEKTION III 

HYDRO» UND AEROMECHANIK 




Vorsitzende in den Sitzungen die Herren 

Baes-Bruxelles, Reissner'-Berlin, Oseen-Upsala, 

BurgerS'-Delft 



Sur la Vitesse de propagation de I’onde solitaire 

Par A. Weinstein, Rome 

L’onde solitaire, observee pour la premiere fois par Scott Russeli.^), consiste d’une 
seule elevation qui se propage sans changement de forme avec une vitesse constante c dans un 
canal a profondeur fiinie h, le mouvement reel des particules (de vitesse petite par rapport a c) 
ayant lieu dans des plans verticaux. 

La vitesse c est sensiblement liee a Televation maximum a au-dessus du niveau moyen 
par la relation remarquable 

c^ = g(h-\-a) (i)r 

Rayleigh et Boussinesq ont retrouve ce resultat experimental par un calcul d’approxi- 
mation en se servant d'un artifice ingenieux. 

Nous nous proposons d’etudier le probleme de I’onde solitaire par la methode de M._ 
Levi-Civita^); et nous etablirons dans cette note une relation (voir T^quation (lo) ) qui est unc 
approximation d’un ordre plus eleve que (i), notre intention etant d’aborder ensuite la solution 
rigoureuse de la question. - 

Position du probleme. — Admettons, en nous plagant dans un plan vertical parallele 
aux parois du canal, que la ligne / qui limite superieurement le liquide ait une Crete unique 
et tende asymptotiquement a I’infini vers la droite horizontale d hauteur h au-dessus du fond. 

La ligne I se deplace avec une vitesse constante horizontale c par rapport a un obser- 
vateur fixe, le mouvement reel etant irrotationnel. Le mouvementi devient permanent par rapport 
a un sy Sterne d’axes Oxy invar iablement lies a I, Oy etant dirige vers le haut et passant par 
la Crete, tandis que Oxj coincidant avec le fond du canal, a un sens oppose a la diiectioii de c. 

On aura, d’apres la nature meme du mouvement ondulatoire, pour les composantes u, v 
de la vitesse relative les relations suivantes: 

lim u = c , lim z' = o , 

X — >-CX) jT— >-00 

(u restant tou jours voisiri de o et v s^annulant rigoureusement pour y = o. 

Sur I nous avons Fequation dynamique fondamentale 

... (2) 

ofi la constante au second membre a ete determinee par les conditions a linfini. 

Designons par cp* et le potentiel et la fonction du courant. On peut alors etablir 
une representation conforme faisant correspondre biunivoquement au champ du mouvement la 
bande indefini vS* comprise entre les droites (p* = n et^)* = c du plan if* = 9* + ^ tp* et cela 
de maniere que les axes se correspondent entre eux. 

En posant =: c h f = c h + i tp), (ou cp et ^ sont des nombres purs) on obtient, 
au lieu de S'*, la bande du plan / limitee par les droites 4 ^ o et^J; =.1. 

1 ) Voir par ex. Lamb, Hydrodynamics (Cambridge, 1924)? § 252* 

Determination rigoureuse des ondes permanentes, «Mathematische Annalen», 95 (1925)- 
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Dupres le (n’ocDle .If M. I.EVi i 'i\ f iw nulls alloiis iiitit«!tiiif f fMiiiim- variable indi 
pentleiilf, on iironaiit pinir I'lUictitm iiiouiiiiuo !u K'laiitlfiu .» i’/ f • ,1. iniir par IV-tmation 


44 * ' i t 


on w 


i//* 

,/:i 


^ ^ (t » It* rroln I , 
desigiH* ki rtiiiiiilrxr if ■■■■■■■ ir, 


lin rrprenant Iv rai.siiiiiioiiieiit ilr M, 1 j*:vi frii.iiit rniiijifr ilr la nature 

Cjualitativc dc nulrn gliditoiiHur, num ;trrivi*ii»^ a jio^n jiuiii Titiiilf Mtlitaiu- Ir (onda 

nh*nt(d MU vatu : 

Detcruiincr \vh itmciums m I/I rrgy!irrr**» *kiii^ la laiidr' ri liiillm 4 riiitiui, t|ui satis 
font aux, coinlitkins aux liiuifo^ 5uivaiilt'^: 


II . ' Cl 


|ioiir * 1 # 


iit 


siii II li , |ii*iir ^ I 


( 3 ) 

I r- ■ * I— f .... ... ... ... ( 4 ) 

p etant inu:* tajiisianft* a |»riori iiidctrriiiiiirr i|iii r%l lirr a 1 li k ji.ii la iriatiiJii 

X* 


Iknir oiilcritr iiiir Milutitm a|i|iiiic*lirr lir 141 iiini'-i i* i.iifijikit’i-r juir Its trois 

#/f ' ' ’ 

pmnitrs tmnrs dun «tovrtii|nitiiir«i Htiiikiiii%"rrgriii i|iir Liu < iviia a «litriiiL*| cn aim* 
lysant lartilicr rniployi*, jiar fLxYiJcic;ii, I'r jiriii riir linltisl .ilans licit re caa de 

la immiint* Hiiiviiiiftu 

0) = # 4* * t {‘taut* jiiiiii i|i = ti, rgalr li iisir i|ii*iiiliir jiiiiiiiinii tiiwgiiiaiir on a (en 
faisant usage du symlailbrne riiitilitye jiar 4\I. LivM iur,iU lai li nuir dr Lav 1,0a 

on le syiii!»oIi* /i hignifir rc:ijiiLAatii.jii ■>-— L 

#/ f ^ 

On eii fire 

cLtf ,0 — iw /Jf„ 

(1011 il vieiif eii ^diiiiiiiaiit t„ 

^ dx 

ti 


tlf,.! ».». /It,, 


—tix {iw ^ /i‘i» . AV, 


k* modulo do I\\ etant infi^riour a la Hinito Miiwfioiur .k ** : /i« i» I 

‘>}i ' 

lui noglifjoant A'^ notiH allun.t niitHtitiirr coiir vatrm »lr L .l .ijs I cpiution {}), w 

qiii nous doiinrra I ii,jijaticiii iijiiiriicWe 


pf sm W ~ -- /I* ^ /I* jiiMif 4 i 

3 41 


is) 


^ Sulk esprmmme iM im $$m ^mmghm hmimtalr iimtkt il*i ImJ kmilmk, Act' 
Lliicxf,, I |i. /wj^ ***■ 6 1 4» 


44f; 





A. Weinstein, Rome 


On obtiendrait (comme on va le voir) I’approximation de Rayleigh en negligeant encore le 


Pour pouvoir estimer dans tons les cas Terreur commise, nous conviendrons (ce qui est 
d’ailleurs suggere par la nature du probleme) de considerer comme petite quantite du premier 


ordre la valeur maximum v de | x | (^egal a la valeur absolue du log j — j j sur la ligne I (et 

par consequent aussi dans tout le champ du mouvement). 

II est evident d'api'es Tequation (2), ou de son equivalente 




y — _ I 


= ( 6 ) 


que I T I atteint cette valeur v seulement a la crete (unique), et qu’en ce point on aura 

T = V -S- O 

L’hypothese faite sur Tallure de la ligne libre permet en outre d’affirmer, d’apres (6), que t 
varie en croissant de — v jusqu’a o lorsque op varie de o a cx^ . 

On peut done introduire x comme variable independente dans (s) et remplacer chaque D 


Nous aliens d’abord chercher a retrouver (en negligeant le terme 'd') le resultat 

4S 

de Rayleigh et nous obtiendrons en meme temps Tordre de grandeur de ce qui facilitera 
les calculs sur 1 equation (5) complete. 

En introduisant x au lieu de (p on obtient par integration de I’equation (5) reduite: 

+ (7) 

ce qui nous donne (-O- devant s’annuler a la Crete, c’est-a~dire pour x = — v) la relation 

v=i— ... ... ... ... ... ... (8j 

D’autre part 1 equation (6) donne a la Crete 

= = v — v2+ ... ... (9) 

En combinant (8) et (9) on retrouve la relation de Rayleigh: 

(Z I — I 

ou le symbole indique que I’erreur commise est, par rapport a v, de Tordre 2 au plus. 
L'equation (7) d^montre en meme temps que (i — p etant egal a v) est de I’ordre 3 et que 
cette quantite a une racine simple pour x = — v et une autre double pour x = o . Gela signifie 
d’ailleurs geometriquement que la courbure de I est o seulement a I’infini et pas a la crete. 

Tenant compte de Tordre de ^ et negligeant I’ordre 5 on peut aisement int^rer Tequa- 
tion complete (5) deux fois, ce qui donne la relation suivante plus precise que celle de Rayleigh: 


( I 


. a 21 / a \^\ 

20W /‘ **’ 


... ... ... ... (10) 
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Cl ivlilCU'Ilt 


niatiori par execs, d’ailleurs asse?. houtu*. U- ter.m- correct. t av 
pouvant <lonc <lepasser <la.is les cas or.liaaircs 4 (‘-n adtiuiiai.t 


Note au su|et des ondes d’emersion et d’lmpulsion 


Par R. Risser, Paris 


Une masse liquide d’une profondeur finie ou infinie est au repos ; on la met en mouve- 
ment par Faction de forces impulsives appliquees a la surface (effet d’un coup de vent) ou 
par F^mersion d'un corps solide; dans le premier cas, il se produit desondes dites par im- 
pulsion, dans le second, des ondes par Emersion. Prenons pour etudier le mouvement des 
ondes trois axes de coordonndes rectangulaires ; le plan xoy est confondu avec le plan de la 
surface libre au repos, et Faxe o s dirig^ vers le bas. Nous ddsignerons par tp le potentiel 
des vitesses, par ti, v, zv les composantes de la vitesse d’une particule, et par g Faccdl6ration 
de la pesanteur. 


On sait que Fon a 


(tly V, zv) 


^cp 


et 


1 ill. _L ill — o 


(■*•> ") 

OU Ag 9 : 


: 0 ; 


de plus les Equations d’EULER conduisent k la relation 

I 


P 


Pep 

9t 




iii 4- /iif 

^y) 


qui est v^rifi^e en tous les points du fluide, relation ou p repr6sente la pression en un 
point X, et p la density du fluide 

Si Fon choisit les unites de fagon a rendre 6gale a i la density et Facc616ration de la 
pesanteur, et de plus si Fon admet que les carr^s des composantes de la vitesse sont nc^gligeables, 
F^quation pr6c^dente devient 


(1)/ = ^ — 


^cp 

dt 


Comme Ton peut supposer nulle la pression qui r^gne au-dessus du fluide, on voit que 
Ton a k la surface libre 

il 

dt 


( 2 ) ^ : 


f ix^y^i) la d^nivellation de la surface libre au temps F6quation ( 2 ) s’6crit 
, Equation dans laquelle on remplace z par 0 ^ en raison de la petitesse de h et de 


Soit h 
dt 

continuity de cp. 

Les donnyes initiales caractyristiques des ondes d' emersion, expiimant I’ytat du fluide 
a Fypoque t = o consisteront k poser 

pour t = o cpQ = o et h -=z F (x, y') , cpg ytant la valeur de cp k la surface libre et 
F(x,y) dysignant les petites qrdonnyes primitives connues de la surface; 


de plus k Fypoque ^ = 0 , on a 


P/2 


0 . 


Dans le cas ok la profondeur du liquide, ainsi que les dimensions horizontales peuvent 

Pep 


ytre regardyes comme infiniment grandes, h la condition 


dn 


: o (dyrivye normale 


29 
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de 9 a la paroi du v;usc), la condition pour f ^ dc s’.uiiiuUt asymptoti.iu.niu-nt Utrsciuc I'on 
s’^loigne inddfinimcnt dc I’originc des coordcmnccs. 

Nous mcttnms en lumiore id quclqucs poinln qui iwm s.-nd.U'nt n.mvo.mx et (pii sent 
rclatifs d’unc part au prt>!>ie*me dcs oiidcs t-ylimlriquos. aux ofid<-x ilVniUTsion dans un milieu 
indcfmi, et trautre part a ecs nicmcs oiulcs dans un canal dr proi'..ml.-ur tinir on infmie ct 
dans un bassin (>arallrlipipcdiquc. 


Cas (les ondes cylindriques 

Nous nous pro{>osons dc rccherchcr les maxima id Irs minima »lr la d«'nivcllatian pour 
des particulcs ttuidcs sitiu'*cs dans Ic plan s i;,,. 

Si r cst Ic rayon vectcur partant de rorigim: rt alioutissant a la partirulr, et D Tangle 
form^ par la verticalc avec Ic dit rayon, on sail quo !c putrnlnd drs vdCHses est ddini par 
Texpression due h M. I.AMH (TraW d'liydrodymuniquc - .i* l-’.ditiun ourf. page .564) 

ccllc donii4i^ ult^ricurciiiciit ji*y* M-* lii-H/siKli |i, i||, 

M. Rousier, partant dc rexpresaion de dc U. Ikn ssiM si.i, ikdinit Texpression de la 
ddnivellation 

, S ,, .S j^j + t .’M< M 

//- — ‘ww .tI"! 4* + « 4 «f .1 ll 

\r ddsigne id la distance d’un point m de la *Anr d'ldiraidcmml .’i la partirule fluUie Mix,s), 
0 Tangle dc m .!/ avec la verticalc, S Taire de la section droitr du ryliridrr immerg^, ct la 

symbolc 4^ i reprdsente le produit 1.3.5 (4^ 1 >) !■ 

, . </// 

I,es soimucts ct les creux ties undcs apparrntes currcspomlcnl 
et sont diSfinis pur Tdpialion (-’) 


a jKHir s — % 

# #.i 


.• ,/) V 1 *”'^ ^ 

x/// 2v — U 1 

0 1 Y 

.*) \ 

. 4,4. 1 

J)»l { 2 H ; . 

Y*' * * <• T i 

Cette iquation pent encore s’icrirc*. 

/f'KVi X* - 

, S J’ , 


^ (2^*1 ■ 

1 7* /a ” 

(7?) 1' 

j-s 

a* .«’ 


1 1 , ^ jf " J t ^ * 


»> auu'Y (2) 


I I' 




.,f ^ I 


... ( 3 ) 
... ( 3 )' 


dans (3) les /} sont des sines entiires aJtemies en ^ • *"* ‘*'*”’* ^ sc rirs altcrnies 

//®s\ 


Le.s /,. ct jfy ont toutes uae infiniti de raciacs iiusitn'cs rt di itm* !*' i. 


PUB 




R. Risser, Paris 


Etude du ph^nomene dans> le cas ou — n'a pas une grande valeur 

2 T 

Si la particule fluide envisagde correspond a une valeur de ^ finie, et a une valeur 
de A- qui tout en dtant petite, est supdrieure aux abcisses de la zone d’dbranlement, il suffit 
de se reporter a (3)', et I’on remarque que = o caractdrise les maxima et les minima. 

^2 

Si X et s sont finis, avec — petit, les maxima et les minima sont donnds par = 

le sommet de I’onde apparente qui se produira au bout du temps t en (x, correspond a 

i- 

Jt' 

_ r- ^ __ 

1 1 4 - 2 ;-— 

+ > 


h 


^ ^5/2 pin 

5 9 13 


OU p = est une racine de = o 


+ io Fj , I (2;^ + !)/«(- ly -i _ 

-'H ^ I 4n+l J 

^ Ft I ^ (2« + 2) (2..+ I) (- I)- 1 
L I 2 ! J ^ 


2 


■fp 

Supposons maintenant Sq fini, x tres gi*and, et laissons k — une valeur petite; dans 


ce cas, les maxima et minima sont d^fmis par = o. 


2 r 


Etude du phSnom^ne dans le cas ofli — a une grande valeur , 

2 r k 

Lorsque est fini et inf6rieur a on a recours k une m^thode d’approximations suc- 
cessives en partant de 


+ 


^^2 


3 !* 


<^2 = 0; 


si au contraire x; < x, on emploie le meme proc6d6 en utilisant F Equation 


2 X 


X /g . . . . m: o , avec X : 


approch^es de X les racines de = o. 


Px 

2 


, et en prenant pour premieres valeurs 


Ondes par Emersion en milieu indSfini — Etude du ph^nom^ne dans le voisinage de la zone 
d'6mersion 

Nous guidant sur la m^thode pr^conis^e par M. BOUSSINESQ dans le cas de deux 
dimensions (cylindre immerg^ dont les g^ndratrices sont perpendiculaires k Paxe du canal), 
nous adoptons pour rexpression de la d^nivellation : 


hr- 


$i^t dt 


ou t]) est d^finie par 

nVT J /— 00 _ 

(j; (y) izz i sm (y — d\^=x—y -^{sinY — cosy) I cos dm. 

o . o 

Nous remplacerons le corps par son paraboloide osculateur, et substituerons alors 


H\i 


[■-(l+S)] 


Dans I’expression de la d^nivellation qui peut s’^crire 
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la foiicticiR r « 
A titrc 
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I, rriiiiFiiiirrtim 


L'Cr^ foiictiiiiw /* 

*■< 1:1. r *' 'W* 


lirn rniiml ibiikiaitte 


«t'-i i Aif j»% ifiliTiCi^l 


Ell jircwaiit imw 

qu'cn premiirc iijiprosii«^»'»« 




dci wwttiM'** 


^.ir .lowr, . A anr h-^mc Miiq.k, 


idkiate! ;U 

•4 

< - -■ ^ ■ j 

v-:;‘ ihw.Ci 
a*c^ 

Ic* . • 

• i« ■ 


l.V:,u.l. .WladWr du j.hrt*W#n- - • 

Su.V.,.U q... b jMrl..!r rtu.k ^ 1/ ^ _ 

teir dV.iu !«:•* !*iMiU**nv " 

ucHt arc c4» c..,nmc ^ ■ 

‘ Si U |*iirt.r«te rt«.a. C.I dan. I'a^^ 4 c, ; 

train. *«nl tlHinct.. fa ,««.c«ir . I 
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R. Risser, Paris 


Cp: 


t 


+ idz , if® d'^z . ^z 
+ 


rr (■ 

u — 00 


3! ds 


s ! 3z^ ■' 


F g, fi)dl drj, 


ou 7 ] representent les coordonn^es horizontales de la zone d’emersion et F (^, 75) les ordonn^es 
primitivement connues de la surface, avec 


iT: 


St 




En supposant ^ n^gligeable devant ;r, et yj non negligeable devant jj/, on est conduit 
a calculer 

7 ]) d^dri 




)/2® + 4r® + (:|/ — r])® 

En substituant au d^nominateur son developpement en serie, et en assimilant la partie 

/ T)' 

du corps immerg^ a son paraboloide osculateur, de telle fagon que F (^,’q) — H ( i — ~p ~ J' 
on trouve que I’expression Zj approch^e de Z^ a pour valeur 

Z^ = %Hl I’ 


( ^ 

- 1 

\2R 

6RV 


I /'® 

2 R 6 R3 

II s’en suit que le potentiel des vitesses a pour valeur 


cp: 


se L 


V\ tdZ^ F^Z^ 
dz ^ 3 ! tte® 


' (2« + l)! di 

On est conduit a introduire les termes compl^mentaires relatifs a 
remarque 






dz’‘ \R^) 


, et Ton 


d" / I \ 

{n + l) {n 4 - 2) + 2 (« + 2) • cos d ■ Pn + COS^ 0 ■ P"n _ 

_ Qn 

dz» \Ry~ 

— R» + 3 

~ ie»+ 3 ' 


avec cos d 


R 


et ou F„ est le polynome de LEGENDRE d’ordre n. 


L’^quation — o est de degr6 » en cos 6 et ne renferme que des termes ayant la 
parity de n, elle a comme P„ = o toutes ses racines r^elles et distinctes comprises entre 
— I et ~j“ I . 

L’introduction du terme en ^ j- conduirait k une Equation i Q„ analogue k Q„, qui 

^ -ij-, I 

a aussi toutes ses racines r^elles et distinctes. 

Si Ton fait abstraction des termes en -4^ . . . . . , on ’ retrouve le developpement 
classique de cp, 

Ondes d'emersion dans un canal de largeur donn6e et de profondenr infinie 

Le potentiel des vitesses peut etre represent^ par la s^rie de Mac-Laurin 


, , dh^ . , 




{2n~{-l)l dz' 


— ^ 4- • • • • » 


... (I) 




Mq qui d^signe la valeur initiale au point -sr) de ou de la denivellation, r^pond aux 
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conditions Ag/zo — O, o parois, ct cst telle tpie pour o. ellc se r6duise 

kjr(x,f). 

Si Ton se trouve dans le cas limite d’lin canal dc larpfcur a, on pent r\-alucr la d^ni- 
vellation, en introduisant le corps rdel et ses 2 /■ images, et ado[>tant comme airc tutale d’6mersion 
I’ensemble de I’airc vraie et dc ses 2 i’ images, a condition dc fairc croitre /■ iiulcfmiment. Si 
I’on ne considbre qu’un scul dl^ment dr/ immergd a I’originc dcs coordonnekrs, cn supposant 
5 et ndgligeables devant x et y, on trouve que la ddnivcllation <U' la particule (luidc situee 
a la surface dans un canal k parois parallblcs distantes de a, aura ptuir valcur unc scric dont 
le terme de rang m sera definde par I’expression 


\ sf iw 4^ * 


2 W ' ^ (2. 4 ... 2 j "T) J 


y . f 4- 
V 


* - 


En premiere approximation, cettc expres.sion iieut ^tre remphict-c par la suivante 


dr/ 

min 


(— l)'’”'- 


1 2 A’ / 


I 


avee A’ J^.ci"T jT 


I. 3- 5 [ 0 

Quant a la ddnivcllation an point (,r, r, s), die a ptntr valeur en premiere approximation. 
dr/ Y 2 « i J 

~l'rlR' 


' a ^ / P 

*«'' w ** o \ * 


V. 


IK 1 


3. s...(2// i I) 


I n + t - a/ 

2 //'(«! T-’-' if) !' 


avec A’ -r- j s* et cos I) 

A 


On peut donner une expression rigonreuse de rp et par suite tie /a rienivei/atiou, en suppo- 
sant le corps r^cluit ^ im ^Wment dm. 

Si I’on sc trouve dans le cas d’un canal de largeur donn<5e ct tic profondeur infinie, 
il suffit de prendre pour /q, le ddvdoppement 


: dm 


[1 4„ s 


I \ 

00 / 

I - Si- 

I 

„ ..L)l 

. 4.r® ( 4 (j/ 

-At/)® 

" kal 


i.t'- : .•;* : (_! 



qui r^pond aiix conditions exig:£»es //(> — ' o* ^ 

L'expression (\ (.r, v, .s*, a) 


iX 




T 1- « 


h2:(. 


n 


k <rj* I .1 * 


|/'F tP 


est susceptible d’^tsre d^veloppde en stiric trigonom^brique 


00 


C I ™ /f .0 ■“f* S /ly €0S 


2 V 

a 


ou Aq-- log u 4- i?o, avec u = x* 4- «*, tStant une constantc ind<5pendante dc u et 




■00 K® V® 

2 f% 


/ 


Si I on consid^re maintenant le cas d’un canal de largeur et de longueur limitt;e.s, mais 
de profondeur infinie, on est conduit k reprtJsenter le potcntiel //„ par rexpres.sion 
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dm X C2 [x, y, s, a, b), avec {x, y,s,a,b)~ S S X4„ . cos -- cos • 

|X ==, o V = o ^ 

La fonction est telle que Q (x + a, y, z) =z {x, y-^b,z) = C^ {x, y, z) et 

' d Cl) \ /b Ca 


^2 \ ^ 


Le coefficient ^ a pour valeur 


A 


J— 

— 2 nzy q 2 


+ 




|X, V 






' b^ 

toutes les constantes ^ sont nulles sauf celle qui correspond a ji ■=: v =; o 


i%zy b 


Bq^q -1— iP} ^ j 


2 ns 
a b 


S' 


a b 




■+■ 


Si le corps est immerg^ dans un milieu limits par les parois 

il suffit de prendre pour expression de \ 

dm [C2 fj Si ) a, b) -{- [x^ y, 2 c — ^ ^)]. 

On peut ^tudier le probl^me des ondes par emersion dans le cas d’un bassin 
paralldipip^dique limits dans toutes les directions, en faisant 6tat d’une 6tude de Poincar:^ 
au probl^me des marges, c^est-a-dire en choisissant pour le potentiel cp une fonction se mettant 
sous la forme cp — cp^ (^%ff T2 (^)- 

On trouve ainsi que cp est constitu6 par 4 series dont la premiere <E>j est d^finie par 
Fexpression 


ZC--Z 


3>i 


JJ, = 00 V *= 00 


S S sin Im i). Ay, » cos — — ■ cos 
|r«o v = o ^ 1 ^ b 


z 

Kt , ky 

vny e + ^ 


m\i -j- e 


en ayant soin de choisir pour et m les valeurs: 


2C 

T, 


K, 








avec 


+ « 4*3 


4 






|X7i:^ V 71? 

cos cos ; 

a b 


dl dri 


~a 


Aux fonctions 3>2> ®3> ^4, d y aurait lieu de faire correspondre resp^ctivement les 
coefficients s^pt, v> 4^|i, v) rattachent aux groupements trigonom^triques suivants .. 
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H i« 5 


sm 


(J {t . il 


5V# 


!i ■ n ; 


. iv l]-r.y, 

2^ 


ri*s ■ 


i! 

vn: r 






1 2 ¥ ‘ 1) n 


Si l\ni fait crcntre jtisqifa r'infirii Ici diincipioiis tin jwirallr!i|iijirili% tm trvnvi^, qtie h 

polcntiel ties vitt.:.sses a ptnir valeur 




nv m f.i 


|i itH’ ir Jt */|^ r/f ti^ 


qiii ii'cHt autre qiie TinU^gralc trouvce par FtilsHON’, ihm h rm iruii lliiide iiitiefiiu* 

Ohtrvd/mL Toiites Ics fcus ([ue rcan ^?t.iiilk pr«a!iiitrs daiw iiu 

canal tie lar^nnir liniitec, cn stipiitisanl qyc le ccifjw imiiierip: nkM j»*H fumiiUk par iiii eylincirc 
dont Ics gdneratrires pta'pen,ciic«laireH k Taxe dii canal emtir»wriil tisiilc la larfpnir, iiii pent 
dire tiuc la tItInivrIlafHui m* pent |kih etrc iml/qiemlaiilc ilc r* IliypiaticNc ijiii riiiit!iiil k ad- 
rncttrc quc le phentioirne se repHuIuit de !a luriiie lariat, dam Pnil plan jiarallidc aiix parols 
ne pent conduire tpda line pnunit*rc aiqu'tmiiiialiun. 
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Role des vagues divergcntes dans la resistance 
a la marche des flotteurs 

Par E. G. Barrillon, Paris 

I. Apres avoir rcpris sur unc echelle plus vaste des essais analogues a ceux relates pai 
W. b'RouDic clans son Memoire cle 1877, nous avons ete amenes a conclure que les resultats 
obtcnus par W. Froude ne pouvaient s’expliquer suffisamment par cette theorie classique, et 
a rcchercher s’il ne pourrait y avoir des phenomenes d’interference entre vagues divergmtes 
connne entre vagues transversales, ou des modifications des vagues transversales sous lettet 

du voisinage dc vagues divergcntes. ^ . 

Parmi plusieurs dispositifs experimentaux utilises pour etudier ces phenomenes, sort 
par des rcleves precis de formes de vagues, soit par des mesures dynamometnques nous de- 
crirons seulemcnt le suivant qui nous semble le plus convenable pour mettre en evidence le 

role des divergcntes. ^ . , ■ . 

Le materiel experimental utilise se compose de trois modaes ayant des formes ide - 

tiques ou voisines. L’un de ces modeles est decompose en deux demi-modeles, par un pan 

longitu^nal^^^^ des essais, tons les moddes ont leurs longitudinaux paralleles a la direction 

de la marche et les mesures dynamometriques se font toujours sur le meme 

celui plac6 le plus a I’arri^re dans le sens de la marche. Tons les essais sont supposes farts a 

la meme vitesL de route et il est important que cette vitesse sort tres exactement realisee. 

II est procede a 4 essais differents et independants. 

Dans le premier, on mesure la resistante de remorquage du modele arriere isole. 

le second, on mesure la resistance de ce meme modele place dernere le modele 

LrietoirL'fesrat on mesure la resistance du modele, place dans le champ forme 
par les deux demi-modeles places en avant et lateralemeirt de part et d'aurte de ^Ue sorte que 
le modae sur lequel on fait les mesures se trouve a la rencontre des demi-champs de 

dIT.: r«..a„ce ^Odae arrive. pW dans le d.a.p 

a ta WsTar US transversales du modae avant et par les divergen.es des dem.-modeles 

r&„l.ats sont les sulvants: pour des ntodaes que nous 
de route de n m/s. U di“ta!.ee“d» demi-flotleurs avant, 

Lt*u!lTminTerdanrie sens' longitudinal, de 3,6.3 m., et dans le sens transversal, de 



Resistance 

mesur^e 

Resistance 

defrottement 

calcul^e 

Resistance 

directe 

Gain 
en valeur 
absolue 

Gain 

propor- 

tionnel 

essai 

3,677 kg 

0,702 kg 

2,97 s kg 

0 

0 



^ssai 

3,080 kg 

0,702 kg 

2,378 kg 

0,597 kg 

0.20 

2&rae essai 

1,210 kg 

0,702 kg 

0,508 kg 

2,467 kg 

p 

bo 

0^ 

essai 

0,728 kg 

0,702 kg 

0,026 kg 

2,949 kg 

0.99 
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(.V K'c-nr'' <iVssai sur HawK'li’s t.M.n!..- ‘ ' ' fcrence ou 

de inodilkaiiou <Iu cliniiii. dViiM iiihl.-, ilu^ .lus v.i«u, . di* . , .,*1,- I, . u,.. , frmic.-s do 

divergoutcs in'uvrni dtiv pl»> iiii|M.i laiilr^ >'■' »•!«■' >« '■ =’*■■ ■ '« i s,,l. ■ , . hIi,,. 

resistance tine ii la I'otmalian tie :a;jiie.s f-ai le fl.-th-.o I . *• »i • - >•: >-r f. :.r . 

annnlee en plaomt /•' Hallent dans uit ehanip de . .n;:*,-. 

j. Danh ce t]''! pinv'ir, mw- av.ms tiniii'iu- iiniiM- !.i iii.iti.- m!. , .!«■ tnuic i-i i;i 
menu' iiosition rclaliu- .It- dia<im- Huii.-ih (..imani ■I.- *.tKu. •« .u iiin udl. > i-.h ia|-|.,.if .sii tiattt-ur 
dont on mcMia- la rcsiNlaiuv. ti'aniu-s p. uvn.i . tm-. •. , i, t.Mi.ini let. eon- 

(lit ions dfs cssain. 

PlaCC^nH^IHHIs tiahtirti iUiIh Ir ^‘4^ ^ill r r%H4i rii f.mArtni rt ri»||Hn'vi«is 

la meme vilessr tlr rtailr. laiin I rr.itti-iiirnt mftr \oir. <k*H 

variatiems dc* rt*sis!aiiiT avaitt. |*ai ui|i«*ri a IV^Mi iniinit. imr pcii..*dir:i!r 4 I4 hmunntt A 

de la ]undtMl\icco!niia|,wiiifiit i!n^aii|«r, U erlnifc Li ,lr iMiitr ini lAilite, la 

peruale nenihle iin pm p\m rnyrin t riii- i^'iir«iiri!r r.« l.i iiiniir ytir lr% r\prrkiiees 


de W. 

Platcniis-nouH Ir dii j" 1***^“’ *«*'«^*' rrkit irtiiriii liaiHvmal 

des tleiiii fluttein> lalti-aii\ rt itiir mrmr iiirv^r dr Li irMHi^iier *lii flrifleur 

arriere a divert ebi|:tiriiHiits d.iii% Ir %rii% lirn|^y,!tidiii,il narNi.iinii^ alcirs cp* 

la periyrlicite fie la rcHiMtaiice rni txdr 4 A eiaeiiir pirrrdririiiiriti. ri mm 4 l*i »ii%i.:tiirr tlr ciite 
f« Crete des ilivergiades ir %rii% Iiiii|,niudiii4i rr I.i rutiilir de^ resis- 

tances m imKtmn de rkmtmwnt |»*rHriiir ni fdin dr li |w-i e-linir icriinalr A. dr-, ilirgatitei 
relativfnient faihles* iirciiivaiit tpidi \ a mir '^iiiisrrpr^iiiMn dr *** 11111*1 fririicfs; la 

f^rioflc A est celle des iiiaHiiiia 

ldaf;on8*fwn» inaiiileiiaiit ir ra» dti .r ri idriiiniiir la riiiTi|«iliciri 

<lu train, faisoiw varirr la dr tmu* %rylriiieitt. nn |»rii 411 ri im pm aiMlrhioiw 

de 2 in,/s. (vitew dr rriiitr in%m faijiirllr la dn tiaiii a nr iri^drri Xhih cents* 

tatoiis ators, qnt* |iiiiir tiiir variaiinii dr % dr l*i %iir*'>^'r .111 dr^^ir* n an dr’ 4 %<ni^ dr j 
la resistatice varie ile fdiH dr 25 t Wi iiiiniirr ddifir imii, la iirrr%tiir daii»» re i;riifr dVssaw 
croperer a ina* vite^*»e ah^nliiiiir'tit ri i|‘aiiifr p-att, la ir%^-.rtiiiii,i:iier dr*^ j*lnimiiieiiw 

dont il s‘agit* avre «te vtditalilr^t jiliriitniiriir^ dr s%firlif«»iii%fnr 

3, Lf fait ijlie la jtrrimikitr dr% |ilirii*^iiriir'« ddiiirf in riirr, dis% aii% iaijiif’. dHflpiile’i 
est la mmte t|tir la jxd’kwlkitr t|r% jilirttf«firiir% fidfiirilririirr dii% aii% la^pir-^ 

tend a prrntviT f|iie rV^t la i|iis ilirfinnr rr-t |dirip»iiiriir^, ffiirl ijiir iciit 

leur mecanisinr iiitrriir, rl i|iir pm Hiitr il nX- a |»4% lirii dr laitr ,ni jw»iiii dr iiir iiyiaiiin-' 

metrique de distiiirtioii eifrr lr% ^y%lri#ir% rt lr% j<iiM|iie 

Cfi systfniieH iiliifrrviriitieiil qiir par Iriir 

Le detail tin niecaiii^tiie a pti rirr eiiidir pai d^ l< 4 iiir% *ir i.ispir*!, ^iir plii^ieiif^ 

formes de flotteiirs, et eii parlkiilier, »iir la ffirmr qm 4i4it ^ri%i ,1 W 

Ofte idiitle It iiimitrr f|iir Ir tlmmp «lr% %a^nir% dafi% Li in!# i iurdiaiir iriidr les 

clivergentes avaiit ef leii tlivrrgenir* airirfri riait dr fa np«lif»’ p.ii Ir^ itit« » iririier^, 
cjtidl s agit de flotteiirs fiivniatilr^ t^i dr rtr*liriir^ 4rLi%^*t4ldr% 4 I4 niairfir 

Ldiypoflim* de iii tiienrir rlai^lqiir ifiir Ir^ mirf frinicr*, lim dan^ la irpj-m aiiirre 
seiileniant |a rarriere divergefitr* dr rariiffri, nV^i 4 «#!ic |#»i^ is^^i |dii% jita'pnddr dii 
de vite giHimetrif|iie, 

4. Les esf^ais qiii V'ieiniriit iltire rrlatr* ric r^cciiir^ *iif I t4|*4raiitaiil 

den vedettes. 




E. G. Barrillon, Paris 


Une autre serie d’essais a ete executee cn employant des modeles ayant des formes de 
veritables navires de mer (forme T. M.). Dans cette serie d’essais, on a d’abord employe des 
modeles identiques entre eux et places dans les memes lignes d’eau; on a trouve que le gam 
de resistance pouvait (lorsque le train formant le champ de vagues artificiel etait conectemen 
accorde) depasser la resistance directe du modele, sur lequel les mesures dynamometi iques 
etaient f’aites, c’est-a-dire, que I’effort de traction necessaire pour remorquer le modele dans le 
champ de vagues artificiel etait moindre que la resistance de frottement; le modele est alors 

reellcmcnt pousse p<ir le champ de vagues aitificiel. 

Lc train, conservant la raerae disposition georaetrique, on a alors surcharge les modeles 
formant lc champ de vagues artificiel de faqon a former des vagues plus fortes que celles que 
produit le modele lui-memc, lorsqu’il est isole. Dans ces conditions, on a pu abaissei jusj a 
zero la resistance de remorquage du modele place dans le champ de vagues artihciel, c est-a-dire, 
que le champ artificiel, fournit au modele la poussee necessaire pour vaincre sa resistance propi 

dc * reduin la 

rhhtanca de eenuirqmee d la resistance de frottement seule, eamme eela eta.t U cas four 
modules V, mats encore, d’annulcr la resistance totale de remorquage. 

5 L’etude des phenomenes n’est pas actnellement assez d4veloppee et surtout s’etend sur 
un nombre de formes trop limite, pour que I’on puisse des maintenant 

des champs de vagues a individualite propre, doit etre abandonnee e remplacee Par Ja com 
ception dhm champ d’ensemble tel que celui que I’on utilise dans 1 analyse mathematique de 

resistance a la marche. 

Une des difficultes de I’obtention de resultats, s’etendant a des cas varies, d. 
du travail a entreprendre. Une collaboration des divers laboratoires mteresses 
serait tres desirable, car il est pen probalile qu’un sent puisse niener a bien une etude qui 
■ pent se faire que dans des Bassins d’Essais, en general surcharges de travail courant. 

Le but (le la pr<esente communication est specialement d’attirer 1 attention sur un domaine 
de recherches experimentales, insuffisamment ex, .lore, et au sujet duquel il y a matiere a une 
collaboration intcrnationale. 
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Sur le signe dc la pression dans un uquicic pcsant, 
cm mouvemcnt irrotationnel 

Par ti. lJuul iga 11*1 , I’lMt irr^ 


Considcrons un litiuidt* parfait [ifsaiit, t'li iiHnivi-iui-m 
pour axe (h la verticale asceudaiilf. nous avoiis, t'n <lvM|;tiai.l 
au point (.r,y,s) et a I'instaut t. par P la proMon. par p !a 


it 

ji,ir If* I'H 


Si 

ilr'iitifd ilr.H 


prenons 

vitmes 


d’oii en prenant le laplacieii 




^jraii'* •p 


tl I 

" 7i/ 


Cl 



\ A (grad' f ) 


w 


or ks composantes {a.v.Jrt dr greid f tdaul naM!»mi.|Urs. ,unis av.m. 

A (gntd'^ f) - A i-n'-* = sCi'r.uiiM j Kia.iJ;- j 

d’oii il r&ulte qiu* /r kphnivn </<• In ptt'.isinu t\it pntlpnt «<■{.'«»?>/ i’h «»/. 

II s’ensuit que la presNioii iie pen! idliir auvuii miniunitu aii M-tu <1« llunir. i Vue function 
ne pourra alteindrc sa liornf infcrifUic quc mu Irs mh facr* (k-hinilaiU Ir iiqiiidc. 

Dc celtc rcmanpH' .simple limnilenl d'imi»*»nanti’i* cun't-i|Uem-cs: 

I. Etudions Ic nimivemen! irrolatimmel eu elnile lihre. ilaii'> Ir vide, iriiiir errtaine masse 
Hquide. A iiu instant quelcoiique, la pir!>sic»» waa jnillr a la niiifacr liiiiilr; rl jHiiH(|ne .f/i est 
< 0 , p sera positive dans tcjutc la masse tin lUiidr. On ixniira .li.m: init-Krer Ir*. equations du 
mouvement sans se prioccuper dt» signe de la pir^sion, iHutivn qnr la %«rf;tce lihre foiirnie par 
ce calcul hypothdtique 4vo!uc de nani^re ft ce qu’il iie »i* pMHlut*.r ianiait «lr elate entre ks 
4kments mat^riels qui la cttmixtsenf, rai plus preciweiurnt, qn il n’v ait jainait* irneftutrr tic tkiix 
elements inateriel.s de la surface iiyant des prtsitkats tlisiiiiclrs au deliui du itumveini nt, 

II. On arrive ft line couclusitiit auaUqiue en ^tudiaut Ir motivrutriu irnttiitifiumd d'un 
liqttide dans un vase A parois ti.xes, iitovennaul cerlaiur* livjaithr^r* siinplrs sur la fttriiie des 
parois. On repond aiitsi, au tnt>iii» partiellement, ft uur i|ur*ti«»ii (miuuUv pat M. Hauam.vrd 
ft la fin du diapitre ill tie .ses fa'^oiis sur la I'nqwgaliim des t)ndr» tno 

Nous supjKisemiis avec precision que la surface cuitsinu.uit IVnvrinltlr 'hs parois du 
vase repond aux contlitimi.s suivantes; 

1. Une verticale la cohjk* en un |»omt au plus. 

2 . Une droite de direction quelwmque la coufic en drux |ioiiits au plus 

II est alors facile dc detluire de I'^uation 0), que sur critr surfacr. Ir giadienf tie la 

pression est dirige vers I'exlftrieur du liquide, mi encore qur la d^river oiiun.dr nitmeiire 
est negative: en effet, i! suffit Ivitleninicm d'iiablir que Ton a hien 

Soit M un point de la paroi. la itwidcuie qui |»a»*e rn M ft l instaiu •> tsriipr a I instant 
ultericur f + df une nouvelle jxjsititm W telle que Ton ait 

MM* ssi Vdt avec grad f 


Nous avons 


G. Bouligand, Poitiers 


±V^. 

dn 


:2 V- 


d_V 

dn 


Portons a partir de M sur la normale en ce point a la paroi un vecteur MM„ dinge 
vers I’interieur et de longueur S«. Tout revient a prouver que Ion a bien 


Vdt.^bn>o 
dn 


or il est I'accroissement gtometriqu, mtoit&imal du champ vectorial V pour k it- 

dn 


placement bU = Nous avons done 


dn 


■.dM-lV 


geometriqu. Tv fait u„ angle aigu avec la notmale interne, done que 1. prodmt scalane 
m ■ iV est positif. Mais alors, la pression possede les caracteres suivants; 

?il: “d': rpth'r gradient dirig. vers I'enkrieur du liquide. 

Serelfders:S:S*o: rl“ Z rCeesion nurpo-Mhte « 

des valeurs negatives. On pent done encore ^Treni^paTr^lcul hypothetique 

occuper dn signe de la presston, pourvn que la smface 1 bic ' 

liquide, dc manierc a cvitu la l nression ext^rieure, on pourra voir le 

RiabouchiNsSKY 1) , on fait decroitre ^lusqu Innner naissance i une cavitation. Des 

liquide se separer de la partie arriere du solide pour souje. 

remarques precedent, il tourbillonnaire, ou la photographie 

Ce resultat ne peut d ailleuis setend _ -nmniun avec celle du solide (si tant est 



1) Voir C. R. Ac. Sc. Paris, mai 1926. 
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Ueber Grcnzsduditdt>Stiiif>un <4 

VlUl j. Ack.M i ! , !i>.n lUK* II 

Vur liuLwr /xit lul I'uamui. ') KrtAi)4'. 'I.'U 'i«.i'« »'» *'■'**"• •l'«' WiiknnR der 

iqii.si,kc.itsrdhunK c.ua iH.clHnhn, kau»: H.in* .I.-i Nn..uann: nluu.|. k,- 

eiLmdo ininulsivo Kriittcl l^rM-hl /,iikuiii(u.»4..M- I ou-..u., 1 ., 'hhI, da. ilafteu 
,kT I'lussijikcil n.i iVstt'it Wkn.Un kuu.i.U aim .-m .U-. l‘M!, i.i»a!ilM..n.- uond.s 1 !,■„» at !,mdn. 
;,io (k.sd.win.!iKk.i..,.adH-....-u .a-nnal /» .ka. Wau-lua^.u ^ud sd„ ,H.d. .k.il a„d, w 
klcincT Zilhik'lu-i' ri.H. uickt /u vcniad.la.MK.-u.lr Kr,l..mKsk.a!! aiu d., .u d. . x.ua- drr Wand 

strumcwU- aimuo Sd.icht au>K‘'iii'* AuUnliall. dn -aa i.u !,. , i ., HUMnMiirte 

PulculiulhcwcKUUK. Im V.ilaul d.r lU-rnKun^ aim n-u:. h., .au dM,ak.n.„i.sd,« 

Unlcrsdned .Avisdmi .icu. Vcaliallru dr. t dr.unl.uhi, da n.. l.Huami.ull >t„m,ungH. 

ridilnuK vurlirgt u.nl da. vu. 1 XurkanMirM Jan .du in. . . .ua. i all «i,d .,ui d.a auUmai 
Strumungaudi dir ( ;irn/,>dncht hrsd.lr.uugi. Iri/uaaa, al..a hat d.. t ...a./n lurhi. dir dutch 
Rribung ail -Irr Wain! Idirigir ^nlirtt. iticld lurhi .i.an..:.a.d hnind,. u... k..;.,. dm Uruck 
V(,nvart.s«t.stnmirii, iW kaiti. daitti StaMitaltuii drr I ,ir../^durl.t .aut., a..., di. daiitt wrilrrhiii 
(lie uugestudr Stiihiniiig \<-n .In Wattd alidraiigi i \l.l...ut.KM 

In drill dfirttni \ t«i!iag liai rtaitdil al«a aiidi •.rltMii . ni.ai \ .a uirh l.rnlii irhrii, wo 
er die (irrn/.>diicht auf dri iliitlrtH.tr nii.^ /d.i.diin al.-..,.tgi ....d ... M.iKoaiiMi. und Al>. 
losting kuu^^licli verliiiitlrrt. 

Tmtz ilcK gruUm iliwrrtiHiini iiipI Mth |ir*ikii<lirii liiiricv.r. i.i iiiri ki%iiii|igrrweise 

dieser Vernuch aiLHcliidiiriid idclit winlriliult luinlnt 

llir iiii iiaclilidgrHiInt l.i€^Hiirirl*i'iirii iinini I iitn Hiicliiiiigrii sind 
im iaiik ikr Jilirr %%m iiiid mu Mi^u^tukn wcirikii. 

Sk liiitirii tkii »lk »lri ..Ali?*»iiigiirig fiir 

|>nikli?ic!ii* Inilk iii irigrii* *irii im dir ,/\iif»iiiigiiiig 

nikigeti Krafilicilirf 

Ill I Mill diii |•r^llin» dri I kiiK er- 

btlllrti ^^rrdrii. Mir Flii»»^igkril iW4%%rr, knit rtr i .» 4 i mil liiiki lltr 
tliiriii rill m ti'iliiiiig rii%riirtir% ■‘tiiiiiiiiii ^iaii wtil 

#llis dii’ kl'falli'tiiig, dall dir gr^.rlidiiirir |■"»liill riaiiilicll III 

stark rr%vritrrl» mall iiiiin kincli^clir .Sii»iititiiig^-riirigir m Mimi. 
lidlrl liiirrgir mil gillrin Wiikiiiig*.gf ad •l.iil d* r t Irii 

iiiiiigswiiikrt KrgrM 11..1" iindii %%’r^ciiilii’li til*f 1 Mali 

liriitiadilrf laiiacliiicli riii %Liikc% Aii%%4rli^rii *lci m 4 ri I igiii ia 
titiiril l.il'riiwtllidii Iiml Alik»^is«g dcr ki4i4 hiiitn rligstrii 

CJiirrsdiiiilL Mir Ilriiekiiiii>rl«iiiii i*t klnn liisngi iirni .m drii Mrllnt* 
ilir AtililByilg jum^l %i*|ilrtl, rllirll Sclllill W 

der Wand aiu Atdi th, mid ^aiigl Fln^^igkfii iilnl*? di^ \hlr'^mn: 

Sie kaim wdtrr liiiitrii inner mail aiifiicirn, da |4 fnimn Miai 

handrn ist* Will imiii sicirr grlirii, mi mini mmt m% iiscliirirn strlhn imd 

kontiuiiirrliche Absaiigiiiig, d. ii, diirctili%»igr Wjiidi* 4ii%%rii4rft 1 %idi ir i 
Wir skli dif* Altsaiigiiiig |iraktl^li an»mifki* m*II iiiin ll^nd 
gezeigt wrrdrii. tun idtnirs lVa^»cf 4 irriimr i^l ^latk uu I 

L. Frani»ii,, Vriktinli cl» Hi mmm M4itr • ; ^%3 d, 
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J. AcKERETy Gottingen 


erweitert Die Stromung (von links nach rechts) wire! durch aufgestreutes Aluminiumpulver 
lltbargemacht. Die AuUmen Abb. a, 3, 4 (Tafel XIX) sind Ansichten des Vprganges 

Abb 2 zeigt zuniichst, dafi der Wasserstrom sich ira engsten Querschnitt an beiden 
Wanden ableist. Es bilden sich Diskontinuitatsflachen, die bekannthch unstabil smd und sich 
bald in einzelne grofie Wirbel auflosen. 

In Abb 3 tvird zuniichst nur auf einer Seite (in der Figur oben) abgesaugt. D.e Stromung 
lent sich sofort an. auf der anderen (nicht abgesaugten) Seite ist nach wie vor Ablosung. 
Die Stagnation hinter der Ablosestelle ist deutlich erkennbar da die emzelnen Aluminm. - 
oulvertrilchm riiizdii .(ichtbar sind. Zwd Absangeschbtze smd m Tatigkeit. 

WW endlid. an£ bcklen Seiten abgasaugt. so bor. jade Wirbelbildung auf, d.. Stromung 

“ gescblossanen. stark crwdtorteu Rohr durch 

• tz abzusavmen^) (Abb. 5) (Absaugeschlitz .). Ohne Absaugung ergibt sich der 

r;:kv^ :rr (ob:re ^Ifte dt Udung 5). Dm- aus den gegebenen Querschnitten 







, , -fu TU-nekanstiee ist init loo % bezeichnet. Sobald abgesaugt wird 

r - t"wird d^^ von kinetischer in Druckanergia wesentiich gii^rstiger 
Lrarfolgt, was nun taahnisoh von groBar Wiahtigkai. ist, auf sahr kuraa, Stracke. Im 

einzelnen waren die Daten: ^ ^ 

Durchmesser der engsten Stelle 

Durchmesser nach der Erweiterung 2 ^ „ 

DurchflieBende Menge 

Abgesaugte Menge ’ Wassersiiule 

Theoretischer Druckanstieg 

Gemessener Druckanstieg zwischen engstem Querschnitt , 

und einer Stelle A unmittelbar nach der Erweiterung , 1 n 

Druckdifferenz zwischen Absaugeschlitz und A 4,45 m „ 

. s = 0,6 mm. 

Aufliasen Angaben kann man dia Absaugalaistung berechnen; sia ist 3,4 % der dutd, 
dan angsl Qra^schnlt p™ Sekunde s.rbmandan Enargia, wobai ain W.rkungsgrad dar Ab- 
saugepumpe von 75 % beriicksichtigt ist. 

2 )' j. ACKERET, Zeitschr. des Vereins deutscher Ingenieure 1926. Seite 1153 • 
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Fs wurdeii fcnuT I 'tuK'iikunKcii. wo AhKFuiiK U'lcht iuiltnli, uniri -.lu-ht, lU-sonders 
,,iTnni.Asl .i.. V.rsuch, b.i m-lclu.u .in frcicr I.nf.M.ahl n.n .H... umKd.t.kt wir.! bd d«- 
seitb^c. Iniln-uuK aut d.r kuukuv.n Svit.. Abb. ta o!nu- Al.s.UKUng ;u.l drr ImuntseUe. Abb. 6b 
„,i Ah-^atnamK- Zurxrit .sind V.rsi.clt. init TraM»biH«l» un b‘ » wdch.ii auf der Ob«r- 

sdtc- abLasauKt wir.l uin das « AbrciUt-n- dt-r SlrdmuuiK Ih-i K'-ilin Anstdhvnikdn ai ver- 
hindcm. Ik'lHT einigc vorlaur.«c {• ■Kfbnissc* isf dn kura-r H.r.cht sdiiriKaF*). Absauge- 
Ver.suclK- an Kukwln bat Scuxknk iH-sehrivbfii <). 

uVvodaufige Mitteilungem der Acr- «lynan««hcn Vrrsu. hsaMlab ‘baungrin Ib-ft j. 

i) O.Schrkhk. Zdtwbr. tdr Kiugtedmik uml M..l..i.!.tdts«h.t!.d.it to.<‘, Mat. i«.o. 



Ueber turbulente Stromung durch Rohren- 

VonM. Broszko, Warschau 

Im Gegensatz zu den derzeit vorherrschenden Lehrmeinungen wird in der vorliegenden 
Theorie die Ansicht vertreten, daB die fiir den turbulenten Stromungszustand charaktenstischen 
Pulsationen als geordnete, molekulare Bewegungen aufzufassen sind, die sich den (im 
Ruhezustand einer endlichen Fliissigkeitsmasse ungeordneten) molekularen Bewegungen 
thermischer Herkunft iiberlagern. Des weiteren wird angenommen, daB die ausgebildeten 
turbulenten Pulsationen in ihrer Gesamtheit eine Welle bilden, die im inneren Kern er 
stromenden Flussigkeitsmasse (im «turbulenten Bereich») fortschreitet, und daB der 
turbulente Bereich von einer auBerst diinnen Laminarschicht umhullt ist, welch Ictzterc 
iiber der ruhenden, stets an den Wiinden haftenden Fliissiglceitsselucht in 
gleiteti). Im Falle eines geradachsigen Kreisrohres ist die Welle eben und die turbulente i 
Pulsationen sind von hochst einfacher Art; es fiihren namlich samtliche, im 

enthaltenen Flussigkeitsteilchen in ihren Achsialebenen eine geradlinige, harmonische Bew g g 
aus, deren Amplitude Sehwingungsdauer T, und Wellenliinge Xo, sowie f ^ Neigungsw^ke 
der geradlinigen Schwingungsbahn gegen die Rohrachse im ganzen Bereich ihren Wut mel t 
iindern wiirden, falls die ebene Welle in einer ruhenden Flussigkeit sich ausbreiten wui . ^ 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der ebenen Welle wiirde dann durch die Gleichung w 

gegeben sein, und die durch das Fortschreiten der ebenen Welle in ruhender 

difgten radialen Verschiebungen der Fliissigkeitsteilchen konnte man durch die emfache 

Gleichung 

r,'=A,cos2^[jr^-Y^ 

darstellen, wenn die radiale Komponente der Verschiebungsamplitude mit ^ bezeichnet wird^ 
In dem betrachteten Fall durchquert aber die ebene Welle ein bewegtes Medium. le ir 
eintretende radiale Verschiebung ist daher gegeben durch die Gleichung 

r' = A^cos2^j.[Y-Yj 

in wdcher T den infolge der Translation geiinderten Wer, der Sehwingungsdauer bedeutet Aus 

dieser Gleichung erhalt man durch Differentiation 


b/ 

bt 

b/ 

dz 


2 %Ar 


sin 2 n 


2 nAr T. 


T 

T, 


sifl 2 TZ-7p 

Aa 


(r„ J 

(%-i) 


K 

dr 


= 0 . 


Beachten wir nun, daB bei der vorliegenden molekularen Bewegung die 
ponente der Pulsationsgeschwindigkeit zu', gegen die Translationsgeschwindigkeit .. vernach- 

p. 42- 
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Gleicliung 


A’’ 


, ...,, ..I..'. ■) 


r ilf ^ *' 

sich ffi-ibt, lu .lii-Hvr ta.'iG.ung luvru'lmrl « Sd.«r..l«-it.lr..iug.mK. / .1... « ii-lallsverlust, 
A die Ziihigkdts/.al.l. r .K» Radius r.iu-s uu. dru, Kinsrul.r .. Kr. ../d.ud.rs, .•■, <J™ 

l,a«...l all... Sinn.™. I' — " •■'" ■'■ ■ '■'"""■"I n - ; » 

find™ .i...l, .In. I- “I* 

tuug .Ics Radius k‘zw. di-r AchM*. und t-.' r/ 4r» d.s i‘,.«lukirs . 

Durch Integration der letzten tiU'ifliung uluili iiwu 


^ , ,s 
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ii V^n 1 * I 2 

..\r I r .. .. ! ' 


.mil I<‘.'«"|B 

l,.,,Mlstra.i.s|«.rl /... liraad.,- I.al. - m„.ii ....... .In- ...i.i.l..,>.l. ' . 1 . .. 'I.' > 

schreibcii 


A' 


r «; «; r,* • t 


... U) 


weun m/ 1h-/.w. ft/ die lutlialr ln-zw. achsiab KtanjHMinHc .ki ilxrtois, !.. » >,ln^4»Kungsgi- 
schwiinligkeit it' k'zeiclimtt. 

I'm wt finer iJRung diewr UU-khung *u grlangm, (111111. M «ii /•««• « !.<« dm 


V ^ V ' um 

r f 


r M 


i t I i 

' (7, f 5','^ ^ *'r *'4 " 7 / *'• 7 I 

* * 
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Auf den von der Zeit und vora«*w.-t*uiig»gi.niall vmi luii i . al» 

hilngigcn DiiWntbUiUidifnten ^ wenden wir min*lir Ktfi,ti*»<k. liiOrj. nu.in..ii‘.n'gfla« 

“) (). RKVKoi.iis, Loud..!., Mja. Tmrei. Vd. 174 (»88i). I* 9iS 


M. Broszko, Warschau 


d « V,) 6 (V , » « '>.) , , <1 « '■.) 

— ir^ = — 5^+"*~sr“+"' d. 


formen unter Bcrucksichtigung der Kontinuitatsgleichung 


d OT 

die Glieder auf der rechten Seite der vorstelienden Gleichung um; 

d (vj c) {Vr' I — ^ (zy' I ^ 1— — - 4 - — — 4- "Vr ^y div u' 

d.- ^ dr ^ r 

und nehmen von diesen Gliedern die zeitlichen Mittelwerte unter Beachtung der Tat- 
sache, daB solche zeitliche, sich auf die turbulente Bewegung beziehende Mittelwerte wie 

^ usw. von z unabhangig sind ®) . Es wird dann 

I f d {Vr V,) _ d{vr'"^ Vz) 

TJ Tt dr ^ r 

Setzen wir diesen Wert in (4) ein und fiihren die angedeutete unbestimmte Integration 
aus, so erhalten wir nach nochmaliger Mittelwertbildung 


vj v' = t. 




... (!) 


In dieser Gleichung bedeutet 4 ein bestimmtes bezw. ein noch zu bestimmendes Zeit- 
intervall. 

Eine analoge Behandlung des Ausdrucks 


■> 

^iTr< = i/ (». + «.') = "iTV. = = 




ergibt die Gleichung 


\d{Ur'^ vi) I Vz 


= + — ]+<^. <"> 

in der wiederum ein Zeitintervall bedeutet. 

Setzt man nun die Werte fiir V vJ und uj aus (5) und (6) in die beiderseits mit dr 
inultiplizierte Gleichung (3) erhalt man 

llr^dr = --tud{r^^v;) + t.d{r^^v;)-C^rdr^C^dr 
2 

wobei C« = C. — C^, ..... 1 • 1 n • ^ 

Da die Integrationskonstante dieser einfachen Differentialgleichung gleich Null ist, so 

nimmt ihr Integral die Gestalt an: 


r^ = — A 7 V + €» Vr'^ v^ — C^r-^- C, 
4 


... ... ... (7) 


wenn wir die Bezeichnungen 




Cn = C 


3 ) s. H. A. LorENTZ. Abhandlungen fiber theoretische Physik, Leipzig 1907, p. 65. 
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1111*1 I f 1 1 illfllTrintilr illfcf I 544* 3** % m ftf ’ 
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(ill Iwi'tlllirlril llVlIft %m% U* lii 1 1*^1 $m tM$ 4 h%a%^ u% 
liclirii r liiiii liiif linfcii Vri ti«ii 
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Iv, ^ V. ^ , ... 

iAf.5 Mh,.. _v^ . 
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M. Broszko, Warschau 


aaH die Dick, der Laminarschiel.. sich zu o,,., cm cgibl. Nach Einsctzung dcs bcrech„c.cn 
Wertes von w in (lo) bestiramen wir die theoretische Geschwmdigkeitsvertcilung Q 
schnitt und tragen gleich in die, diesd Verteilung darstellende Zeicbnung die 9 MeBwerte Bazins 
It Ein bloBer Anblick der Zeicbnung belehrt, daB die MeBwerte -von den entsprechenden 
wcl'schen Wcr,» Durchschnitt cur um cinigc Tausc.ds.cl dicscr W.rtc abwe.cben 
iTum ci tL. die vicl klcincr is. als die moglichcn McMchler u„d allfaihgc, durch 
unvcrra.idlicho kl.inc Asymmetrien der expOTmentell untersuchten Stromung bedin^e Ano 
mauren Zu der aus unserer Thecrie abgeleite.en Geschwindigk,.tsverteJungsku„e . 
nod, zu bemerken, dab der Kurvenast des turbulenten Geb.etes stetig m denjM|en^ 
laminaren Gebie.es ubergeht, denn beide haben an der Uebergangsstelle (d. o. _ ) 

?;et“;^ndfkrze'M;S“ einea ein.aeben Sonderprobiems mi. 

Hii,. d^—ngen .mserer neuen, obne empirisebe 

moge einstweilen geniigen, um die Berechtigung der am A g « b 

solchen zahlen wir auch die zweifellos nicht zutreffende Annahme, dass die bekannte 
BLASIUS’sfhe Interpolationsformel ein exaktes Naturgesetz zum Ausdruck bnng . 
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Potential«Str6mungen durch rotierende Kreiselrader 

V on E. S o r c n vS e n , K a r 1 s r it it e 

Das von ciner Kreisehnaschine irgend einer Art aufgcnoinmcnv <Kler iilnTtragtaie Dreh- 
moment unci damit aiich die Lcistung ist immer kleiner als das nach der lutUn'scluai In)rmcl 
beredmete. Der Eulersdien Formel liegt die Atmahme mgrunde, dal3 sich alle Wasserteildien 
so bewegen, als ob sic sidi auf einer Sdiaufeloberfladic befamlen. Nun haben alu'r die Schaufelu 
eines Racles einen endlidten Abstand voneinander, und die Wasserleildien beschrc'ib(*n infolge- 
dessen zum Teil andere Rahnen als die der Annahme entsprc'chendeii. bbs handelt sich nun 
darum, das Verhiiltuis des tatsiidilichen zum theoretisdien Dreintioment zu hestiinnien. In der 
Praxis ridvtet man sidi nadi Werten, die man an ausgefithrten Kreisehnaschinen gtamcssen 
hat; aber erst in den letzten Jahren siml Versuche gemadit worden, das oben genannte Ver- 
haltnis im voraus zu beredinen. Wir sehen hier al) von den vorgeschlagenen Nalun-ungs Ver™ 
fahren und gelien niiher ein auf die Verfahren, Itei denen die Strdimmgen durch tlas Kreiselrad 
als I^otentiabStn’hnungen aufgefafit und die Potentiale gesuclit werden. AttI.U‘rdem machen wir 
noch eine weitere Einscliriinkung, indent wir die Stromung als zwei<lintensional ansehen. Diese 
Einschriinkung ist am wenigsten fuhibar bei den Hochdruck-Kreiseli>inttpen, \vahren<l hier 
die hh’age nach der Leistungsaufnahme gera<le am Itrennendsteti ist. Als wichtigstes Hilfs- 
mittel steht uns die Methode der konformen Altbihlungcm zur Verftigung» die im folgenden 
benutzt werden soil. Daliei muB <He Rotation des Kreiselrades <lurclt einen Itesomleren Kunst*- 
grilf in die Rechnung eingefuhrt werden. Das ist zum ersten Male gi'scheheii fiir ein Kreisel- 
rad mit radialen Schaufelu (lurch Ih-of. Spannuake, nacli dem sclton vorher KueuARSKl mit 
Hilfe eines Naherungs-Verfahrens auf ahnlichem Wcge ein weniger allgerneines Beispiel durch- 
gerechnet hat. 

Wenn wir den Versuch machen wolkn, die in der Praxis vorkonmienden Verhiiltnisse 
auf dem oben angedeiiteten Wege (lurch die Rechnung zu erfassen, dann treten uns zwei 
Schwierigkeiten entgegen. Icrstens mussen wir eine Ab!)ildungs-hhmktion balnm, tiie es tins 
ermoglicht, Schaufelfonnen zu erhalten, wie sie bei praktiscli ausgefuhrten Pumpeii vorkommen. 
Zwcitcms mussen wir das koinplexe IMtential fitr die Rotation des Kreiselrades in eitter b'orni 
haben, die uns eine Zahlenrechtiung ermoglicht. 

t Abbildung der Schaulel des Kreiselrades 

Die in der FVaxis vorkommendeti Pumpenschauftln haben meisfens 
die in Fig, i dargestellte Form. Den von einer Schaufel in einer tii-Ebene 

bedeckten Zentriwiukel nennen wir der Teilungswinkel ist . Als Deber- 

deckungs-Verhiiltnis bezeichnen wir das Verhaltnis: 

_ Ueberdeckungswinkel 

TcUutrgiwIr^ ““ 2 n 

In der Praxis ist nun fast immer w>i. IJm dcrartige Schaufelfonnen auf cdnen 
Nullstrahl einer .^-Ebene abzubilden, konnen wir die Funktion verwenden, die Kc'ikh; in der 
Z.A.M.M. angegeben hat Die Funktion laBt sich durch eine leichte Ihnformung fiir unseren 
Zweck brauchbar machen und lautet dann: 


Is — 

±Y . 


! 

« 

JS — 

Sil 

j 
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E. SORENSEN, Karlsruhe 


" 0 ' 5 a Sind fcste GroBen, die dutch die besondere Schaufelform bestimmt wer- 

den musscn'‘’Mlt Hilfc diescr Abbildung laBt sich nun abet nicht jede vorgelegte Schaufel au 
einen Strahl in dcr t;-Ebene abbilden. Wit miissen eine gegebene Schaufel erset^n durci ein 
Is la abbilden lab.. Das geschicb. nacb der in Fig. a darges.ellten Tabelle. , Von 

dcr gegebenen Schaufel konnen wit das Radienverhaltnis /> = “ > den Ein- und den Austntts- 

winkel (B und B ) unveriindert iibernchmen. Damit sind die Konstanten der Abbildungs 
Funktioi/festgelegt und infolgedessen auch das Ueberdeckungs-Verhaltnis m , sowie 
Sc^u e form dLc Schaufelform stimmt indessen nicht genau mit der vorgelegten Schaufel 
hlt;?n 2 Abweichungen sind aber meistens so klein, daB sie auf die weitere Rechnung 

keinen nennenswerten EinfluB haben. 


2. Aufstellung des Potentials 

Wir .erlegen die Stromung dutch das Kreiselrad in zwei Anteile Der erste A^^il eiit- 
An.cil cnistobt dnicb die Relation des K„isc,rades in den, 

VcnlriHgung.'^Striimung. Fnr TJ ‘ ™ Geschwindigkeits-Dreieck 

werden Die hier geltende Randbedingung zeigl Big. 3- i c i on-Prvi an iedem 

rrgibl sieb dab die Koinponente der Wassergesd.windigkeit normal rur bcl aufe an edem 

Pilkte der’ Schaufel gleicb sein rauO der Norinal-Komponentc n. dcr Schaufclgeschwnri ig r 

t unKie . ^ , Uofirnc/y Wemi wir diese Komponente an citi 

infolge der Rotation. Es ist a so. — co l 1 ‘ p. | Bild. Wir bilden nun 

Schaufel direkt auftragen, dann ergibt sich das in de Figu daigestell e . 

diese -Verteilung mit der Schaufel zusammen auf die rr-Ebene ab. A ] ^ Axe ist) 

Schaufel entsprechenden Null-Strahles (in der Figur ist angenomvnen, 
erhalten wir dann eine Normal-Komponente r^, die der GroBe nach ist. 




dw 


Das Wesentlicbe is, dabei. dab die r,-Verteilung in der ‘““‘iZg 

bebann,. Funk, ion des au, den, Null-Strah, gemessene. Parameters , tst D.ese Vertedung 


Wnkel 

iyegeucfh 

/?,A 

,/^=A / 4 */L- 

^adfenverhaifn/s 

pw/^ ;/; 

P'“P 

Ueberdeckufigsverh. 

Schaufelform 

' — n 

m 

bellebig 

M 

Durch die Abbildung besHmml\P\ 
nnundform logarithm. Splrale[^ 
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Fig. 2 


w„u QPvaVil /Her 2 -Ebene wird jetzt dutch eine Quell-Ver- 
XTr"r"ng“ rde'llmue , eine E.emenrnrguelie an von der Frgi.bigkei, 
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dq =: 2 c {l) dl. Das Potential diescr Quelle ist gleicli: (/ -- r.iih ill l;4 (::: I). Da dicsc. 

Quelle den Null-Strahl selhst zur Stromlinie maclif, entstelit auBer iin i'uukte / si-Ihst nirjri.mis 
auf dein Nullstralil cine NorniaPKoniponenlc der Geschwindigki'it. Zwei heliehif^'e (juelleu auf 
dem Nullstralil heeinflussen .sich also in dicser Hinsicht nichl. W'ir kdnnen ilen .yanzen Null- 
strahl niit Ouellen von der ItrKiehif'keit J (/) dl beseizeii and erhalteii souiif als PoU-ntial fiir 
die Verdrant^ungs-Strdnmng in der s-Ehenc: 

+ 00 

<D(s)=r.l r 

*' f ^ 

~oo 

Dieses Integral i.st sclion iin vorigen Jahr in einer russisdien Arbeit von lierrn 
Walther, Moskau, angegeben wonlen. Das Integral laBf sich oline grundsiitziielie Scliwierig- 
keiten fiir jeden Wert :: bercchnen, indem man in reellen and iniaginiiren .\nti-il zerlegt. jeder 
dieser Anteile stellt dann ein bestimmtes Integral itber eine bekannte I'unkfion dar and kann 
— etwa durch Planimetricren — au.sgewertct wcrden. 


3. EinfUhrung der Betriebs-Bcdingungcn 

Wir kcinnen jetzt die Potenliale fiir die Durchflufl- and fiir die \'iTilriingungs Stn'inunig 
zusainmensetzen and die fiir den Kreisel-Mascliinenliau wiclitigen Pedingungen des sloBfreien 
Eintritts and des tangentialen AbllieBens einfiihren. Infolge der Zirkulation am die Schaufeln, 
der Quelle in der Axe and der Rotation des Rades entstehen an den Schaufelenden iinendlich 
grofie Geschwindigkeiten. Wir kdnncn aber die Wassermenge, die Zirkulation and die Drehzahl 
so wahlen, daB sich die unendlich grofien Geschwindigkeiten an beiden Sehatifelenden gegen- 
seitig aufheben. Wir erhalten damit zwei Bedingungsgleiclningen, aus tleiien wir die Winkel- 
geschwindigkcit and die Zirkulation urn die Schaufeln ausredineii ki'mnen, die ndlig sind, am 
bei gegebener Wassermenge Q die Geschwindigkeiten an den .Schaufelenden endlich zu niachen. 


4. Belspiel 

Als praktisches Reisjiiel ftir das oben geschilderte Verfahren sind die in b'ig. 4 <lar- 
gestellten Rader nachgerechnet, die konstantes Ueberdeckungs Verbiiltnis in habeii. Dabei 
wurde ausgegangen von deni Radc mit m = 6 Schaufeln. In der ersten Kurve ist das Verliiilfiiis 




«■».. 




4 

der tatsachlich notwendigen Winkel-Geschwindigkeit co„' zu der nach lutler berechneten m„ 
bei stoBfreiem Eintritt dargestellt. Fiir eine Schaufel (die allerdings sebr iiahe an die Axe 
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ist das Verhaltnis auBerordentlich klein und nahert sich mit wachsender Scliaufelz 
Wer e X In der zweiten Kurve ist das am Anfang erwahnte Verh^tnis des atsachh hen 

;r r 

s: ” » - - - 

AbbiUu„‘B au/einc gerade Link nnd nicht auf die 7^ 

ahnlicher Weise i. bei einer Abbildung auf ein anderes Profil m der z Lb { 

2 bd jeder beliebigen Bowegnng ernes Korpcrs (Translation und Rotabon) anwenden^ 


Verschiedene Stromungscrscheinungcn 

V on F. s i 1 , Z ii r i c h 
{lUvm Tafeln XX~XXV) 

Bei der Redeutung, die derzeit die Hydrodynainik als etiu* tlw tlH*urtii>elu'!i C irtnidlagm 
der inodcruen I lydrotechnik erlangt hat, erschiea es geri*cht ferligt^ phottigrafdnsclu* Aufnahineii 
von vStrdmungserscheinungen, die in der hydraiilischen Ahteihuig des MascIunenlalH»ratnriinns 
der E. T. 11 . geinacht wurden, dem intemationalen KcaigreB fiir ft‘chni>chi' Mrchanik in Zairich 
(Septcnil)er 1926) teils in rulienden, teils in kineinatographiscln'n I achf Inldi*rn in eima- (Ua*- 
artigen Auswahl vorzufiihren, <laLi eiiierseits die Mdglichkeit der 1 lerstelltnig iiistruktiver lUlder 
von verschicdencn Slrdtnungsfonnen zur Anschaining gelangen, andi’rseits auf dit* Zugiinglicli- 
keit der Rilder fiir die matheinatische Besclireilning und lueinit fiir ilie w i-seu'-ehaftlielu* i'nter- 
suchnng hingewicscn werden kann. 

Soweit es nun der verfiigbare Platz gestattet, wird iiu Indgiaiden titier dii‘se Vor- 
fuhrungen an Hand von AlKlriicken der Bikler, vorerst a!>er tiher ilie I liU’Ntelinitg ilerselhen 
l)erichtet. 

Die Streamingen wurden (aitweder durcli Einl>au verscluialener C )eihnuigen tnal Leil- 
wrinde in einein rechteckigen olTenen Kanal init einfach weiBge>irieheue!n lUiden niuu* Ikditur 
Oder zwischen zwei |)arallclen el)enen llalfen ninl zwar eiiu‘r Spit'gelglasplat le inal einer weiil- 
gestrichenen eisernen Gruncli)latte olnie lH*san<Iere Ikditur er/t'ugf ; ilit‘ i’ingebaiHen lantwande 
waren teils aus Holz, teils aus Blech, teils aiis diinnein Kantschnk und eheiifalls oline liesondere 
Politur hergestellt. 

Die Fk>denstrdnumgen wurden ini offenen Kanal durch Finstreuen vtai Kin wru aus Kaliunn 
permanganat, Oberflilchenstromungen dutch Aufstreuen von AUuuiiiiuiupidver, Sinanungen in 
der Mittelebene des init Glas gedeckten Kanalsysteius durch Zufiiliruug <dner laVsung von 
Kaliumpenrmnganat in entsprechend verteilten Dusen sichtbar gemacht; ilie Zufiihrung geschiefd 
Hir die Fderstcllung voller Stroinlinien kontinuierlich, fiir tiie lleiNtelluiig ^uu Ibldi-rn init /ant- 
kurven, das sind Fa'nien, die den zeitlichen Verlauf der Strdnning erkennbar luacben. interniit“ 
tierend; die vStrc’mningserscheiiuingen werden durch Monientaufuahmen teils in eiin-r einfarlaii 
Kaniera, teils in einer Kinokainera liildlich fixiert. 

a) Stramun^en im offenen KanaL 

Die AhF>. i bis 3 stellen abstrakte Stromungen clar, deren Sfroiidiriieri mil deiijeriigeri be- 
kannter konfonner Netze in Vergleich gebracht wenlen kdnnen und zwar Abb. t tlii* St rdniuiig 
von einer Quelle zu einer entfernt Hegenden Senke init dem apidlonisclum Xti/. Abb, 2 die 
Strdmung von Quelle zur nahen wSenke init dem Netz der reziproken Radiem Abb, 3 *Vu' durch 
einc Quelle gestdrte Parallelstromung init dem clurch Uelieiiagerung des karti^siscln u mit d<ni 
polaren Nctz erzeugten Nctz; Fiei solchen Versuclien wird der Wassertlurddhiil auf zirka .» mm 
Tiefe eingestellt (im Vortrag wurde irrtiimlich von 2—3 cm Tiefe gesjircrhnn. 

In gleicher Weise sind die durch Abb. 4 dargestellten Stn’hmingen um cinr I )rt^^^i’Iklappe 
bei verschiedenen Geschwindigkeiten hergestellt Die St romimg um eimm ruht-mirn Zvlimhu* 
Abb. 5 sowie um eineii in Rotation versetzten Zylinder Abb. 6 zur Dar.stdiung dts Magnus- 
effektes sind mit kontinuierlicliem FarbzufluB sichtbar gcmiacht, 

b) Stromungen untcr Glas, 

Abb. 7 zeigt die Laminarstrdmung von innen nacb atiBen zwischen LeitschautVIn in dm* 
Darstellungsweise nach EIele Shaw bei 0,5 mm Dicke der Sfromschicht, Ab!>. H eiiiigt^ aiifein- 
ander folpnde Bilder einer Kinoaufnahme derselben Stromung, ji‘doc!i mit Zeitkurviai, das siml 
die IJmhullenden der schattiert Fiervortretenden Flachen, die durch intia*mittitnand<^ Zufulinmg 
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TTnrhfliissiekeit entstancleii sind. Da die Zeitkurven rait den Stromlinien im Bild erscheinen, 
irist bei KenLis der Zeitintervalle zwischen je zwei Zeitkurven aus der VerteTlung der Zei - 
1 " tinnnkte auf den einzelnen Strombahnen der Verlauf des Geschwmdigkeitswertes ^ ang 

l 3 en be.fimmtar. Bci analytisch gegebencr Stromungsforn, und Geschwi„<l.gke.tsver- 
tdlung tbnnen die Cdeichungen der Zeitkurven bestimmt und deren 

1 T * liViTt in der «Technisclien Hydrodynamik» des Verfassers (Verlag Julius Springe , 

Siw St in luaioger Darstel.ung das Bild dcr iaurinaren S,rb„u.ng 

tot eSt Saugkanal, dessen awcidirnensional. Stronrungsfonn aus erncm kbnformen Nets 

In Abb. 10 erscheinen Zeitkurven in laminarer Parallelstromung; aus densclben ist ebenso 

v,ie bei der Saugkanalstrbntung wohl eine Abnahtne g g 

Kinder bin, aber nicht bis auf Null au erkennen; d.eser Versuch «urdc am Klaiung 

kreisaylindrisehen Wand, abgegrenaten polaren „ttrische 

Bogenabstanden eingebaut, Wasseraufuhrung am ‘ pger eine Schaufelteilung 

Wasserabfuhrung und, in halber Breite aw.schen den Es warden 

i-eichend eine Anzahl verstellbarer Diisen zur Farbstoifzufuhrung angcoi ^ 

Leitsehabein aus Bled, von konslanter Di*e aus 

von 25 • Neigung gegen die Kreise des polaren e aes g k verwendet; 

Holz mit krummer (Abb. 17, 18, 20, 21) unc mi gei ^ verschiedenen Winkeln 

bei den verscMedenen J" ^ -e-ic-g™ 

ISutt atgTptr:T::ils' ktt .ens intcr.n.ttierend t.ir Zcitkurvendarstellung 

DTttnieht tangentialer Zustrdmung 

Seite der Bleehschaufeh, Jst ^ .'"tl ititettl^ mit 'taugentiiler' Zufiihrung stellte 

kinematographischen Aufnahme Abb. 7, , • .rnnvPti Sfrdmun^seebiet ein, wahrend 

sich entsprechend Abb. 13 stets hcftige geordnet erscheint; die 

TuIlLten'zdtkurvl^t^^^^^^ 

tdTrMii^r : r rr vttSLbt: dl^ StrUg als dreidi.ne„sio„al 

"“'“"Tn, polaren Feld warden nod. Vet-hc aur Darstdlu„g^_^er Aus^ld 

gemacht und zwar ztnaLe der Turbulenz mit zuiiehmender .Stromunsge- 

fuhrung; man erkennt emersuts d e Zuna ^ Hauptbewegung aucb bei sclirager Zu- 

Kanal mit rechteckigem Profil- ^ ^ H Oertli, 

nids Vfardiiiebe der Abb. I — 3 wurden von Herrn L>ipl-'tviabcn. n g 

Die Versuche cier iv 6 durchgefuhrt. 

die andern Versuche von Herrn Dipl.-Masch. ing. Ua. a. x 

c) Versuche uber Stromungen tm Darstellung von Stromungen 

t„ — abme der KeUtivbewegung des in 

derWasserstamung durch ei. roder.ndes Zell«.-Krei»,.»b Yerlagi Esther d< C.e, 

A."G., Ziirich. 
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Ueber die Labilitat dcr Potcntialstromungen 

VonH. F6ttinger,Charlottenburg 

1 Die durch die Potentialgleichungen von Lapi.ace-Poisson ° = P 

1 • 1 ’ n Flektrizitats- Warme- und «Sickerstr6mungen» zaher Medien durch Filter- ode 

efAb^uI^! WirbelbUdung a„ Kug.ln ate. a. die „ibh. umk*- 

(Abb. I) fe Tt-Qnevprsalschwineungen ortlich zusammen- 




Nicht unkehrbare Diisenstromung. 


Abb. I. 

Abkisung und WirbelbUdung nach Lord Kelvin (1887). 

Rabung im ohne sich viel um den Widerspruch zu 

an Kanten durch negative Druckc (I hTciPrend kinetische Energie mindernd zu 

kuinmern, daB Dissipationen sonst dampfend, stabilisierend, kinetische g 

wirken pflegen. r -t, « Aptifipruneen des Verfassers zusammenzufassen (Lit. 2—7) 

Der Vortrag sucht fruhere AeuBerungen des aufzudecken: daB namlich 

^ seftir glieCr dYrch diffyslem! 

Energie iibergehen. , t, . stets die stationare inkompressible 

HI. KlnemaHsches. Auagang der Ee^htung _ (Kanal-) 

■ Bei ireler S.rb.ung “'b^irltd 

kon- und divergenten Bereichen L,V una zwisencu 

<.rotquerschniiU a, (Abb. 2) zu unterscheiden. 

A " u -{- Ut . 
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In C tritt uulxT dem Zvvaug des Druckpotcntbls oimT»-its. dn- U aud>- andrrsnits. uu- 
bedingt Bcschlcunigung cin. Durch Strumiingcn gxhiidctx Tol/.i.iR-n i' (.//■/'. Rtirdo dus 

iiiM I 1!"*^ d'ZC'^ 

Druckgefiille sofort stronuibspiUai; dalK'ri/, </;•'’ ‘ 7 -' ck > 

In /) -lagc-gen, slromul) vcn Trau>purt-,t..au .J’ an di. W ;u.do lun-an- 

holeiMle Zwaiig, Tol/oncn I' vwrdon <iurch den slronum/ gcnchu-tcn I huckuntn-Hcbu'd /.uruck- 
gespiilt akkmvmlierl uini pctuUdiul fcstgehaltcn, ilalicr dt>rt i/, > u; .1 ./ ;;;> W/<r 

>'a-, ’ W/.'l. ilmicflillc Sind der frei, ohm- Vcr/ugcning diuchsdiirUrndr Miald. wnbei a .. 

_ ,, or . . {■/., B. fiTHT AusfluBK uiHl dix >.id( w irbidfud vcr/.'igcnuk-, dcr 

Wand anschiniogcndi' I’otcutialstrumung ndt </, u; </ .-1; a* * : -d, wu' iii l itUisuren 

und au rischfurndgcn Kdriicni aiigcst ri‘l)t . In If isl «lalu'r aullcr a' aucb (/;.•/<// vicbU-utig: 
dzcidt > o. llii'i-auf berubt grundlfgeiid liic Auhwiikuiig dn v l'ifdu'it\giadf tragar bluida 
in Form stiirkstcr Neigmtg £ur l.ubiUtiii und iurbulcnz in dfn \ vi /.uget ungH/uiifn IK 

IV. Kinetisches *). Hie [»oU'ntidU‘ Kncrgii- S V dfs ( iv>:unts,v.tfnis bfNlrlu- in grliobencn 
Gewiclilon, gespannten I’Vdi'rn u<k‘r Gascii, bcwfgtt-n I'lfUkuliK'ii u^w. Ini flusMgm 1 ml wird 
Arl)ci( teilwfiHi- durch die Nonnaldnickt- («l'r<■ShUUK^» , •Vmdiangnng-aibmti.) uber- 

tragen, die /.war bei tk'.ster Stroniforin urtlich fcht imd rt»tc»rfnn M-t(eilt Mini, hei Stdrungeu 
aber unstetig tmd rulnrliaft (Id.-icheurnfor} sick andeiii kbnneti und daher weMintlich vnn dcr 
Schwere verschieticn siiul. 

Die kinctische Hnergir il 7' lies Syslem.s liege writ nbei wiegeiid im tki^sigen Teil. 
Dissipative Kriifte seien in erster Nalterimg vennichlaM.iglKti . Dann gilt fnr jede I nnvundhing 
das Hnergii'prinsip ij I ' j il 7’ “ (tmst. 

Aeltere naive Beobachtungen fuhrten iins vor etwa -'5 jalneii aiif eiiie charakterislische 
Aehnlichkeit mil Knkkvorgangen {Abb. j). Das urspriinglidie Dntckleid in D Miit/.t sick 
gewolbeartig teils auf die Wiinde, teils auf die sicli wr/iigerinlen Impnlsstrdnie. vvie der Ball 
auf die Fontane. Bleibt die ideale Stiitzung wegen irgeruieiiier «Sti*!ung* i Abs. \'llj au.s, so 




A.bb* 3 a und |b, 

Aebiilkbkeit mit IviikkTOrfaiig* 

«knickt» das dynamisdie Dmckgewolbe kiiietisch uwl hiihslaiitidl riii, I Hr 

der Stroiuimg bei D wird gemindert und bleibt im Gmtsfall als Zimwks ili*r 

S 7' iin Feld I) als VVirbel stecken. Bei konstanlerluilteiiem Miifi V iiiiiiiiif di«* fniteiilielle 

Energie )3 V des (iesamtsystems beschleunigt ab: der besclileimigte t "ebergaiig in siabilert* 

Fonneti wird nur durch Dissipatiomn, etwa eiimet/,endt!it iiiignirtliiefrii Iiinnil^aiiHtaiisch 

begrenzt. 

*) Die Emleitung dieses Abschnitls ist mit RUcksicht tuf due ili.skiis,si«»ir^frage vmi Ilerrn 

Levi-Civita etwas ausMhrlicher als im Vortiag dargestellt. 
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Die Ingenieure kennen lange das Mittel zur Erhohung der «Knicksicherheit>> solcher 
Druckfelder in der Vermelirung der «Gew61bestarke» ^ durch Verlangeiung es « i usors», 
entsprechend einer Verringerung der Gewolbespannweite bei gleichem Axialweg. 

V Analytisches. Zur Gewinnuiig allgemeinster Aussagen seien statt der k'^sischen 
Mcfl.oJc jFSuk,, Sd.wi„gu..s=o die EKtremumsIitee von Del.™av, Beeteaho und Kelv » 
fenn”! tie lain ausam.nengefaHt: .Bei impulsiver E.a-eg„ng ein.s Systems a„s der Ruhe 
hetans (a B. Potontialstromuiig) ist die kinetisclie Energie ein absolutes Maximum wenn le 

lm;„lsc gegeben sind, dagegen ein utsoluUs f “I;""*'*!!, ^ Be- 

AliriffsDunkten der impulse vorgesclirieben smd.» (Beweis s. Ut. 8 und p. Uie 
dinlung des Kdvinschcn Minimumtheorems kann bei Fliissigkeiten dahm gedeutet weiden, da, 

der FluB W /«' dA vorgeschrieben ist. Da die Wandschichten erst spater akkumulierend 
abgelrl' wd:: ^It da^ Theorem auch fhr die Initialstrbmung Med.n. Be. 

vorgeschriebei.em Hull V ist also fiit jede Potenlialsttomung r = J ^ = “'■“L “>"■ 

Da r nach Voraussetaung praktisd, = B E des Systems (§ IV), so folgt aus dent Energie- 

‘■"“iV’Jali'lart b. das an.anglidie System de, Po.entialstrdmmig ist v.Ssid.d.g 
labil- jVdt denkliaren andereu Form gleidien Flosses W, abet anderer Gesehw.ndigke. sver- 
teUung ist groliere BF u.ul kleiiiere B K, im Sinne statkeren Vetbrauehs an l.otenlie m 

1 la it'iiiK UT die kilietische Energie 1 des Stromfeldes auf 

Totbereiche, bei konstanterhaltenem Blub V die kmctiscne j-neig 

Kosten potentieller Energie des Gesamtsystems steigern. 

VI Der Mechanismus der Labilitat besteht in brtlichen Tendenzen zur Bddung von 
VI. Uei mecnamsiHus irmTVTM-Rild Abb. i). Verbindet man Mac/i 

Smghohlrdumen durch zentnfugale Ablosung ( . ■ , . . Uvoi-irenten Strom- 

leitm:.! die Aubenstromung such, das bespblt. Segment aentritugal 




Abl). 4 * V j Potentialstromung um Plattenrand. 

Konvergent-divergente Stromung an emer Zylin er . , ■ x j 

■n c t^ilt nher auch im jeden an der Wand des Segments liegenden Flussigkettsfaden, 
der sidtverlge seiner Triiglieit sofort ablest, sobald Gelegenheit aur AuffiiUung des zwis,±en 
Want und ALesttbmung entstebenden Hoh.raumes g.botm. ist. ““ 
pmnpen. des Druckes durch die Wandstromung sprechen. Besonders deutlich ».rd 

nmstrbmten PM«^^ Smpfe, beim AusBuBstrah, eindring.nde 

Luft, bt der Wmdreibung Gr.naschicb.ma.eri., Oder Totwasser den Saugraum ans, der von 
fundamentaler Bedeutung fur die Labilitat ist. (Vgl. auch I, i 4-) 
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VII Auslosc- Oder SteuereHekte fur dk- KinUitunK lU-i U an.l!u«»K» » l '. i 'J. 4 ) kuiinen, 

entsprcchml .kr ahs-lutcn Lahilitii. alkr, u«ch „ur .aUich du.rK.nua, ikunt.alMn 
duri <lk vcrsclm-donstcn VorKiinKH* bcdingt .sen,. /. U. durch alk Abw.»dun„. n ^n^ <k„ Bc- 

diuLniaKcu das Ut^ran^csciH^n Saizc^ iHht dk Krlialt.n.K d.^ t n .cInv,nd,Kk.nt.lu,d.ut.aU. (k- 
n-uiiit ^ck« ludUiK.toiitirlUs willkiulichc uiid v.-i.uidrrlidu- Kiallc. I’uu-ksyxlmc. 

(‘.M,s IV) WaiKlrvihunK. Kapillaritid. willkurlichc DiclUrati.lriunu d»ich iMwauming. Oas- 
ischddunK Oder ■ I .dsiu.K'. Verdainplung .hI.t K.-iidm^atiun. Zufuh.tuiK vuu Lutt. IXmpf, 
slaaium'iHler taler turlndenter inii.s_si}»keil, Vertlk>siKiHiU »'*k‘r UeK».diim* vi«u Waiiden, kiu- 
fuKnuiK vo» Wiin.leii taler Meinhraneo. Schidteui. etvva dtirdi kiHlaiien v.,» i-liiasiKkeit, kurz 
alle I'.tlekte, wekhe un^U'khc Mnhmng.uwfi>k tiitd hetlwituhteii. 

Da tlie Bilduiigsart tier Wirhel «».! TotlH-teidu* an >id« nnwe-etnltdi nnd vklseitig 
nioglich ist, so liefert tile 'rheorie andi grnntlkgende Aiia-agen l>ei nnd i inhaUnz- 

strimuniten. Z. H. sdndl'i jetler. nahe einer Wan.l entaiaiukne Wnbrl (/ d, «<• »«</ is) 

zwei labile Stauzouen, fine vor, einer ItinU-r '.idi, an tleneii nene \\ iihelabkt-.nngen m erwarteu 
siiul, ini Siiine vernieiirter Turhulenie. Vur/ugsweiM- fiinl nbetluuip! tbri-rgeitJe Zinieii die 
liaupttiut*llcn iki* Turlnilcni^. 

VIIL ZiiSiiitiiltittfWStiilg* iliircli f^diiirllr liiipiibr, iilM» muHotofien 

DmekabjaU erregte Initial- Oder Potenliaklriiniung is! vullkoniinen rintlentig geslaltet. lin 
Augenblick ties Stationiirwertlens wird sie jedodi /ngteidi habii in tlen liivrigenten, tier Ver- 
zdgerung raunigelicntlcn Zonen. Stabil bkibl nunki finKiilaie, *tthsolui A'luuvrg ••«/••• Strttmungs- 
typ, bci tlem tlas spiitere, stationarc DruckgefUlk ausnabmskw tlie Kidmnig ties tiiunotonen 
Anfahrdruckabfalls beibcliiilt, also nur koiivergente Strtanfiitlen Hinl llesddeunigung vor- 
kommen. 

Zur Erkenntnis dieser Labilitat war Verfasser sditm vor Jahriteltnten in naiver 
Weise (vgl Abs. IV) gelangt. Die priabe Kon«truktitmsv«*rsdui{t det •ttbsohil komvrgeHtm 
StromfUden* hat ihm seit 1903 als Leitmotiv liei der DnrchbiklnnK tier «'ri!ilx)transformat«rt‘n» 
(Lit. 7) gedient, tleren Wirkungsgrade seit 15 Jahren die Seheitelwerle ties vttn der wissen- 
schaftlidien llytlraulik erreiditerr Energieumsataes tlarstellen ilHiftrii. («u % bei >ler td'eber- 
sdzungsstype itnd 97—99 % bn tier «KupplunKs»tyi«f fftr dir nirdianiscli + hvttraulisdi-». 
niedianischc />t)/>/>('/uinsetzung.) 
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Ein allgemeines hydrodynamisdies 
Potentialproblem 

Von N. Zeilon, Lund 
(Hiezu Abb. 2 — 4 auf Tafel XIX) 

Die folgende Fragestellung gehort dem Gedankenkreise der hydrodynamischen Theorie 
OsEENs an, indem sie Bewegungszustande der reibungslosen Flussigkeit durch Losung der in ge- 
eieneter Weise linearisierten Differentialgleichungen bei nachfolgendem Grenzubergang (l^ -^ °) 
zu beschreiben sucht. Mit Beschriinkung, der Einfachheit wegen, auf zweidimensionale Be- 
wegung laBt sich der Grundgedanke der Oseenschen Theorie folgendermafien in verallgememei cr 
FaLng aussprechen. Ich gehe von den bekannten Gleichungen der stationaren Bewegung aus 

und nehme an, dafi durch 

die gesamte Geschwindigkeit auf eine bekannte «eingepragte» Stroinung ^o) ^ 

besthnmende Stdrungsstrdmung verteilt ist. Die Annahme, dafi die quadratischen Stoiu g - 

glieder 

u* w, ^ 

gcgcnitbcr den h2ilb(]^UEdr3.tisclien 

Uq w, Vq w 

vernadilassiit werden darfen, fiihrt auf die bezuglichen linearisierten Gleichungen. 

als eingepragte Primarstromung eine laminate Bewegung einzufuhren. 

Setzen wir also 


A tji 


; 0 . 


'=z — — , ^0 — I 5 

Durch Elimination aus den Bewegungsgleichungen erhalten wir eine fundamentale 
Gleichung von der Form 

(I) 




Wenn (jt 


o gesetzt wird, kommt sogleich 


c) w 


Ai 

by 

b w 
b y 


: o, Oder w = / 


Wir konnen somit schliefien, dafi, von moglichen Diskontinuitaten (A oc) ^^g^ehen d^ 
Losung des linearisierten Gleichungs systems aufier einer laminaren Stromung auch eine tu - 
tnritr^lg enthalten kann, derart dafi der Wirbel auf gewissen Stromlmien der einge- 

pragten Stromung mit konstanter Intensitat verteilt 1st. , • 1, (^\ mit ripn 

^ Dieses Resultat wird durch die asymptotische Diskussion der Gleichung (i) mit 

ziigeborigen Grenzbedingungen bestatigt. 

Wir setzen, urn die Kontinuitatsgleichung zu befriedigen: 


b@ 


u 


V 


; 


b& 


-Jj’ ' bx- 

Es findet dabei die bedeutende Vereinfachung start, dafi wir auf eine schon bekannte 
Diskussion zuriickzukommen. 
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Ks -sei 

'!< Imu^'inarteil van i*|, t '|<i. 
Auf (lii- KiHU-ilinalcH »|i traiisfurinifimul frlialii'n wtr Vi 


wo A'q fine Hankflschf I'uiiktkHi von itnagiiiaicii) Argium-iit ficikntlii, in gi-wailnitidirr Weise 
durdi die, Greensche Formel dargestelH. !**nr tiinlrf iiiiiti, diill /* iilH-rall gegen N«!l kon- 

vcrgiert auBer aut der (lurch 

4 * = 4 »m f — f u < o. 

dflinierten singularen Kurve, wo V dmrt UMndltcb wird, daU dit* ( iirfn-^fhf Randnitegral citien 
entspreclifiuleii fiullichen Bet rag lieferl, 

Durch jftk'n I’tmki !p„) hat man also die iRlrrlfendf Stnnnhiiif *5# *|f„ /n /klifn; 

die Ufsainthfit aller I’unkU* dvr i'’lii)^.Higkfit, fiir wdche ^ i,„ i»!, !H*‘.iiinni» die h'uiiit imd 

Ausdclumng des der liydrodynamisehcu Kiicksfite angf^chlits^eurn VViiUfUairicIiff.. 

Die Art dcs neuen lurtentialtlustretitichen I'rrdiiftii^ i>d (laniit anch fl■‘>tgrl<•gt. Nach 
dem GfSftz 


soil auf den genaiinten singularen Kurven eine WirhellK-legimg mit ziigchoriger Stn'nmmg. d- h. 

die unbekannte Funktion w und die damit verhutidfiie Sliijinuitg*.fuiiktini! H, so hesfinimt 
werdeu, daB 

("« 1 f’(% I ~o m Sa; 

1 2<t, 4. Vorgcschrichcnen Wertrn ail S/i: 

u' zz:v' —O im Uiiendlichen 

wir'd. 

1 ) Siehe Boussinesq, Journal de LteuvUle (6) i, S. 285. i<|05 und {1 uk«.ih;;, Akad. AuisU-r- 
dam, Bd. 23, S. 1082. 1020 21. 
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Nur ein paar Worte iiber die Frage der Existenz und Berechnung einer den obigen 
Forderungen geniigenden Funktion 0. Wir nehmen an, das Problem sei duixli konforme Ab- 
bildung auf den Fall des Kreises redixziert worden. Wir belegen dann die genannten Strom- 
kurven mit kontinuierlich verteilten Wirbelzentren von einer nur von ij) abhangigen Dichte. 
Durch Spiegelung liiBt sich zuniichst das so bestimmte Wirbelfeld durch eine Potentialbewegung 
derart komplettieren, daB die tJ;-Koraponente der Geschwindigkeit uberall am Kreise verschwindet. 
Es laBt sich sodann leicht ein gemischtes Potential feststellen, das die Normalgeschwindigkeit 
des Wirbelfeldes an der Vorderseite annulliert und an der Hinterseite die vorgeschriebene 
Geschwindigkeit besitzt. Die Bestimmung der gesamten iibriggebliebenen cp-Geschwmdigkeit 
an der Hinterseite ergibt fiir die Wirbeldichte eine Integralgleichung mit hochstens loganth- 
misch unendlichem Kerne. Das Problem ist damit im allgemeinen losbai. 

Es ist klar, daB die Wahl der eingepragten Stromung gewissermaBen willkiirlich ist und 
selbstverstiindlich den naturlichen Voraussetzungen des beziiglichen Problems^ pmaB ptroffen 
werden muB. Ich erwiihne als Beispiel den Fall des in einem gleichmaBigen Flussigkeitsstrome 
rotierenden Zylinders («Magnuseffekt»), wo man als naturlichen Ansatz fur die Pnmar- 
stromung am einfachsten 

cp -f z <1) z=: A {x iy) + i B log [x + iy) 

annimmt. Die Abb. i unten (fiir ^ = p; 2; 3) zeigt. wie der Wirbelbereich, der in der Oseen- 

schen Theorie des stillstehenden Zylinders der Stromungsrichtung parallel verlauft und gerad- 
linig begrenzt ist, jetzt durch die Rotation deformiert und abgelenkt erscheint. 



Der Vergleich mit den nach zunehmender Drehgeschwindigkeit geordneten Aufnahmen 
Abb 2-4 (Tafel XIX) zeigt, daB der verwendete Ansatz sich den experimentellen Ve^altmssen 
^anpaB^^ Inlbesondle bUerkt man, daB die charakteristische Weise in der das Wir elg^iet 
vorne am Zylinder hinaufgesaugt und sogleich in einiger Entfernung allmahhch schnialer v , 

ihr deutliches experimentelles Gegenstiick besitzt. Es 1st wohl kaum notig A wileT’Auf 

die explizite Durchfiihrung der hier skizzierten Theorie des Magnuseffekts sowohl emen Auf- 

trieb wie auch einen Widerstand ergeben wird. 
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Zur Bcstimmung dcs KielwcisscrdriKkcs in dcr 
asymptotisdien Widerstdiulstfieoric 

Vo II K. Zriloii* Liiiiil 

Die «les OKKKNsdieii *%UUiiiiiiireii lkwe|»iiiignl»rtiliiriiH ri|;ibf /. tl, im ^ 1 ^*^ 

Ivreiszyliadcns eiii niit tier Krfaliruiig gut ubereiu^tiiiiiiiriidr^ iliireliH’liiiiltlirlir.^ ^^tniiiiuiig^Hld, 
Der Physiker wirtl alicr an /wei DiiUitaiHitii AiihIoU iieliiiirii, Im afrits Lilli dn Wkirrstaiui 
viel zu groil aus, y.weitcus wirtl tier llritck lieiiu ra'^?»irrrii 4r?» \\'iilieDiio%aii/4M iiii^^teltg, 

Set/.en wir wie gewilliiilicii 

a l ' ii% p r\ 

wo die koiistaiite Strdiiiiuigsge?^cliwiiiiligkril lieilrulti, aii^ 

. r: 


— » fi I# . . 

I p It ft’ -- — j {I ■ Ji 

bci Vmwchliissiguiij' iit*r (juattni(iM*hfii lilk’drr 

y p >h, / <»• 

wahrcnil esukt 

^ ~ pjti' [{'* r/.t — • («„ { w') »/f] 

seiti sollU*. b's istt Kainit klar, ilaB «lic t)rucklx”»JiinnmHg irhlriliiiti winl, wbaii! ijfr Austlruck 

/ ft* {{•* #/.t — h' d/} 

bcdcutcnde Wcrt« anniumit. Nehnien wir iH’simtltTi ilir Jiruckvi'Kriluiig langs tk-r OtiiTflache 
(les Korpers, so ist dort in tkr DsKKKsehcti Ukuiig wijwcilrj 

ft' Oiler r>' o, 

Sorait wird cine unrichtige Druckbestimmmig ikilurcli enistrlirn, «laiJ »!as quailratische 
Frixlukt u'w liicht iilH’rall vernadilassigl wwkii kanii. iJirsi** I'lodukt tuimiH alwr tii Jeurr 
Losung nahe dcr Greuze ties WirWhereichcs groSe Wcrlc an, wirtl Iwiiii Eiiitritt 

in den Wirbelbereidi w tleiart uiunidiidj, dull q mil diifiii riitllidien Ik-nag »ln.ki«iliiHue!!idi bis 
zu jeiietn ubertriebencn Saugtiruck abfiilk, tier kir ilen m gioWeii Wider MainkktMili/.ienfen 
hauptsadilkh verantwortlkh ist. Das fdilerhaite Sdilubretiiliat i*i ebrii rn leiebtvrrMandlidier 
WeLse die natiirlidie Folge tlavoii, tlall tlie Ditferentialgieidiungrit in nm in kt him ben Gebiet 
in allzu grober Weise verfetzt worden sind. 

Kin diarakteristisdies Krgebrris tier (Jseciisdtei! Tlmnie isi tlie biniedmig dt-'. Kuipers 
in eine hydrodynamisdre «Voriler»- utul .Ruckseite*. Vieks (z, It, tlie rx|*ri iiiirtilrilr l'#ibadie 
de.s nahezu konstanteri Druckcs an der Riickscitc des Kurj»er*| «leinrt d.n.inl bin. d.t« die daitiil 
zusainmenhangenden versdiiedenartig^n Grcnzbetliiigungen (Gkiiung .b t Mn-sigla it an der 
Vorderscite, Haften an tier Ruckseite) tier Erfahruiig gut entsprerben l.s i*.t jihyti 

kalisdi wie tnathematisch klar, dai der VViderstand in tiein TiJiiisj»<it itrn Wiibeln mii tier 
Hinterseite nadi riickwilrts seine Ursache hat. l>afi iiberhaupt eine ► f'hi^*tigkeit 

einen endlidicn Wider.stand aufweisen kann, rflhrt tlavtat her, dali an di i K«<i|«‘iubnl1;tdie die 
Wirbdkrafte noch bei verschwindender Reihung eine eiidlicbe Arlwit .in Aulueii I ne e Tatsadic 
fmdet eben in dem fundament alcn Grenrsflbergatig der Oseen^dien ’riirorir tbit n Klau n AiiMbuck. 

Nehmen wir Jetzt die Utung des elgentlichen OseciiH'beti j'i«4»lrin , ab, n He .\. 4 lieniiig 
ties VViderstandsprobk‘m.s an, so erschelnt zunichst der Drack. ,1. It. die JAiitkiion o. ak rii der 
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gewahlten Approximation eindeutig bestimmt. Es ist aber leicht einzusehen, dafi diese Ein- 
deutigkeit gewissermafien scheinbai ist, nicht nur in dem Sinn, da6 der Druck nur approximativ 
bestimmt wird. 

Schreiben wir 

v=v' , u — u^ (/) + «', 

wo Ml = Mfl auBerhalb des Wirbelbereiches, so konnen wir, dem Grundprinzip der Oseenschen 
Theorie gemaB, ebenso gut (y) als eine modifizierte Primarstromung betrachten. Wenn aber 
jetzt die quadratischen Glieder u' w, v' w vernachlassigt werden, so kommt nach Elimi- 
nation von q 


bx 


[JL A M, 


p w 


b q 


9 




by 

: [A A M, 


+ p.Az/, 




was fiir |j,->-o, von Singularitiiten abgesehen, auf die fundamentale Gleichung der Oseenschen 
Theorie 


b w 


bx 


: 0 , 




fuhren muB. Dementsprechend wird man jetzt finden 

/• — bq 

3 / f 


0 , 


q -*■ 9 f dy, 

was binnen des Wirbelbereiches eine ganz verschiedene Druckbestimmung bedeutet, obschon 
das allgemeine Stromungsbild durch die Gleichung (i) bestimmt ist und somit auf den Oseen- 
schen Typus zuruckkommt. 

Die Druckbestimmung im Wirbelschwanz ist somit bei irgend einer gewahlten Naherung 
wesentlich unbestimmt; urn definitive Druckwerte zu bekommen, miissen wir noch durch irgend 
eine supplementare Hypothese eine besondere, geeignete Primarstromung auswahlen. Mit Bezug- 
nahme auf die vollstandigen Differentialgleichungen erscheint es natiirlich, die Auswahl so zu 
trefifen, daB in der Nahe des Korpers diese vollstandigen Gleichungen so gut wie moghch be- 
friedigt werden. D. h. wir setzen 

wo M^ die totale Geschwindigkeit an der Korperoberfiache bedeutet. Nach diesem Pnnzip, bei 
Benutzung der Oseenschen Stromung ist aber an der ganzen Riickseite 


woraus wurde folgen 

dq — o, g’ = const, 

was ja nach der fiir jede Stromlinie giiltige Beziehung 

dq=z9.(h.udx-^Lvdy) 

fur [A 0 plausibel ist. Der absolute Wert des Kielwasserdruckes wiirde aber nochjinbestimmt 
bleiben, well in den kritischen Punkten, als einzigem Sitz der Wirbelablosung, w = und 
u diskontinuierlich, somit als unbestimmt zu betrachten ware. Man erzielt bestimmte Werte 
durch Annahme von kleinen, den kritischen Punkten angeschlossenen Gleitungsintervallen. Dem- 
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X. X i> I til K , I f‘ n 

entsprecheiid win! di^* ^ KmiH'tir Stioiiiiing dufidi mu- .|,jrii ..ililir ii4liidii%*riii||* Htrcim 

ersetzt, Iru tier drr 1 diicluilH'igaiii^ brim I i* n im « dr ^ 

schIkdJIich tlit* AiJxMiiimtg tlrr Iflniiiii^Miitri 14 II 1 imii \iili bi»ii%ri|;irif, lilli %.||:|| i||||.{.j| 
ubcr^^ang t'luf tdnr drr C riiHpiriiiriidr 1 btii'bbr-,iiiiisiii||^* 

(ielicii wir imigrkrhrl tkium li.iiidir ‘litiitii, rmr f'\akf|» j 

der voUHtiiiidii^wn Cdricliiiiigt^ii in ilrr Xiilir dr** ^ #ii f'iii4l!rn Ibi \iiii 4 !iii||» vtm 

kknneii GleittmgJ>iittrrva!lni iiinl vrilbiiindinriii Ibiftrti drt 4ti 4ri Riicbdl^, 

wiirdt^ man iimiwr rntwrtlnr p* Mdir kiriii twlrr ■ n li.ittrii Ibr I Iniiiii.itbn xtm her 

vorgehende voll^taiidigr Ulrirliiiiig 


wiirde snmit in drr Kiilir ^ks Kurjirr** niit '^rbr gnirt \.ilii-niii|» m 

1 . 1 ^. 

tibergelum. Au.^ U*i fnlgrrt tiwii al»r niitrr *»riir .illi^riiiriiirii \dii4ii%%r!/iiii|^.riR i|»ii! flic fangs 
dem Kbrprr giiltigc Br/irtmiig 

i ■■■ ■ ji / fA II </i * ^ r i/ii 

III ,, , — ^ I 11 ^ 1 1^1 

fiir (A o lifiergrlit, 

l)iv cxpliziti* Aii^fiiliriiiig dr*, iilirfi gr^rliildnlrii kaiiii in wwiigrn Wi>rtt*n 

abgi'fiTliKt wrr'lrti. Dir Iwsuii.lrrr \ii, Dli . iiuiirttliini. »*« ijulir cwirr weniger 

gldcligiiltig; tbH utHrii aitgrftihUr UiMilia! lM-#«r!ii «uli .uiJ \iii.i.lmiHg {H-r Cylinder, 

lunfang rrstrrekr sk‘h. in Ikigni grirrhiirt, mmii 'ti.i«lririi S«.iH|»unki «u- m.«i <> hi*, uml es 
wird iiiigcnniutitrit, itaB <!#<• !’!it!>!>igki'it Iting^ *lr« ZvlHuIn* /n<<«'h< n jti % jn^ * j<|fiirl, ilaliri 

wrrden dir ClritiiiigMiUrf vallr vr.ii dr»i Winkrlii - ht* a nn.l .• r, » hii ’ ” J^Kinwi Ifm ?,u 

mirU'ii, daB dir (dritinig ilct Miisdgkrii atlin.ildirh j*«j;rn Null i.i.u Ihii wild, iirliiiien wIr 
in d(*ii gfflUHittrii ItitrivalSrti riiir grwi'.^r kiiiisi.iiiir W iiIm Uth* ilunj,* .m }> ., <,-i m 4 \\\ fjiir 
gewisKr grradlinigr Ktiumujig „ vi.rli;ui.|rii, .|r»aii. ..m /dmdn 


# •" a. 


- r. — - a . ' I* 


Datm win! folgrndrs !*oitntial|irrili(riii gclu»i 

..... , €* "' «' # 1 

wird bestimmt derart, daS 

.vVrtf# j f/««» I o. 


» » * .• B 


a if «■' s ^ 


1 = 1 / «■; 0 


ifll 1 Airii4liiitr*!i 
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Um zwischenaund 37c — a Haftung zu erzielen, wird noch nachher eine geradlinige turbulente 
'Stromung iiacli dem Schema von Oseen iiberlagert. 

Die Losung laBt sich nach bekannten Prinzipien konstruieren und ohne Schwierigkeit 



berechnen. Man sieht leicht, daB fiir a nahe ^ die erhaltene Stromung der ursprunglichen 

Oseenschen Stromung sehr nahe liegt, daB aber jetzt der Wirbel iiberall endlich bleibt und mit 
einem iiberall stetigen Geschwindigkeitsverlauf hinter dem Zylinder verbunden ist. 
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Die beigelegte Figur gibt das Resultat der iiber den Gleitungsintervallen ausgefiihrten 
Druckberechnung an. Die Kurven haben folgende Bedeutung: 

1 . Druckverteilung am Zylinderumfang bei direkter Losung des Oseenschen Problems. 

II. Druckverteilung mit Gleitung, a — 108®. 

III. „ „ » a = 1260. 

IV. Experimentelle Druckverteilung, nach Eisner, fiir hobe REYNOLDS’sche Zahl. 

V. ,, „ nach. Lafay. 

Die Vergleichung der Kurve 1 mit den Kurven 11 und III zeigt, daB die lastige Druck- 
diskontinuitat nunmehr verschwunden ist, und dafi ferner der groBe LFnterdruck der Kurve I 
dutch einen miiBigeren, im Haftungsbereich konstanten und mit zunehmender Ausdehnung der 
Gleitungsintervalle abnehmenden Saugdruck ersetzt wird. 

Die Kurven II und III schlieBen sich ersichtlich sehr gut der experimentellen Kurve an, 
sowohl ihrem allgemeinen Typus nach wie auch quantitativ. Durch mechamsche Mtegration 
der Kurven schlieBt man sofort auf den resultierenden Druck, d. h. auf den Widerstands- 
koeffizienten. Sowohl theoretisch wie experimentell zeigen die Kurven einen sehr kleinen posi- 
tiven Ueberdruck an der Vorderseite des Zylinders. Der Widerstand hangt somit (im Gegen- 
satz zur HELMHOLZ-DiRiCHLETSchen Diskontinuitatsflachentheorie) fast ausschlieBhch von dem 
hinteren Saugdruck ab. 

Der experimentell gefundene Widerstand ist sowohl nach Eisner wie nach Lafay 
zwischen den theoretischen Widerstanden nach II und III enthalten. 

Die Verringerung des Widerstandes bei erhohter Gleitung deutet auf die Moglichkeit 
einer zwanglosen Erklarung des mit steigender Reynolds’scher Zahl abnehmenden Widerstands- 
koeffizienten. Es mag in diesem Zusammenhang bemerkt werden, daB der Widerstandskoeffizient 
der reinen Oseenschen Bewegung (mit Haftung an der ganzen Riickseite) nach den entwickelten 
Prinzipien als Grenzfall berechnet, sich auf etwa 0,5 (in absolutem MaB) erhebt. Dieser Wert 
deckt sich etwa mit dem Koeffizienten unmittelbar vor dem bei etwa R — io» entstehenden 
Widerstandsabfall. 
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Sur la mcthode chronophotograpluque tic deter* 
mination des vitesscs dans les fluitles licfuides 


P il r c r a 111 i r It r 1 . 1* n il I n ll ^ r 
(Voir fig. I, XX\Il 


I.a tmdhode consisfe i\ aiairrr jRiaiaiit luni *lvs |*aitk‘iik*H dalu» 

miiiiimi et dc pliotogra{diirr trajrcudrr^ mmmsvrs plaiir^ 

Les photographies obtemirs Mnit iilwrvth’s »ii liiiriMiiif^iii iiniiii dun uiicule, La 
figure i (llanche KXVI) repiaWiitr la iTpaiiitioii i.lr^ vitrssrs itiiO'. Ir pliii iiii'diaii d‘tin afljuiage 
ayant 4 cm. >( 4 comine section ilroite; la vitr^w iianniiir riaiif 1 untie jyi MTinnlt*. 

On pent, par cette metlioiie. liOeriiiiiier Irs \r% aeerlroitniiiH, Ic. yiriaces er|ui- 

potcntielles cle vitesse quaml elles existent, !r rrcfriir iiniiliilhni rtr , . riiidier les pheno^ 

menCvS [termanenfs et transifoires. Lour tlihermiiin rmigiiir <lii friiip**, hii niijihde iin disque 
dente portaiit des cniverfures Iringiies cai coiiriri* reali^aiit line iraljiliahrt iiiiirse «|y*on m. 

prime dans !e litjuide, l/apparei! eompreml atis,%i iiii rinniia Ir r^t sytidironis6 

avec le disc|ue dente jKirtaiit ialphahet morse, Lour Irs tiairefoiir^ gaiielirs, il fant prendre 
sirniiltanement ileiix pliotographies. 

La methofle permet f!e lietrriiiinrr !rs vitrssrs jii%nii*a drs distanrr% o.j ttini, deyi parok 

LVxactitude dr la metiiiMlr a Or vthilirr jcir tlivrrs prtrriirs’ 

1. I*ar comfiaraison ilirerte avre Irs ilrintu tiirstiirs par jaiigrage, «»ii a iraitleiirs cn 

prenant diverses concent rat ions tie la pomlrr i!‘aliiitiisiiiiiin %t 4 'ilir «|iir l.i ehargr, le 

d#nt dans im tnhe est indriendanl tfr la ronrfiitialion rii t| aliiiiiiiomii 

2. En citudianf !e monveiiiefit de rniii iiii inisiiiagr trim pislitii .tu mottvement, 

alternatif pour des periodes diverges allatit nmniilr rt e.u. •;ins|di!ude dr 

3 centimetres. 

3. Kn ntilisant des vrrifiratiiiiP linlirrctei |iariiii lr**ijiirllrs mi jtrwr ^Oi*. 

Deferniinafion directe rt iiitlirrcfe ilei *lii %riiriii londe 

dkiii tube tourbillon, s%iarifiiiii iriiiie leiiiir Cfiilrair rotatimiiirllr rt ilhiiir irititaliomuile. 
— Surfaces da discontiniiitl dti vrcleiir 

Appliciticm fill prificjjM* dci images i Ir^milrtitriil firilirr rii lei-rc r.usd ph?*v ;m 
voisintge cfmie parol fertictlc* 

Tarage du tula* de Filcit jMiiir tint ilr^rrielaiii jiiM|ii*a 5 t p 

Classificaliort des plAioiiienes cjiii m 4 rav.^1 dhiii cttrp'* -ler. or nsilim 

?isqucii:i, 

Applicttioi de It limilitiidt dt ItywoWi pour f^w et tin liijiiiilr*' ^ ^ l- e-.-furient 
dnfeiatique de vlscoslfl v «st %tl 4 jto lm§ ctlul tic rcaii. 

VIriictliott dt 'It ■formule: 


■.■nn|di!ude de 


Lftule 




i.er. ne nsiliru 


^-■fneient 


Wf designattf les vitr^ses realist lu mime fmint ajiiiagr mi F *»S| 14.:* ri4^ll!ef, >nc 

cc8sivemc‘iit kn 2 Hquidfs tlont kg coefficient* cin<toiattqitr« «k -Jt' v «t ■/', en 

rtglaat par I’ohsCTvafkm cks fioints aingullers, k* fornte* ik»,tr;i|ri.*nii*r* r- s! nnent 

les mtees. 

Enfin la mefh<«h* finpbyct; permet k srtluticM rxp^riincniak »lr j.f ««h‘b i!)= m 
dont I’analyse est im|K»sifjk, 




Ein hydrodynamischer Unitatssatz 


Mathematischen Zeitschrift i) 


Von G. Hamel, Berlin 

Herr A. WEINSTEIN hat unter demselben Titel in der 
folgenden Eindeutigkeitssatz bewiesen: 

In der A-,j)/-Ebene finde eine zur ;r-Achse 
symmeti'ische, stationare Potentialstromung 
einer inkompressiblen Fliissigkeit statt. Wj, Wg 
scien gegebcne, feste Wande, zwischen denen 
die Fliissigkeit ausstrbmt, Xj, Xg seien die freien 
nicht gegebenen Strahlgrenzen. 

Die Ma6e seien so normiert, dai 3 an Xj 
und X2 die Geschwindigkeit i sei, daf 3 ferner 
die Strahlbreite im Unendlichen n: sei. Unter 
diesen Angaben besteht Eindcutigkeit im klei- 
nen, d. h. es gibt keine Nachbarbewegungen, 

die denselben Bedingungen geniigen, wenn - t. ■ j 

iiber die Krummung des freien Strahles eine gewisse einschrankende Bedingung (3)2) gemacht wird. 

Ks sei s — X -\- i y, /— cp -j- 2 4^, wo cp 

df 

das Potential, 4 ) die Stromfunktion, w — — 

und — ix, sodaC ■ 9 ’ den Win- 

kel bedeutet, den die Richtung der Stromung 
mit der .jr-Achse bildet, x den Logarithmus 
des Betrages der Geschwindigk<iit. 

Ferner sei die /-Ebene durch 




ief : 


1 

2 




(0 


Abb. 3- 


konform auf die ^ = 5-l-2'>j = p Ebene 
abgebildet, sodaC dem Stromstreifen der 
Breite tz der obere halbe Einheitskieis der 
^-Ebene entspricht. Den festen Wanden ent- 
spricht die Peripherie des Halbkreises, den 
freien Strahlrandern das Stiick der reellen 

2\chse, I < ^ ^ + 2;war dem oberen 

freien Rand das positive Halbstuck. 

Die von Herrn WEINSTEIN abgeleitete 
Bedingung lautet: 

d 9' I 

Diesen Unitatssatz wendet Herr WEINSTEIN 
auf den CiSOTTl’schen Fall an, in dem jede 
der festen Wande ein Polygon ist und 


< — fur yj 

Stt 


: o und 0 ^ < I. ( 3 ) 


1 ) Mathematische Zeitschrift, Bd. 19, 1924, S. 265— 275. rliV des Herm 

2 ) Die von mir ohne Striche bezeichneten Fonneln tragen dieselben Nummem wie die des Herm 

Weinstein. 
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wobei 


uml + i K fur 

Herr Weinstein limict die Hnitatshetiinj'uii),' 


Im folffcnden sull mm: 
Erstens die Bcdinffanji (3) zu 


verschiirft vvenlen, zwcitens die Bediiij'un^i; {14I vvesciitln h nu«ii!i/icrl 
von fji unabhimpgc (Jrcnzc anjjelKm laLit; 


Die Methodc !)esfcht in der Zurm'kfuhnmi' dcs I’ruhlnuH .itif erne lific-irc IiUefjridglcichung, 
wodurch scharfcrc Absdi.itztmfjei! criiujgliirht wcrdvi}. 


§ I. Die IntegralRleiciiunt: 

Nach Weinstein fuhrt (iic Aufgahe auf l«i4jcndi*H iVtildriu dvr Putnitialtiiruric: 

Zu beweisen ist, d:il.i eine hamuiniHidie -5-}i. dm \ .iii.itiDii vms •}>, tiic also in 

jedem der geschilderten Hereiche tier l.aplacr'si hen tdrirhuiig 


genugt, iind am festen Ramie <«,, <lic Betlinguiii* 


am freien Rande X„ X. 


Detriecligt, ideijtisch mill scin niiiW, wenn « cinc gcwissc t’nglcn hhnl rrfulli, Alsu ein ge- 
mischtes Randwertprohlcm : auf einem Toil A'| dc» Kandrs A' ixi ? <>, .ml dem anderen 
feil Ajj besteht die linear huniogene filekltung {7) zwiwhcn nml drr .\*mn.tltihi»*itimL' 

-T— ^ j,g autterc N'onnale befJeutei .\iis Synusu'tiiegriinden kann 

man sicli auf die oberc Halftc der tf,»|fKbenc, trcitu. «l»e rcrhir U.dite »5ri 5’^* W'**™ 
schranken, wenn man fur *|i • o, ■ v- ^ v, mirh dir K.iud}»rdmi;im); it,i hin/.ufu}jt, 
Die Aufgabc kimnen wir mm nach Hll.iiKrt * auf cmr hnrair jntr j'l ib.'lej. ft'f die 
Wertc St{i auf Xi zuruckfuliren. Kann roan tieweisen. ?•;, aurh .nd ««i!l .em imifci m* 
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Es sei G eine harmonische Funktion, die sich im inneren Punkte Q wie log y ver- 
halt, sonst regular ist, imd am Rande null ist, wahrend sie am Rande die Normalab- 
leitung ^ = o habe. Die Existenz dieser Funktion wird durch explicite Bildung sicher 

gestellt. Dann folgt aus dem Green’schen Satze: 

2 u 6 4)0 (^0 - S ‘I'o • 
wegen der Randbedingung fur S und G 

2 jT 5 4)0 = I CqS '^oG^ds 

tJ 

Da G am Punkte Q nur logarithmisch unendlich wird und sonst auf dem Rande ganz 
regular- verlauft, konnen wir in der vorstehenden Formel Q auf den Rand rucken lassen und 
erhalten die gesuchte lineare Integralgleichung 

2 jr 0 4^0 = ^0 S 4^0 

tJ ^2 

Der Index o soli den Randpunkt bezeichnen. 


§ 2. Herstellung der Green'schen Funktion 

Urn G herzustellen, bilden wir das vorgelegte Gebiet auf das erste Viertel einer neuen 
komplexen Ebene, der r, i--Ebene so ab, daC das Bild von R^ auf die positiv reelle Halb- 
achse, das von R^ auf die positiv imaginare Halbachse falle. 

Habe Q in dieser Ebene die Koordinaten b, so findet man durch Spiegelung 

r—^i + (-f + + (■? + ] 

^ T + [(;--> -h {s - /))^] 


Die Abbildung auf die cp,4)-Ebene geschieht durch 


4i = o entsprechen dabei die Werte r = + V ^ i, j = 0; Xj Oder 4)——, o^cp<o=) 

entsprechen die Werte r + zs = \/l—e^^ oder r = 0, oder 4'=-^- 

— oc < T < o entsprechen die Werte r-\-is = \l i -e^ ^ oder r — + sji—e^’f^innds=iO. 

Rechnet man nun in ij urn und geht auf den Rand Xj d. h. o< ? < i und r^=: o, wahrend 
dem Punkte Q {a, b) die Koordinaten a, p, also auf dem Rand p == o, 0 ^ a ^ i entsprechen 
mogen, so erhalt man durch elementare Rechnung 


G(\ - — 


Man beweist leicht, daC 


(? — a)^ (I +?«)*’ 
(Jo^o ist. 


Da noch = = ist, erhalt man die Integralgleichung 


d cp 


1 

d ^ 


2 OT s 4)o (a) = J* -y|- 5 4'o (9 ’ 


(^ + «)^ (I— «9^ 
— a)^ (l + ^ ®)^ 


d^ 




1st der freie Strahlrand so gekriimmt, wie die Zeichnung angibt, so ist-^< o, aber wegen 


o 



* (tt X 


positiv 


§ 3. Abschatzung 

Wegen clos Vorzcichcns von f;„, d. !». des I.iigarithnuH jplt ntm folgomic cinfache 


Abschatzung : 


Das Integral la(3t sich elcmentar bcrechnen zii 


zlza/fta-l -1-112 -/// (1 1*^)1 ><> fur i>< t, 

I « ! 


Mithin kommt man unter der Annahine 


5ij/„ -- n ?.!! i-inein VVidrrsfuiich, wenn 

l«f 4 * 


Das Maximum des Nenners enrechnet sich abcr Icichl zu i,ji, w«imit die hinreichendc 
Bedingung 

j *> ff I R 

l ,iTrT:?T (3') 

bewiesen ist. 


§ 4. Der Fall von Cteotfl 


In dem Fallt* Cisotti’s ist 


« / i' V 5 ^* 




* — ff* fur A 1,3 . /#, 


03»-4 ♦ 1 "-./t — <1* fur 0 1,2.., /». 

Die verlangtc Symmetric bc-steht. 

Da (1) = fr 4 I T, ergibt ckmentare Kcchnung 

A (Pj — (‘ "" €*) * * f-J € — 


1 - 5 ’ -’5 i;.r, 

3 I -COS 94 (I ! 51 


■*£ 8*arctg ■ 

*•1* ^ {t— Il»»n94 


An der Auslritlssiiilf, d. h. fiir 

5=1 foigt bsr.-— Sp4~ 
woraus die Bedcutuijg von If, folgt. 


(#t, ♦ I — b, 


Ferner ist fiir vj — o unter Benutzung der Symmetrie 


d ■9’ 




■ 2 S Pa sin a/t 


I -j- ga _ 2 ^ cos a;, I + 2 ? cos oa 


Alle oa liegen hier im ersten Viertel. 

Daher lautet die Integralgleichung im CiSOTTl’schen Falle 


U (£ 4- a)® (I — ^ a)® VO ■ i •_! 
; it 3 <]>o = 2 J S 4)o • _ „)2 (I ^ a)® ' I I I + 


• 2 ^ cos Oa 


+ 


I -|_ 2 ^ cos Oa 




Da sowohl der Logarithmus wie alle Pa und alle Oa positiv sind, kann man nach dem Mittel- 
wertsatz setzen: 


, , 6 . (6 «, / /» - « (i 


-j- — 2 ^ COS Oa 


4 




I + 2 ? cos aji I 

und man hat beiS4;=l=o einen Widerspruch, sobald das Integral fur alle a kleiner als ^ ist. 

Das Integral mul3 nun abgeschatzt werden. Als analytische Funktion von ? hat der 
Integrand die logarithmischen Singularitaten ± a, ± ferner die Pole Der Loga- 

rithmus ist in dem Integrationsintervall reell zu nehmen. Die zweiten Integralteile 

1 

I 


/I 

J 




I 4 4 2 ^ cos Oa 

machen keine Schwierigkeiten, sie sind kleiner als 




Jln{ )-d^<2 ■ I, II. 


1 

. , ,. , T- .. Cuf\ abzuschatzen, wenn man eine 

Schwieriger smd die ersten Teile J In { ) • j ^8 2 ^ cos Oa ’ 


von Oa unabhangige Grenze haben will. 

Nun erkennt man zunachst leicht durch » 

die Substitution von ^ statt * 


/■- 


00 

/ 

1 


Dieses letzte Integral aber kann man | 
nun auf einem anderen Wege ins Unendliche | 
erstrecken, der zwischen den singularen Stel- 

len — und hindurchgeht, etwa auf dem 

a 

Strahl, der vom Runkte ?=i unter dem 
spitzen Winkel y gegen die positiv reelle 
Halbachse ins Unendliche geht. 
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Als Substitution enipfielilt sicli 

? I 

wo t reell von o bis lauft. 


sm - 




von I 


Das so entstelicnde Intcjjral von O bis ?.t‘rlc‘}je man in liiv lnti'};raU‘ von o bis i 
bis oc'. Das letzterc fiihrt man durch b'.rsatz vun / tliindi _ wirdor anf cines 


und 


von 0 


bis I zuriick. Man crhiilfso das cine Inte^fral tier 


X/ft 


^1' 

<» * » 


Y j I I 


/# I ^ if: 

I \ 


Der Logarithmus enthiilt vicr Faktoreit irn Kiiliii?r ntid iin Nmiirr, Man kann ihn leiclit 
abschatzen, sowohl den rccllen, wic den iiiiagiiniren Itil, d*itHd hr.iuilil mm futgendes: Be- 


zeichnct F oimm Iknikt des Strahlen, /I, ii i \ /) die Ftiiikle 
alle a zwisclien o untl i 


I 

% * 


1, Si ^ lintlet man fiir 


/F ■ /Y) 


Xiii Y 


Der erste Faktor uiiter dein Integral hat aber jitifiitiveii Kealleil mid jiinitiven bnaginar-Teil 
Infblgedessen kann man dan Integral nach dein MiltelwerHau Irirbt aiendi.ili'rii,. Fur y wlihlt 

man einen geeigneten Wert, ctvva ‘ • 

4 

Maine Rechnungen, die icii umm>glich iuisfuhrliclt veruiimilu hen kann, ergcben so das 
ganze Integral kleiner als 


2 h e> 3 zr 1 2, 32 sui 0 *) < :S IJ* ( 2 , 3 r | i, 22 ) ( 2 , 3 . 

» I 

Mithin bestcht die ICimlcutigkeit im Klcincn, wenn 


:■) 


i* 


f 


tt*. li. w. 


Sur les lois de frequence des tourbillons alternes 
detaches a I’arriere d’un obstacle mobile 

Par H. Benard, Paris 
(Voir Planche XXVII pour fig. 3) 

J’ai commence a m’occuper des tourbillons alternes, a Lyon, en 1904, a une ep.oque ou 
personne ne les avait encore decrits. 

Le succes avec lequel, dans mon premier travail important, sur les tourbillons cellulaires, 
dus a la convection de la chaleur a travers une nappe liquide horizontale i) , j ’avals employe 
les belles methodes de I’optique et cn particulier celle de Foucault pour definir la forme 
d’une surface liquide non plane, presentant tout un relief complique entre deux cotes distantes 
de moins de ip, m’amena a chercher I’application de methodes analogues a 1 etude experimentale 
de certains problemes d’hydrodynamique. 

C’est avec ce dessein que je commensal a remuer une cuiller a cafe a la surface d un 
cristallisoir, plein d’eau chargee d’encre, pour repeter les experiences de Helmholtz sur les 
«tourbillons du cafe au lait». Mais je variai beaucoup la forme de I’obstacle. Ayant pris, par 
exemple, la lame verticale d’un couteau a dessert, je dhouvris, a ma grande surprise, les 
magnifiques tourbillons alternes, alignes sur deux files, que beaucoup de personnes peuvent voir 
tous les jours sans les remarquer. 

II me parait inutile de citer les nombreux exemples familiers de tourbillons alternes 
produits soit par un courant d’eau et un obstacle immobile, soit par une nappe d’eau tranquille 
et un obstacle deplace avec une vitesse uniforme a travers cette nappe; si jy fais allusion, 
c’est pour montrer combieu me parait justifiee I’opinion qu’a bien voulu m ecrire recemment 
un physicien anglais, E. G. Richardson, dont je parlerai plus loin; «Un nombre considerable 
de personnes ont du voir les tourbillons alternes avant vous . . .» Je ne cite pas la suite d'ou 
il resulte que mon originalite a consiste uniquement a vouloir les mesurer, ce que j admettrai 

volontiers. . , 

Done, je me mis de suite a realiser un appareil tres soigne dans les moindres details, 

assurant la precision la plus grande des mesures d’ordre geom^trique, cinematique, etc., de la 
temperature et de la viscosite du liquide, I’uniformite du mouvement de I’obstacle, etc. 

Get appareil, construit et mis au point en 1906, fut d’abord dispose pour obtenir des 
photographies isolees des tourbillons rendus visibles par la methode optique des rayons aberrants 
ou du relief exag^re de Foucault; I’obstacle lui-meme se chargeait, dans sa course, de declancher 
le declic (d’une souriciere) qui venait presser la poire de I’obturateur: chaque course me four- 
nissait un seul cliche, dont I’epoque ^ait reglable, le declic etant mobile sur une ghssiere 
gradu^e. 

Un des gros ennuis que j’ai eus avec les cliches fixes fut de siiuer exactement I’obstacle 
dans chacun d’eux, car rien ne le revele, sinon qu’il a sa. proue quelque part dernere les rides 
capillaires photographiees, et sa poupe quelque part en avant des premiers tourbillons; mais 
la longueur vide sur la photographic etant notablement sup&ieure a celle de I’obstacle, la 
position exacte de ce dernier doit etre calculee a I’aide d’artifices speciaux. Je n’ai obtenu 
de renseignements satisfaisants qu’en photographiant un batonnet lumineux de bruleur Nernst 
entraine en meme temps que I’obstacle. 

1 ) Revue generate (Jes Sciences, decembre iqoo; Annales de Ch. et de Pfys. 1901 ; Journal <k Phgs. 
1901 et annees suivantes, etc. 
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H. Bi^nari>. I’ak ts 


j'ai soiij^e trcs vitc utitiMT l«- nifi vi-illniK ai<i*.uril «|itiif i 
idc d la scifuco; li* citidnalnKraitlu' I .uaiidir t ari.futirj- 
r au iiiolfiir, muni «!i‘ ih'IiH’n Imliiiu' »i«' 17 m, > 
aliaiaiouiaV), I.f idii'iimiu'iu' vtaut tr*". I'lilu-iiin ri’ (ai 
nil imtin*- avrc If* ili!iu'U'>i*»tis il’tih 
ic pclliciilc ctail r! uur jiirim* 

CVsl avt’C IV iiiaU'iifl tjur j'ai i»Uu'iiu 
ill' l.yt'iii, la •!«■ ilm'iuiiiuils 

la'HjH'Vtaldr (I 'aiHiiV'< 

!«•*> liiiii' a Ir |>i 

rilin'. i.i-H 

ildlA ails t 'n, 

nl tiuc cluicuiH' ill". diviiU". i«>ih'.ivi •. »!r 1 
» il'iiM scguiinil tU- ffuk- huuiiu iis. Hinir a ruiliiii ilaii 
ecmU* (K riHiiilicuIaiii' .1 l.i tlmiuu.ii «!. 


! -'» fucombrant, 
!«• Will a ivrforation 
• 'll- 2 secondes, 
ft les vitesses 
W'binc suffisait 

*'U I'mK Kjog^ 

iucmij, arables sur 
il y a «» des inter- 
ne df (loiiites, 

j<i iia’ij..it> s iijitiqiies ct 

mph\t'^'r,-Hdus (if 1913, 
a MU fatv libre donne 
la direction 
i( ,i(i..l.iUiifi dr robstacle, 


v'enait de dotcr Ir moii 
facile a faire niarclier 
l.uuiiere (dejiuis Inrs a 
les tmirbillous simt cu f,v'iera! auuuliS: 
que jVinpluyai.s), la euiiMHiiniatiou i 
jKiur un asse/, j'rand ncinbre dr ctnirsrs, 
dans uur cave de la I'aetilic ilvs ScidKvs 
lestiuels j’ai travaille ensuilr prudaul uu iiomlirr 
ruptions - ■ car le depuuilleuirut micruiiitir iqm* < 
pour les toiu'billous M'uieiliriit, I'tirctues .’'lU 
iniVatiifiurs de rauuareil uni ete decrils daiis mes 


Vig. I. 

l.« sup^iirur a hr -r »« m6 b* ■!>- i - . 

Ip litfctieui a' h' r" ou rw r^»l "ii Iw «* il*: .<■...■ 1 ,! j, i.>. 

ccitirbti tit ilt l-i mihm 

h t* : til'rt lilllrun, m |*^f U nsrllnwir wi I. t * 

Ittst iiiipoili ttnir de i 

e : k IWil m « •-"* -■ 

migmmi de cewfe Iiiit«ntrii» uM i I’IhIih*. d - . s -u-.- : 

fiiiillitli* 

|WliW «f fl^ 1^1 lf« mm « r,,-* . .'.-4 ' .d. 

lie k mf1m« 


Cette corde fournit aitisi den rcjjere* rKtiligiim jiarfaitcnieni M*i . i«" ' ^ 1'' 

film, indiquent i 0,03 ram. pr4s, en vr«k gramlcur, rrin|ilacriiirn! d. ! «!< ^ iMaibilinus 

51 r^poque, exacteineitt coiimie, dtaque image a ete Iv phis b *. -b u.nuatitiib 

de CCS jietits Hegments de ccrcle rrnseignrnt sur la furiiir dr*, d* s<m t .pu b -* . .m I'nurnix 
Jt* reviens a i'hintoriquc des tmrbiUon$ iuiu. la,. ' .-."’b i<' 

n’ai cite que mnii maltre M, BaiLfcouig, qui, dans . • t..- ' . .1 ■ : 

1907, indiqiie que «Ist dislributirai kmgitudiiiale dr» . i- * d ’ I’’ 

regime bydraii!iqne, au lieu d'etre uniforme aunine ilaiis le iri r.- ■ ' 

0. Rkynolus, f\ cause ♦rune figure sans omitmentaire ilan» Ir irsir, i.' i b., ’ ,0 «« article 

cdlebre de 1 HH 3 aux Philosopkkai Trmsaelwtu: le cas dr N. 

car il s'agit de recuukiment il'im llquide en r%lnte turhukni ; : s. uu'. 
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Ell r&ilite, c’est A. Mallock, dont j’ignorais I’article parti en 1907 aux Philosophical 
Transactions, qui a vu et dessine le premier les tourbillons alternes dans les liquides. Il n’a 
fait aucun essai de mesures relatives aux lois de la periode, mais par contre, fait important, 
il a ete, le premier, avant Kroger, avant Lord Rayleigh, a avoir vu que la etait Fexplication 
des sons eoliens rendus par une corde dans un courant d’air. 

En 1908, je publiai mes deux premia-es Notes sur les tourbillons alternes aux Comptes 
rendus, Elies furent redigees un peu vite: la figure contenait un lapsus de dessin (sens de 
rotation de quelques tourbillons inverse), qu^un erratum ulterieur rectifia^). Il me parait plus 
grave de n’avoir pas pris le temps d’examiner mes films et de decouvrir qu’ils avaient enregistre 
avec une tres grande precision rentrainement a vitesse uniforme, mais faible, v, des tourbillons 
detaches derriere I’obstacle, et que leur emplacement ne devenait pas du tout stationnaire. Par 
contre, les quatre lois fondarnentales de V equidistance, ou distance longitudinale e entie deux 
tourbillons consecutifs de la meme file, deduites des mesures provisoires efliectuees sur les 
cliches fixes, etaient nettenient enoncees en des termes auxquels je n’ai eu que peu de chose a 
modifier depuis, J’ai eu seulement a les pr&iser, sauf que la premiere. 

IJequidistance pour un obstacle donne ne depend pas de la vitesse V de cet obstacle, 
etait une grossicTe approximation, interessante a donner comme premier renseignement, mais 
qui iPa pas resiste aux mesures plus precises effectuees sur les films. 

La seconde, au contraire: 

IJiquidistance (et par suite la frequence N des tourbillons) ne depend pas de la dimen- 
sion longitudinale de la lame, 
a ete verifiee rigoureusement 

La troisieme: 

IJequidistance croit dans le meme sens que Vepaisseur transversale (approximativemcnt 
comme la racine carree), 
et la quatrieme: 

IJequidistance croit dans le meme sens que la viscosite, mais bien plus lentement, 
n’avaient d’autre praention que de donner un renseignement provisoire: elles ont ete con- 
firmees en gros, mais precisees. 

En 1913, j’ai reproduit aux Comptes-rendus quelques exemples de mes films et decrit 
la methode graphique qui m’a permis de calculer les valeurs de v et de e pour chaque course; 
les regies pratiques adoptees reviennent a chercher le systeme de droites paralleles et 4 qui- 
distantes qui represente au mieux les observations, le temps etant porte en abscisse et la co- 
ordonn^e longitudinale de chaque tourbillon en ordonnee. 

Je decrivais comme suit la marche des tourbillons; 

Les tourbillons, formes tons trSs sensiblement sur le plan median, sont d’abord 
entraines avec la meme vitesse que I’obstacle, mais ils prennent aussitot un mouvement ralenti, 
en meme temps qu’ils s’ecartent a droite et a gauche; ils atteignent tres vite leur ecartement 

2\ J’ai insist^ sur mes premieres Notes publi^es en 1908 parce que, dans leur c^l^bre M^moire 
de 1912 au Phvsik. Ztsch., von KArmAn et Rubach, ne les citent qu’en ce qui conceme un detail 
descriptif relatif k la zone vibrante ; la partie quantitative semble, leur avoir completement echappe. , 

En janvier 19 ii, dans le journal Z’^eropAiZe, D. Riabouchinsky, sans avoir connu mon travail, 
publia de son c8te une belle experience montrant la pCriodicite des tourbillons. t • j 

Id se place le m^moire de KArmAn et Rubach, db]k cite (1912); puis la realisation des 
tourbillons dans les gaz, par voN dem Borne (1912). puis de nombreux travaux allemands et anglais sur 
les sons eoliens, les sons de bSton, les sons de sifflet, tons expliques par les tourbillons alternes. 
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traisveisal liniite, Umr cqui.lista.KH. ka.K'itu.iinak linulr. H In.r v,.. lunUr. ganlcront 

emuito, taut qu'ils nv sennit pas trap aiiiartis: eti vifillissuil, eii vtn-t .l.-u-nmeiu cvi.lem- 
ment de plus en plus stnisihles titix ilucHuttions aci'i.U’Ui.dles m.-v it.dd,-. n 1 .•.luidistaucr, en 
parliculior. cst de moins en mains hkm detiniu tvini la /tj.*. 

Le depuuillcment a etd etlVctue stir la iaialtir .!»•> i.tj td.uv 


1 .-r* V. 1 .It.". 1 


II 


Cir»|ilii<pt rlitittiitti tm «wf b fiitti Hm, Lrt 

%iml If** 4r» illWt ACCulriil* ilr y 4r U sw»f»^r .I'm *i »«* |44ti ilr 

fiyitwifif witiwl rl ittr k I ilr VwhM^lr m ^mtu^ntirh ilr k 

pimpf «t tfiiiifliitili im* it lf\ k pm$if #tr< a . Ia *k i ^^4 

IMf If ilfoil h U mimm rfclirll# .|«r I#® 

!1uh lartl, ciiiiffiriiwiiitiil ii cr ijtir jr rr«ii^ la %aiiir |r ii'.ii iriiii atiiiiii itiifipte 

de ceuK, tfiii elairiit eiitadir^ tfiiiir r^jvfiiiiriiiiilr i|nr|rf*ip|iir ati aiiirs 4 es, 

exfHndeiiiCesi, imiiir n«aiitl ib i*umm m% a|i|iarriicr irr% l^4ii% Tai irtrini i!ti;ilriiiiiit 71 excel- 
lents lilwih, oIileiiiiH avre flm a fiicr^ liarallrlr^, rn dr r*»?r, li* iiiiiinent, 

quekiues aiitres cilittfiiii ifaiilrr^ ftiriiir?i |.r% ir^iiitat^ **iii ftr jiiit^jr- mu* 

aniiee {192k) eri fjiiatre Ncilei |»ruef m% Vmnplft irtiilMi 

Loi de la Irequence N rcMimant !««% tes restilut'., iliKiii.iti.m , de N ct iiistUicatiim de la 
m^bode statlstiQHe 

Les abiitacifs t^aient lous clc< iamei k (ace* jiarallriri* tn"' ‘.uigm'Uxt-intw 

travaillees (a qmrlijUfs u"*”', oi pris), iiiut* {airalt^lciiieni « cr# f, 'i't.un-. wi {>t*i 


de symetrie vertical, I’avant etant soit un diedre aigu, soit un cylindre ogival raccorde tangen- 
tiellement aux faces planes laterales. D’ailleurs, les formes de I’avant et de I’arriere n’ont paru 
avoir aucune influence sur N. 

L’epaisseur D des lames a varie de o<=“ i a o'^“ 8; leur longueur L, de i a 4™; le 

rapport de 2,5 a 40; les vitesses V de I’obstacle, de 9 a 22'=“ par seconde; la viscosite cine- 

matique v des quatre liquides employes, de 7.10-® a 54-10-3 unite C. G. S. 

L’ensemble des resultats, dans le domaine de variations indique, est bien represente 
par la formule, a trois constantes numeriques: 

^ 166 v) (en C. G. S.), 

£) + 0,307 ^ 


que Ton pent encore ecrire: 

4 (-^ + 4 ) 

les trois constantes numeriques l^, /g etant homogenes a des longueurs et respectivement 
egales, en centimetres, a 

6,02.10-3; 14,01.10-3; 0,307. 

On voit que dans le plan {V,N), pour des lames de meme largeur et des liquides 
differents, on obtient des droite^ paralleles; que pour un liquide donne et des lames de largeurs D 
differentes, on obtient des droites concourant en un point de I’axe des V d’abscisse propor- 
tionnelle a’ v; enfin, que la longueur L de I’obstacle n’intervient pas, resultat deja annonce par 
moi en 1908, et qui s’est trouve rigoureusement confirme. 

Les ecarts: N observe — N calcule, n’ont jamais depasse ± i vibration par seconde 

et sont inferieurs a 0,5 vibration par seconde dans les -j des cas. Toutefois, N ayant varie 

de 3 a 20, on eut pu esperer encore mieux, car des precautions minutieuses avaient assure 
I’uniformite des conditions, en particulier celle de la vitesse V, et aussi la puret6, I’homo- 
geneit6 et I’immobilite prealable du liquide; la precision de toutes les mesures de longueur, 

de temps, de densite et meme de viscosite, avait 6t6 igale a^^dans les cas les plus defavorables, 

et le plus souvent encoie bien meilleure 3 ). 

Or il est Evident, meme sur les meilleures epures, qu’il subsiste entre les valeurs suc- 

cessives de e et, par suite, de la periode, des fluctuations, atteignant — , parfois meme en 

valeur relative. II existe tres probablement, lors du detachement des tourbillons, de chaque 
cote de Tobstacle, un petit domaine d’instabilite du regime laminaire, qui permet de legeres 
differences entre les forces vives des tourbillons successifs; elles se revGent sur les films par 

3 ) Par exemple, le diapason chronograplie a permis, pour chaque course, la mesure de V 

^ __L-pr^s. Je ne puiS id justifier de cette extrSme precision, comme je voudrais, mais j’en citerai 

encore un exemple: par suite de la duree exceptionnelle du d^pouillement (19 n 1924)) ete oblige 
de tenir compte d’unc l%CTe contraction skulaire des films en celluloid, et j’ai, pour cela, tr^s soigneuse- 

ment d^ermine les lois de cette contraction: les corrections qui en ont r^sult^ ont vari6 de 

^ , suivant les films. 
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11. BttNARI*. . 


. ■ <U-S (uuiUilloiis .l‘unr mriiu' tilr: paniu les taches 

les d,nrcs <lc b l-lacc ,1. cha.iur Ciivnic, niH.k,iu..s.ut«s dis- 

kmnnrtisc's, .io i ' aprvs !..itU-s Ir^ auuv.. >u.is ,,t,c rieti, clans la 

IKiraisscnt prcmatuicmi ■ ‘ .lilVt-ii'ni!-.. 1! MiiibU- l»ii‘n «jiu- ct's fluctuations 

mctluKle opti'flH'- i.’ „k.ilK*lc .slaiiMujiir labn iruM- iiii|4..yw pour ilegager ks 

;;;rrr 


s.r le. torts to vators d« la lr6W«« *>» » "> K 

cimiilttulu dyuainlQue 

V. Sr«.....i... avail ■I'''- ''' ' 

lari lians lair avri- 1 valWaii, a la irla,,.,. , 

y 

. r . twoin.,- I on! RAVtKUiU .luc. 1*1»' «*■»>•*<• 

lU-'pn-vnir puur U-. .V -l.-^ m... ...h.-us u.u- niuanou .k la forme 




K ,,,S' i«nl ilrlia - ^ ' '' ■" 

" '“'"“f 

F KKOiiaa rl .\. l-Anr.i (i- l). I«'i' ''''V''' “ 

Hr s,n»,l»l. l iilia' Ir. ..... ri ■- ..... M n, par b 

touAilte. allrrto .1... a., .li-plarr, u-la.if 'In '-i"- 7,“-, "/X. 

Dans mw exj«rimw. R variant .U- 7S » *' Z*' **'"•*' *' 

Ihns Hon imtKirtant travail *.ur Irv fia** rnlinn. .Ir» a -.rviioii uititlatif dans Uii 

et ihns IVau R !•. HKi.t' (‘^41) ca«.lt.nnc- ir-uHai.. .i..va..i la U dr Hay!riK!i. vn prtani 
R (mi log A-') fn al.^ci-scs H A e« unbiitwv^ !•«Ml U t....Kl.r 4r« alnn-nr. h romiirwes ent.f 
u ISO ! rif irmn.- U-. dcu.s courla.. dr lair r. dr l'.au r,. a.»r. l-nar r.a.cordana* «uus 
dirl'y mil rc.i.n.ivcum^ ,iu- .1 h 5 a« d.da .Ir A .iS-. tou... h-s 

St xapjKHtitit *1 1 ii’ iMitir ^ rrkitif?* iiiix qiian'i* 

j’ii 4 lci|iter;ti 4gaieiii«il Ir jiwti (h, friurMciinf #» § 

liciuiiles qm fm ctiai|iir film tliiiiiiaiil iw 




15 {mr k •* 

24 pimr lV4it ... 

ai pttitr toll wtfe -- ^Oi3l 

II ton iiicfic * llt^l 


III '* c* n Sa 


i . 
j 

■i f, 


U- rcsultat mrajiHid e«t Ic suivant • j l ovni • 

.Hur urn* mik-, il y a !««». & «»»« !*“»>*’* »!<«•»«•«»*'' '^“5 = '■ 

4 liqui.lcs. drux a d«tx. Mab le» cuurlM-i. rrj.fr .i-. 

4 chacim dVux fomwiit nrttcmenl un lai*c«u •!- .. io'i..-. ..-r 
k*.s tmcs dans k‘t. antrcs dans ro'dre' <b* vitciitnc. 
cider 4 jjeu pr4s, il faudrait Mntricler ou dilaoj .d<.. ••• 
coniiiH* si dfs rrmiri tout i fall inadmbsiWti ai..;'-!;* <•■'-<■ ■ o 

dits vkaisitcs. (A j’ai c>p4r4 avcc d«s HquMc* p-.o ■. 
reuswmnt ditntiiitiws, ibnt le* i«n|iiraiur«» #ia:ru! o 


' tibll 


. dih- 

Lis 


'ds*di» 


Pour I’eau, la comparaison avec la courbe de Relf, pour la tranche des abscisses com- 
mune a nos deux travaux, ne donne pas un tres bon accord: la courbe de Relf, moins rapide- 
ment ascendante, coupe la mienne vers R — 350, sous un angle notable. 

En resume, mes experiences conduisent a des resultats en disaccord appreciable avec 
la loi de similitude dynamique, ecarts qui me paraissent ne pouvoir etre tons attribues a des 
erreurs de mesures. Si surprenant que paraisse ce disaccord, j’ai prefere publier mes resultats 
tels que I’experimentation la plus correcte me les a fournis^). 


*) Bien que moins nettement exprimee, il m’a sembl 4 qu’une conclusion analogue resultait des nom- 
bres publics dans le m^moire recent de E. G. Richardson (1924) sur les sons eoliens : les 
tourbmons y sont mesurte par les m^thodes les plus variees dans I’air, dans 1 eau et dans une solution de 
Xse, R Lant de 32 ^ 543 > et 5 de 0,09 i 0,30, done a peu pres comme dans mes propres experiences. 
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Sur I’inexactitude cxpcrimciitalc, pour les 
Itniiidps reels, dcs lots thcoriques de Karman rela« 
tiL a la stabilitc des tourbillons altenuKs dans un 

flindc parfait. 

i’ar li. Be II a id, i'ai i > 

Dans leur rfUianiuabU- MeiiKtire imm m nji-*‘), I’li v. KuimAn ,t H. kt-B.uit ont 
etalili Ics conditions tlR«oii<iucs de stal.iiile dune n„- d.- cVm f, di.,- dr <lruK lilrs 

parallelcs et indeiinies de tourhillons leciiliniies. de in.me iulrtiMle, eiiuidistaitK, de sens de 
rotation inverses. !es tourl.illons tie lune des tiles eiani diVales Ann dnni inteivallc- par rappnrt 
a coux de I’autre. Us truuvent. h desiKiiaiil la laiA'eiit dr !a lUr. .(iir la .rule v.deur stable 

du rapport-^est o.aH^, et (pic. sauf pour les deux on Hoi. ptrmirrrs j«ires de lonrhillans 

pour lesriuelles il est [ilus grand (cUf* [lOHr la premirre p.iiiei. ee alleiut In's vite sa 

valetir litnito. 

Cette loi de staliilite adniise, iU moiiirfiH (ptr les » t] 

,i = - ^ et /» 

sont invariahles, tpiel tpie soit C, |»trtii des ,il,sijieles gfoiueUnpu-MieiU seinlilidiles, Miifin, ils 
en (leduisent la ri'sistanee a ravaiu'ciiieiit eii foucium des deux . .■♦nfuiite, iitesurahles a et b. 

Mais ces cotidtisions n ont ete etalilies .pte jiinir uii d«u/e iudefiiii. eomme si la 

viscosili*, partcnit iK-gligeahle. satif an voisinage miiiiediai du eoips snli,!,-. »,■ pmail pins aiicim 
role, unc fois les tourhillcnis detaches tin a u« de rulisiacle O , pai exrm|.l,% it nVst pas tenn 
compte de I'ainortisseinent progressif des imu bilious a niesme ipi ds t. irdlissrut. 

II est done peu probable, a firhrt, <|ue ces id.iiiuiis si.trui ruemr ti.tirs jKitii les flittdes 
rfi-els. 11 seinhle d'ailleurs ipiVlles ii’onf jaiiiai* ide l't.b)ri dr mhihmUous e\ja*riiiientalrs 
serieuses. (inke .i la grande precision de nia uielh»<le *.p«i«|ur j«im npetd clui'ptr eeniiv 
de tourbillon, tnes tllins coii'lilueiii dVxcelleuis doeuuiriiis |««u eoiiii<.b-» 1 rs.Hiilude de ces Irb 
dans les Inpiides rd-K. 

I® Valeurs rMks du rappurl^^, Deja les vmgi srpi mrdirois i lubes lixes donniiii 

f 

0,44 coiiitne inoyciiiif (ritrlnirs fi,aj rt fi,5«j|^ !.r^ iiiitiiirriii 4 .iIph^ i|iir rf uipp"i! 

n'aiteiiit pas na valriir liitiitr aiiisii viir rpir »yii% U tln'fifir, 4 r pltr*. Ir |<mi 

tourbillons plus jfuiir%* t|aillriif»i riifi^plriiibir#, r^| ni grfiri 4 i rriiiti.iiir 4 rrliii MUf 

prmnt KjiriiKiiL Lt? nipjKirt rriiit, par mmnpk, iMuir f|iiiiirr filiii* pjinii lirjiirHiip 
de o,cHj a 0,21; tk 0,15 it imIi; dr 0,17 i imi . »lr njK *1 11,4*1 

Pour ritrri, Ic i«ii dr Ttcari iiiiiiiil rrlisi dr k.nfiwio uuis alor* 

variations rdativrji mnt pltt^ fiiitilm Pfnir «|iirli|iir» r^4lriii*fii |*'ti iiMiiilnrnx, |;t vabm 

liiniti* est attriiite iiiiiiiedi»iite!tiriiL 

("cs valeiirh liiiiitrii variriit tfilriiirin l^aiicimiji. ttiwwiiir fs,j 2 ^r^iinor^ 0,1 i et noo* 
Elle.s ne 111 out pim pant tl*iiiir ft^ti iirltt m% lalrtir^ dr tK !■. I v., ^4 li vaibit, 

■*) F%»* Zdimhr. 13 , p, 4 % ■ 

‘4 Oit -pllltol de li rotKliC d« lottlWIlijlii tfili irv^l h witfa^r fit? l|i%# ' ,T’ 

voir PEASDTt, Cong, ijikm. de Math, k HeMeibo^g. Hio^, t« M Hnu-Mun?.', Anr ' i- h .k I'b, 
23, «9*b P- «48- 
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d’une course a I’autre, sous Taction de causes accidentelles mal definies (Karman et Rubach 
ont remarque que les fluctuations de h, pour une meme course, sont relativeraent plus grandes 
que celles de e) . Par exemple, on a obtenu de faibles valeurs limites aussi bien pour le liquide 
le moins visqueux que pour le plus visqueux. II y a toutefois une indication sur le sens de 1 in- 
fluence de D : les lames les plus etroites ont donne en general des valeurs elevees, et vice versa. 

2» Valeurs reelles de a. — Mes obstacles n’avaient pas ete fabriques par series, geome- 
triquement semblables; mais souvent, un meme obstacle a servi pour de nombreuses courses, V 
et V variant. Exemples des variations de a: 


I 

II 

III 

IV 


Nombre 
de films 

, 14 

7 

. 6 

4 


Dimensions 
de Tobstacle (en cm) 

L = 2 ; D = 0,208 
L = 2; D = 0,399 


Liquide 
Eau pure 

Sol. sucre (6' =20) 
Eau pure 

Sol. sucre {c ~ 20) 


Valeurs extremes 
de a 

0,030 et 0,106 
0,056 
0,086 
0,101 


» 0,092 
» 0,136 
» 0,205 


30 Valeurs rSelles de h. — En designant le produit VT par on a: 

,, ,,, jr-d'oC: — 4 

Des 1908, j ’avals annonce que c, pour un obstacle donne, ne depend pas sensiblement de 
V, ce qui entrainerait, a etant petit par rapport a Tunit^ que ne depend pas non plus de P: 
c’est ce que Karman a demontre plus tard. Mais je n’avais donn6 ce resultat de mes experiences 
que comme une premiere approximation; la formule que je trouve pour N montre que, pour un 

obstacle donne. c et par suite b dependent de F. , . 

Par exemple, dans les quatre series deja citees, quand V croit dans les limites de me. 

experiences, b decroit: 

Valeurs extremes de b 

I de 6,77 i 5,81 

II de 7,25 k 6,43 

III de 4.68 k 3,88 

IV de 4,93 k 4,33 

Enfin j ’avals indique que, quand T6paisseur D varie, g vane dans le ^ 

moins vite que D: done b doit d6croitrc nettement, quand D croit, ce que les mesuies definiti 

ont confirme: 


Pour D = 0,1, 
» 0,2, 

» 0,4, 


b a vari6 de 9,3 ^ 154 

» 5,3 k 10,2 

» 3,8 6,4 


» 0,8, » 3)2 ^ 5i4 

T’ajouterai qu’en prenant le parametre R comme variable, les valeurs de a et de &, pour 
un meme obstacle, presentent encore des ecarts capricieux par rapport a une courbe bien 

definie, bien moindres toutefois pour b que pour a. . -.t j t- 

En resume, les lois de Karman sont loin de s’appliquer aux tourbillons des liquides 
reels. II est possible qu’elles s’appliquent beaucoup mieux aux tourbillons dans un milieu gazeux, 

h 

au moins en ce qui concerne la valeur du rapport ■ 


L.®) 


q^C’est la conclusion d’un travail recent de W. E. BENTON (1926). 
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Sur unc transformation du prohlcme 
hydrodynarniquc 

Par St, 7* a r e iii ti a * C ‘ r a c n v i e 


( 'onsidta'ons Ic pnd>Ii*nu‘ sui%’ant 
[.'cspace efani raf^pofie u nn s] 
V iin 7h^cteut\ foficiioft ifonn^u^ ilt*s 
doHHc (D); on s^upf^ose qut' I'iniogrote 


ysiPme de oourdi^iin^^'s nitifsioiiiie.s hnii^ulaires, soit 
eot^rdimnofs do s*»n ilmis iin diHiuiiHe auvcrt 


pour touie fomMon li, harmoniqmf dms (D) oi Idio fiir ruli? 


ait un sens, 

DaiiB tin iiitJitioire cieja aiicifn M i’ai rtmlie Ir iniililriiir jiircr^lriit daiw If cas parti- 

culier cm le vfctcmr P cfaif !f gritilifiil il’iiiir imrnkm ri Tat rlniiniitfi* ijiiiy tlaiiji cf 

cas» If prcMmif €oii«i<kVe rtiit tiiiiimiri |gi^*sitilr cl t|ii*il r«jiii%:i!aii m jUMlilriiir ik DiiiiriiiiET 
lorsquf celtii-ci a«lnifttait iiiir Miliitkiii, 

En realite Ic problrtm* ijiii mm f^eii|r r**l* ctiiiiiiir jr Ir tlain iiii iiirmtiire 

qui paraftm proclitinciiicnt elms Ic Jmirtial ilr Mai}iritia!ii|tir% |*tirr% rt ttiiijfmrs 

possible ft, lorsque h vecteiir F »atiifait, ilani Ic flmtiaiiir fFh a 1 


la solution v cle ce iiroliltitic jmiit «lc h pri^irilic mivaiitc' Im^niir, Ir if'idsiiiage dun 
point-froiitiire A du lioifiiiiie (0), It frotitirre tin rltimainc fHi 4 iiiir rrrliiiiif coii- 

dition fie rlgiilarik% la foiictkiii p iatisfait flans Ic vuisiiwMe cciitiidctr tin A a Irqiiatifn 
suiTOnte: 


= f P4. ! if» 

_ •) S. Zaesmsa. Sur !e priiici|>e da minimuoi. Hullrun .!•- ( A- I'i' SSfi- 4*',> >* st nM;» de 

Cracovie^ iqog* 


oil I’on a designe: par « la normale a la frontiere du domaine (D) en un point M, par a, ^ 
cosini-directeurs de cette normale et par ^ et 0 les valeurs per^pher.ques en M 

des projections orthogonales du vecteur V sur les axes des coordonnees. 

D’aores ce qui precede, le probleme enonce au debut peut etre considere, lorsque la 
Ution ('ll est remplie comme le resultat d’une transformation du probleme hydrodynamique. 
“ \ e a— ion consiste en ce s«bs.i.ue an paobW = 

daSue un probltoe qui conserve an sens et qui es. possible men,e a„ eas on le ^ 

satislait pas aux conditions de regnlarile qui doivent etre remphe. pour 4“ ^ ™ 

1 cci-niiA niik<?e etre nose T’aioute que les considerations que developpe M. Bouliga ^ ^ 
son beau memoire .Sur les applications de la notion de Hux et sur 
infinitesimale des fonctions de Green et de Neumann*, memoue en voie i 
le «Bulletin des Sciences mathtoatiques» et dont les epreuves 
muniquees par I’auteur, reposent en partie sur le theorerae selon lequc p 
debut de cette communication est tou jours possible. 
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An Experiment on the Behaviour of Two Vortices 

in Water 

B y S. i'' u j i w !i a r a , ’!' « k v u 
(See Plates XXVI ii atui \Xl\i 

Five years a}'o, the present author [nihli^ieH a note on the ani.tly.nn.ition ,,1’ two vortices 
(whirls) of the same sense of rotation ami the scj«traiio» of thoso with the ilitteient senses t) 
This fact was first found hy T. Okada ^t» years aj^o with lesiteet to i'\elt.iie*» aiid aniicvclones 
and was known as Okada ’s law anion^' Jaftanese nieteotolouisi^ i» \i kivvmv niatle an ex- 
periment with two vortices fixed at their own position., and fomid tli.it tin- muiu.d force exerted 
betw'een them when their senses of rotation are same i» repnBne, m> f.o .m th|. visc^itv ,,f 
liquid used is small®). With the increase «»f \iseosit\ tin- fotee aii.itos a m.txiiiniin and then 
decreases on to no force, .^t last an attractive force in noiead of opnlMoii under higher 
viscosities. 

From the theoretical jioint of view K. Tkkazawa and t \\ t isn.N *t h.tve pinved the 
attraction exisfin^; between two coaxial vortical lilanieiiis in viHCoii.. tinid 

hor the present the author hrinK" some plioioyiaph^ and iiIidn hefnic the t’nnKres.s, in 
which the behaviour of vortices is shown an sirn on the Mttf.u-e of walei ainl aKo .sten from 
the side. 

From this experiment it becomes clear that the vortice- with ■lifrerenl sense of rotation 
approach rather tiuickly, hnt never !tnialf{amafe. They ««» tnvav from eacli other, or unite end on 
end forming at la.st a enntimunis filament, or ilestrov each other when forced to lie tf» near. 
Those two vortices with the .same sense of rotation approach lathei sfowlv, and always 
amalgamata into one. 

A very curious fact is that two vortex filaments of neaiH etpi.il intnisiiv. s.iy .d and /f, 
when tfu'y are hrought to cross over, are cut into two pieces each, and .nn- of the pieces from 
A unites with a piece from A, end on end. forming a half ling am! n.ivtdis off While the 
remaming two pieces from A and H amalgamate .side tiv side This phem.tnem.n takes place 
only under favourahlc eonditioiis, 

I-rom .several photographs (Plates XX VI 11 and XXIX} taken l.y the presvnf author, 

5. YA^IMA and M. Tamano read off the relative velm-iiirs nt radial and tangential comj«weni> 
of the centens of vortices and calculated the lelative am-leratkm i>. twem, Bv assuming 

the constant intensity of vortices during their motions ati.l taking analogv ftom tin- law of the 
raa.s.s attraction, they arrive at a ctmclusioii that tlie force Imiwern two M.ttice. of the same 
sense of rotatioi acts as i/r", where r is the distance l»elwtvn the ceniei » « seems to he imlweeii 
2 and 4 , but they could mit determine its exacts value Because the disti„fe,„c,. fiom a slight 
precc.s.monal motion of the vortices cotth! not eliminated in the experiment Xo tangential 

r!t7n ♦’xpcrimeni ami ealctilation mil .ippeai as a imbli- 

^ation of iic (ratral meUxrrological Observatory. Tokyo. The funhet exjH inmmt is earrkd 
on in the Imperial University. Tokyo. Sept. 1926. 

3 Q«rterly Joum. Soy. Mrteord. Sac. 1933. 

) D. Nukiyama: Jajmmw joum. Astr, and Geophyaic*, 1933. 

3 J"uni. £rf Riy^ 1934. 

■) c W, C)«een: Arkiv hr Maik, oeh Wfdk. 




La formation des discontinuites dans les fluidcs 

Par J. Hadamard, Paris 

Outre, les ondes, c’est-a-dire les discontinuites qui se propagent et qui ne peuvent d’ailleurs 
cxister que dans les gaz, les tluides, compressibles ou non, peuvent presenter dans leurs mouve- 
ments des discontinuites stationnaires (ondes-cloisons de Duhem), c’est-a-dire affectant constain- 
ment les raemes molecules. Ces dernieres discontinuites peuvent alien jusqu’au ghssement absolu 
ou glissement de la surface mitoyenne sur elle-meme, dans lequel chaque molecule de la portion i 
du milieu situee sur cette surface vient en contact successivement, au couis du temps, ave 
diverses molecules de la portion 2 faisant partie de cette meme surface. Si, pour 
de suivre Ic phenomene, nous isolons par la pens&, a un premier instant es es . 

de molecules telles que cedes qui sont represent^ sur la figure i, les memes es pienci , 
un instant suivant, une apparence telle que cede qui est representee par la figure 2 

I I I 




Fig. I. 

On salt oue des glissements de cette nature jouent un role important dans plusieurs 

d’obstacles anguleux. .^vnlication demande a etre com- 

Moic rninme ie I’ai montre precedemment i) , cette expiicauon uun<iu>. 

ca'r. 'si la persistence c.c parcils gHss»en«, 

S rpao^ui., ™«an. d4i4 e„ «,a„. .es 

La „atu,e .e tout fai. 

Questions mentionnees tout a 1 heure, et auxquuics 1 .^*,1 arratP dans les 

presumer qu’il doit se produire un commencement de cavitation, immediatemen arrete, dans 

sur les molecules voisines. Cest seulement apres ces phases preliminaires que peuv 

Ty7Z7,Z:^'e::-> . 4 ,™. 

ac Sc Pari, t CXXXVI, p. a,, ; ief.™ sur la propugutieu Jes On*. .( Iss 

equations de rHydrodynamique, Vzm, IC)0^ 
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I . H A h A M \ O , r \ !M 


et prodiiire une <leior!!i:U!nn «lu pmiiirr, flu iirilrt.% rir., ur i liiir* ifrs rri:ifi 

a Tautre, suivant Tortiri* dcs pri'niirrrs ilrrivrr?^ i|iii «!r** variaiitiiij 

passage <Ie la surface de eliscnnt intliUK Le.^ ligiirs i*!ikile> liaerr^^ ikiiis !r Hiitile 
et representees Mir la tigurc* i aunait, a iiii iiislarit iilirririir* iiiit* htruw Irllt* i|iir crilr 
par la figure 3 si la ili>cttnliiuute esl dii priiiiirr nnlrr; Iriir ciiiirliiirr :%riilr ^rra tie 
continue, s’il y a disianitinuite iiii sernin! iinlrr, tic. 

.11 sagit ifailleurs toujours tic ili^ctniliiiiiifcs siiitiiiiiiiairrM,, lla|ijirkiii^ ijiir leg |oj| 
gouvernent ce cas son! \m pru tlilferetitcji ilr rcllrs i|tii rrgi^sriii tr?» iniilrs. im |||| 
(letenninc (iueIconc|ue, les «coiiditiaiih idriitiijiir-?*# *,} sunt iriificT^ tin cniiiiiii* tlan^^ 
et il fxivSte en particulier tin vetieur cX» |i, v'l ijiii griiivrriir !rs \4tt4ium^ 
de jr. par rapmni a ii, !>,«% cV^tailirc !rs t|isci»iiiiiiiiiir^ *!r ilrfoiinaiiiiii, Si, par exetr 


par rapport 

^'ruMiiios au 
■1 ritisifint 
I'l'ivsentet' 
'Vt'nue (Jis- 


seront doniices par ks formules 


c’est-!i-clire quc la tlisconlinmih suNa per tt» dMvia tn </,’ la 

mriabilM du sepnent (X, ji, y) «, function du Imps, 

«) Chap. It 











J. Hadamard, Paris 





On aurait des fonnules toutes semblables si la discontinuite de deformation a chaque 
instant etait d’un ordre superieur n: elle serait encore gouvernee par un vecteur (X, p, v), dont 
la variabilite par rapport au temps ferait connaitre les variations brusques des denvees d ordre 
„ _L k (ou A- = 1,2 . . .) prises k fois par rapiiort au temps. 

Or Ics discontinuites ou glissements diff Srentiels dont nous venons de parler posent une 
question toute semblable a celle qui se posait pour les glissements absolus. Peuvent-i s exis er 
Ins les fluides parfaits soumis aux lois de I’hydrodynamique, et peuvent-ds prendre naissance 
a partir dun instant quelconque s’ils preexistaient jusqu’a cet instant. 

La reponse est toute semblable a celle qui s’applique aux glissements absdus, et en fa 
comprirra rai^ veritable. Nous altas voir que. pour les glissemeuts d®ren.>els, elle 

derive immediatement du theoreme classique des tourbillons. de 

l-our nous en rendre compte, commenqons par noter que dans une discontinu It de 

respece consideree, e’est-a-dire dans une discontinuity Mrodynamique st«^^ 

formation de I’une des deux regions par rapport a I’autre a necessairement 

meme s’il s’agit d’un gaz. Un changement brusque de densite devrait en effet s accompagner 

cl'uue diseoutinuitd do pression, ce qui ne pout sc protluirc que dans une onde de 

une discontinuite stationnairc, Le veeteur (X. p, v) earact.r.st.que de la d.seont.nu,te 

done i„i,i., Petal du milieu a un instant 

arbitrairement cbnsidery to- composantes du tourbillon seraient 

1 / 32 ^ S2r\ i/ S2ur ••• ( 2 ) 

?=-(g^a — FTsJ ’ ^ — 5\R/:3r S^rSA/ ’ ^ 2\5aSA S/>SA/ 


ScSi) ’ 


et, par consequent, leurs discontinuites seraient donate par les tonnules 
dependraienl de la variabilitd du veeteur (X, p. v) en fonetton du temps, « 
immediatement que, le tourbillon btant suppose contmu, le vecteui (X, p, ), ^ u 
instant d^termin^ quelconque, doit le tester indefiniment. 

C’cst bien a cette conclusion que nous aliens arriver; mais les choses sont un "J®'* 
simnles pi; que I’etat (tU que nous venons de considerer comme initial est rela if a 1 ms an 
mil ; et dla t si ’on voulait raisonner de meme d un instant ulterieur etre remplace 
;?un aul, leld pent m^me, iusqu’. preuvo du contraire, dre en deformation discontinue 

loici comment nous allons raisonner. Considerons I’etat y', z ) a ™ 
r = t +T II derive de I’dat (ou (ir, y, ) par une deformation qui, dans la re^on i, 
et au wtsinage d’un point determine M de la surface de discontinuite, est une deformation affine 

dx^ — A dx B dy C dz\ 

dy^ —A[ dX'^-B' dy -\- C' dz] ^3) 

dz' = dx B^^ dy dz) 

et qui d’autre part, au meme point M, subit au passage de la discontinuite, une variation 
brnlue caracterle par un certain veeteur (L, M, N). D’autre part, nous pouvons rapporter 
I’etat^ i chacun des instants t' a un etat initial fixe (o) choisi une fois pour toutes. soien 
alors (X u v«) (X, u, v) les vecteurs caracteristiques de la discontinuite de deformation, dans 
1 collti?;slVn I’instant I’autre a I’instant A'. Nous avons besoin d’obtenir la relation 

oui existe entre ces deux vecteurs et le veeteur (L, M, N). 

malons qu’on fasse subir a chacun des dats (o), (A„) une deformation qui amene 
r4n ; oit ell. - trouve X Pte..„t e, qui, d'autr. part, so.t euu.mue, tout au 
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nioins (It-riviVs piviuirivs cmipri-M-v !.;i m.^.!,,,, .. „,., ,j„,^ j^ 

etaf (11), ilaiis k* .snaiial. a iiii t-tai (ll'i, i.tmli^ ,,ua 1 iii->.ini r ,11, ,,. ’, * •' ® 

etaty. Aupulnl ,U. iV.at .Ikriu. .IHV-ta. !l ...a- .k-u.. nu, . aUaa ' i .i;!/' 

vcctrar (X, |x, v) rt do lolal 11' »iu- drkni.ui.ur, I.us..„„ n.u„«u. ,,,,,7 

plan (Ic plan tauKoni a la sn.facr .It- .ii>C(.nJiinnu- i M^rani i'., '' 

(/., M, N). (jiuiiit a la <lofoiitiatiun qui fail ik-riwi ll‘ .k- 11. ..ai m . i. ui 7,' 
evKloninm cohu qui m‘ doduil dc ,m. laiiM.iu- ...h ' 

I 1 rv... .a. H'v... J-X,. j 

Dapiv.s CO qui pmvdo, tH-fit, muh.mi umi i,tn% .hLthtu ,,, - , , 

composante normal,: k-s hoi.s voeuurs , j ^ «« 

Or, dt*s <lcformati«»!is do ua-iiir |ilaii imanat.lr ,! 

cunipu.sen, en aaupusan, puroua.,,. o, M.uplcua-u, k-u,. v......au. oa....-,, . ... 1 1 I ' r'*’ 

Ion vo.t nnuiodiatcuifut en prouaul {aa.i plan do^ v k- ,.1,,, ,,u .,. .M , \ ® 

■™ , .lira,,,,,;..,, ■■ 

Done on a 

^ I I \, ! /*■ |i„ f f 
p •*'' ,* k„ ■ /r ,q, i z * 

1 i : f 

Dt'rivon.s par raiipdii a t'. iiui<> i* » 

inutiles: il vietii. linak-mfui. <) rhixlm **"• ''•«»«« « dmniB 

Ih- l-.fHx I I \ 

8/ 8/ ^ 8/ l‘ 1 e/ " • J 
= , 8.r i/r , I 

2 / sz * ! er ( 4 ) 

Sv ^-v , 8.-r 8/r e#- I 

8 / 8 / * S 7 ^+ 8 T‘‘ H ^ I 

Or la tiauu* do (uurhillt.u diiir,. du vri-trii, 1 / 1 / v . i . 

SOS couiposank-s a riuMaut l„ cuii.idnv m,i,i ir.. i. . . .' *’■*' *' (■') = 

continuite a I’instant t) pai p, ^ j-j 


r-j,), |r,| !(,*' |;| (S, 

c ost-a-dirc, gooniofriqucuiciit, qii’ciii „„ , . 

/SA 5M a/V\ " f**^*^’***** r«jiii|aisaidi. laiqrriilii !k* do uckiir 

\57’ sT’ fourtior iI'hii niiidp .lp«i» i,. i 

diicri. am.,m dr la 

a la surface. 

quo, par consoquoit' il' Io‘mkMa«s’'!^r[l‘ 

y ^ ^ Wiwiiriltiijl — lr» At {It V 

I-' '.to' 

. ®) II suffit «.Sme, puur mpJZ. ! ^ ^ trai,«fo„„at,..» 

mations affmes de mSme plan hnariaWe, qS iT^wSeJ *“"****'* '*‘^‘** 
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^"st)’ l*il ~(yV »*■' 7 ri 5/.t ,, 

S// 3\Tg/ Kj -,*7-) ... (5) 








~T-~-r— — rraTiiwrria^^ 








J. Hadamard, Paris 

du vecteur de deformation, pour une molecule donnee de la surface de discontinuite, doivent 
verider les deux equations lineaires 



§ T 


Comme, de plus, on a la condition 

X a -f- {A p-|- V Y = o 

qui exprime que la discontinuite est tangentielle, cela fait en tout trois equations lineaires dis- 
tinctes, deux differentielles et une en termes finis, pour defimr les quantites X, p, v, ou deux 
equations differentielles lineaires, a coefficients que nous pouvons supposer boniees et contmus, 

pour definir deux d’entre elles. , . , , 

Done, si la dSformation est continue au premier ordre d un instant determine quelconque 

(e’est-a-dire'si X, u, v sont nuls a cet instant) elle restera continue dans la suite: ^ la discon- 
tinuite stationnaire du premier ordre ne peut pas se creer plus que ne le pouvait la discontinuite 

absolue. . . ^ . i j 

Les deux resultats sent evidemment parents I’un de I’autre; et le fait que le seconc 

d’entre eux, — celui dont nous venons de nous occuper — derive directement, comme nous le 
voyons, du theoreme classique de la conservation du tourbillon, jette, semble-t-il, un jour 
nouveau sur le resultat obtenu prec 6 demment et relatif aux discontmuites absolues. 

Notons encore que le calcul precedent s’^tendrait de lui-meme a un glissement d ordre 
diff 6 rentiel quelconque il faudrait alors raisonner sur les derivees (w— du tourbillon, 
les premieres qui soient discontinues, et dont les discontinuites sont regies par trois quantites 
X F Z composantes d’un vecteur qu’on peut appeler «vecteur caracteristique de la saute de 
tourbillon*: e’est ce vecteur qui est lie au vecteur caracteristique de la discontinuite et a son 
derive par rapport au temps par des formules toutes semblables a (4), (S)* 





patibk* avfc rhyfmtht'w qtic U* imwvtiwni 4ti tr«ir iii.k-Hmiurni j- iit*- 

aux axes lies ati solWe. SI I’cwi Call entire in«lrf»iiinirii! Ihhi!** Ir» 
sauf celles de la si-clion A', on ^llewlra le mmivrnmii iiUn 4 u« ilk 

soUde de seclion S aiiimi' d'un inciuvennfiH «k Iraiitlaiiim 

Si, dans Ic cas d'lin volnme flulde «Ie dtinm^nai <»o |»i»»li4>j.;r !* 
aboutira ii&essaire»nent i ta configuraikw de la la n, jar eoii«r«|Mr»n, 
vuluHH* fltiide iiHlefmi 4 la a^nfiguratiuii indK|i^ tur la ftu tc < V*? ! 

maiivement giisi'aiit, IVau niortc Itani cc««iiri»e mirr «lrMx »l»«‘»u» 
pas Celle ipie TitH crmsiilerc dans la lyorie 4e Hrlndwd!# H Kiieblwal 1' 
derniere forme tie motiviiment, ptenon* deux olwlaclr* rtiumi* j»ai 4e» tint.*** 
(%. lb) ft atlinetloii'* que ioraqu'w fait eridtre Ic volume fluidr. I JOtib < 
b jKwifioii mijluelle ilt"* obstacles nr varir |ia« et que r»d»*efV4irtir <»*M4r» w 
par raj^wt :! I'mi 4e». sdido et t'^kMgne, j»r de I'auire l« ! ’i 


■ 
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le volume indefiniment, on obtient, dans ce cas, des surfaces de glissement de Helmholtz et 
Kirchhoff se prolongeant jusqu’a I’infini, mais, en raison de ce qui vient d’etre dit, ces sur- 
faces de glissement peuvent etre interpretees comme se refermant a I’infini sur un deuxime 
obstacle. Selon la maniere dont on fait varier Tangle a en effectuant le passage a la limite, 
on pent obtenir aussi les deux dernieres formes de mouvement indiqu&s sur la fig. i. La 
distance entre les obstacles etant arbitraire, on peut la choisir de faqon que la pression de la 
zone morte soit egale a la depression que Ton observe derriere Tobstacle dans les fluides reels 
et faire correspondre au deuxieme obstacle — un obstacle fictif representant Tefifet global 
du frottement et des chocs qui, en provoquant une dissipation d’energie, determinent la resis- 
tance des fluides reels. Les vitesses de glissement que Ton observe dans le voisinage des aretes 
des obstacles sont toujours coniderablement plus grandes que la vitesse generale du courant. 

11 serait interessant de discuter, en se pla^ant au point de vue expose plus haut, la 
theorie o’OsfeEN et Zeilon. N’aboutirait-on pas, dans ce cas, pour une viscosite evanouissante, 
a la forme triviale de mouvement indiquee sur la fig. ic? 

2 . — Les belles methodes de Levi-Civita et H. Villat et les recherches r&entes de 
Thiry et Poole permettent de traiter d’une fa<;on rigoureuse les problemes les plus difficiles 
de la theorie des mouvements glissants a deux dimensions. Au contraire, la theorie, meme 
approchee, des mouvements glissants a trois dimensions a 6t6, comparativement, peu discutee. 

Si Ton connait la fonction de Stokes correspondant au mouvement d’un solide dont la 
forme depend de n param^tres arbitraires et si Ton choisit ces parametres de fagon a ce que, 
sur la partie Ao de la surface du solide, la vitesse reste approximativement constante, la 
surface .So peut etre consider^e, approximativement, comme surface de glissement. Considerons 



comme exemple le mouvement d’un liquide autour de deux disques dont les aretes sont reumes 
par des surfaces de glissement (fig. 2 ) et prenons la fonction de courant sous la forme 


I ^ I X — ^ \ 


et comme incoimues les ordonnees j, de h surface de glissement, la eilesse de glissement u,, 
et les coefficients A,-. Les equations qui les determinent peuvent etre choisies, par exemple, 
comme suit: 


..... m 

t]; (/, Ci) = 0 , U (4 0/) = 0 , g- (/, 0 /) = O, Z = I, 2, . . . . p. 

u{l, 0 ) = o, (4 r) = o, u (4 r) = o, v{l, r) = v^, « -f S + 4 = « + ^ 
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1). V 


;iii\ riH'iiiririiS’^ ft la vitesse 

^ ,|f% vijiiriii*-»iis j«?i Mit t 4 itiinit aiiLsi la 

■% ilrniirir^ ii|il 4 l '‘Ulit Cnlll|ilit|ut 4 *s, 

r r'*! faritiirr |» 4 i Ir I41! i|iir iitnis savoiis 
rii%.iiiiaii%'riiiiisi ^ii* la i^nmr iiplinuw sur le 


HUitions (1) M«ni liiu’aitfs ■ 

cat (Iclimiiua faciltwent quutiUU' 

lie iigurfiit que If?- ill .V^. ‘ * 

crchf (If la S(.ltiti(m (jiii iMis iiili’H—. 
la surCtiCf df j-li^^NfUifiH d.iit flit- apin 
ai i«>sant dans Ifs i-quatk'Hs M) 


on 0 ^ sum K’N vanu*.- S 

cmwttaiit IfS airrcs ft inddnils dfs lu-titfs qii 
daernuafront ces (luaniiifs- i-ai ntfiani ffHf 
cfssivf. Ifs vulfur-s dfs (.idoniiffs v,. I fUf "» 
hrfutc prohU'-iiif.s d 1‘t.ii i«Hura atissi rluasit 
IK-ul aussi sftvir a i ftaldissfim-itt d*uuf i»fi!« 

Si, cn a-solvant U-s f(jiiatM«is U') I'ar * 

plus gmxlw qw «• >* ’■» H'*« 

la fquetion de ctairant, (i'tait 

3. L’hypot ltf.se df» sillaKes* sflendaitl » 
le mouvement cnuinte pmuaiifiit la!.s<ji»f la v i! 
tique determinant, dsm.s If mouvemfiit ctiiiiii«i 
i la surface du stilide. tin dint ifimnffr 
les restrictions im|>osefs par I Hydrt^lyiiamkpn 
mouvement d'un fluide parfait iie 
turbulent, car ties singularites iri-s ctunplote* 

Tobstacle. La turhulfiicf n'est pas imc 
meat. tV resullat fsi dfj:i impHcilfmeiit eonlenu dans iiur tem.ir.pif fiiiie par IUi« 
la Note II df sun uaviagf .Sui la prupagalioii «lr* tindes* 

Remurquoiis fiicuif, <|u’iui tUla df la v«t‘ssf criiitpie. 1.. irsidaiic- rj.r.Hivff i 
dans un Iluidf parfait lie .sera pluo iimesiiifimiit mdle, car rcm igie dii Ilmdr |K»m 
ter fti menif tfinits qiif la «•»«• ‘If turliiilfiice drrrierr . t !• - c.nit« '., «ii s. 

peuvent detfrinincr iiuf dissipaiitw iiiiiiifdiaif d niriKtr mdi nd-mt. ,1. i.i mm. .- it 

4. Le csis k* plus siiiiplf d'uiif cavitalimi, crUe «pr«»ii pn«lm«ai« eii 
splkritiuf immergil* ilaiis mie massi; liipiidf. dcmice dr j»md« n -...umiM ,1 I mUm •» » 
constantf, a etc discute par lIl-iSANT cl Until RAVI.Ktuii <iii p*»*« pi mi. di mi tc 
admettsuil ipu- la cavite csl prmluilc par b lUbialuni mi b rt-iiU-ifii.m -I um rm< 
rique ct (pif, par eonswuifiit, k riiislant tm b cavil# appaiali. I.» rit. >.»»' -ui !.i »ui>.«.t 
nulle a line vateur jKisitive ou negalive ijucleniupir 1 .m ip-m-ial. do ' 

ft! fonctitms flliptkpifs, 

H. Lamu a fliidie le ca* ou b cavil# >ipli#rn|Hr trnfriiiir m. 

U; prttlilfiiif plan presentc dr» »ing«bri!#s micirs-Miiii s >Mirut l» r 

ii M 

cavife .V a rinstaiil t, H., d h rayon ct b ¥}ic*imp inil tales. H. k- 

m 

distance d'uii eleiiifiit flunk* au centre ct r, Ir raymi dc b siiiiacr cLm.i ! > , ».’ 


mlini ,*1 rtr uiir«»lmir jhhii pci im lire de trailer 
i!.M- du ctniraiil -i rmimi di p-i-M' b vitesse cri- 
iriDlaiiuimrt, I iipp.o Hi*»ii dr pH >!.iuiis negatiws 
ii ertif siiiiplilicai uai »i iHti vrui »i’ fniifiiMiifr a twito 
riUiiiimclk \u drl.i dr la \iif«*.f critique, le 
|iiHit fire tpir lion |H'im.im’iit ft itirmr, piHlialilcineiiti que 
dr%*rti^it iircr(s*‘.iiH'mrnt accuiiuder demure 
(orilic dc nnaivcmrii! d« » lliiid* *. UMpn tis exclusive- 




r, I A 



D. Riabouchinsky, Paris 


fluide exterieurenient. En appliquant le theoreme des forces vives et en supposant que le rayon 


est suffisammeiit grand, on pent ecrire 


l/-(S 


. A 

■ p % rj 


(I) 


Si I’on engendre la cavite en aneantissant un cylindre de rayon R, immerge dans le li- 

dR 

quide et le rayon est infiniment grand, la vitesse de contraction restera toujours infini- 

inent petite. La cavite no se refernie pas. Ce curieux resultat avait ete deja signale pai 
Basset. (A Treatise on Hydrodynamics, Vol. I, p. 13S; 1888.) 

Supposons niaintenant qu’en depensant une energie infinie, on obtienne a I’instant initial 
une Vitesse d’expression linie ou bien que la pression est de I’ordre de grandeur de log r^. 
En integrant (i), on obtient coinme loi generate du mouvenient 

Dans le cas oil = o, la cavite cylindrique, une fois apparue, augmentera ensuite in- 


definiment, 

B. Db-MTCHENKO a etudie le mouvenient d’un liquide pesant dans des tubes en rattachant 
ce probleme a celui des cavitations planes. 11 a aussi d 4 montr 4 qu’une cavitation ellipsoidale ne 
pouvait se contracter en conservant la forme d’un ellipsoide. 

J’ai demontrd que les cavitations spheriques, cylindriques circulaires et planes sont les 
seules possibles pour lesquelles les surfaces de pression constante restent des surfaces equi- 
potentielles. 

5. Le probleme general des cavitations consiste k determiner la forme et le mouvement 
d’une surface de pression constante limitant une cavite C a I’instant t, connaissant la forme 
et le mouvement initial de cette surface, la loi generate du mouvement et la deformation des 
corps P dont les parois limitent le fluide interieurement et exterieurement et en tenant compte 



Fig- 3- 


Fig. 4- 


des forces agissant sur I’unite de masse (fig. 3 et 4)- Formule ainsi ce probleme renferme comme 
cas particulier celui des mouvements ondulatoires d’un fluide pesant. 

On exprime generalement la condition qu’une surface F {x, y, z, t) = o est une surface 


fluide en ecrivant qu^a tout instant t 



515 





cettt* 


le nKHivenieiit est . 

,/ # 1 , lb i 1 -5^ 

Jt ■ ■■ '()x ,/X (l>' fll* ’ 

Les {taninu'-trfs c,, 

V limitunt Ic i1ui<l«’ <•! 

Pmums Ic {K)t»-titu-l vSw 


;• li Ik 4<'{<trmation des 

111 


.lelcriuinrm 
tiuus •lunnt'*' 


ni-nt »U”> V , ! .1 I msuin! f„. mi peut calculer 

liHiim lies j«rcfM.»n-, 


n-m. rn a.IiiicHani, qiiV^ ; uit .Irx •.urfacfs 


ks valeurs initiak*s .k ' • ' 

1’ fel = 0 , la imctkm v*,. tie mime enmUmv 


ItnitH'ntiil 5 ' •■ i.ik’.i! -. it»iti;tk>. dc 


^ .V ct I'mx twurra ralctilri ur . - 

^ U lirk (a) que ''••i ‘ 

.•k.u.lc .1„u - ■ 

poftaiitik prc)l)lfiiic-,*i, 

(.. Daib nmk .l.*s e-4Mmmm ii fmt lenif a.,.,* witai:- . . 

Young ct LaM.ACK avai«U ckja ina..ii.r .jUr k. liHUiar, Mmt 

nrmiommuxiim.ikplmkmum a r.o -- 

un litiuick* sowtenant tint! pfrwion ikpiiv** w *kiaclw»i >k la |Mr..i 
quelquvfoiH du mam.irr du mccu.r .|u. - . , 

non au Iwut faini! dii tu\w .hi bariwklrr. mm* 4 »«* la ruhmm ^k 

Dan. l« fluhlrt rM» it imln im.. .k * ^ 

PRANUTUft .SMUl.tJCIlUW»RI l»lt MgWllfe 4i* rmHmsWr qiir Ir }< j * > 

(l&olknnent «k* flunks. , , . i 

Uw itwk l•x|»eriml1llate systlmaliqur .Ir* j4icii«mknr. .jui ■ •■* *«*'» 

e« niouvcm-nt rrtoif .run fl«i.k « d'un mAi^k |.ri*ri.irraH im gtana mo.,-- . > 

tingwr k can oh Ion Cait varkr bi du *tili.k. nwu* mm eelk ‘ 

fait varkr la vilest »hi couranl ijuc k cwfp> *>*’*' 

Dauft un travail tjui* J*il ph 1909 !<*• k “om .• > . 

rclatif il’uH .'ylimlrv .laik un l«|«hk ew dispoaiii l^wNirril rni»Ni»o.«! _ 

daut Ic eourant d'liw rivkre «¥ec la vifwwe »lu omrani |a**i»ra um o - ^ < • 

brusqueinwii If ladvau, 


i. Li ‘il'S 



Burgers a obtenu une serie de tres interessantes photographies de tourbillons, ou 
plutot de source-tourbillons, produits par la mise brusque en mouvement d’un plan mince dans 
un liquide. 

7. Je m’arreterai, en dernier lieu, succinctement, sur le probleme de changement de re- 
gime et de la turbulence dans les fluides reels. On observe deux formes caracteristiques de 
mouvements tourbillonnaires. D’une part les tourbillons lihres, tels que les lignes de tour- 
billon du mouvement rotationnel laminaire ou bien aussi les tubes et anneaux-tourbillon de 
Helmholtz, B6nard et Eden qui, en se deplagant, restent, en general, orthogonaux a la vitesse 
du courant, et dont I’apparition pent etre rattachee a celle de diminuations locales brusques 
de pression ^). 

D’autre part les tourbillons lies; ces derniers tourbillons prennent naissance soit sur la 
paroi limitant le fluide, soit sur la surface libre, soit sur la paroi ou au-devant du solide et 
conservent une position plus ou moins fixe par rapport au solide. Le ou les bouts libres, si tels 
il y a, de ces tourbillons se confondent d’abord avec les lignes de courant et se perdent ensuite 
dans la turbulence du mouvement. 

Dans une communication que j’ai faite au Congres International de Navigation Aerienne 
a Bruxelles en 1925 j’ai formule I’hypothese que les changements de regime que I’on observe 
dans les fluides sont provoques par I’apparition de tourbillons lies. 


Par exemple, dans I’experience de Reynolds, selon mon hypothese, la turbulence est 
provoquee et entretenue par des mouvements tourbillonnaires spiraliformes se formant sui es 
parois de I’entonnoir du tube. 

Selon le caractere des tourbillons libres qui se transforment en tourbillons lies, il pourra 
y avoir deux ou memes plusieurs changements de regime avec vitesses critiques Mrrespondan es. 
Dans le travail que je viens de citer j’ai decrit quelques experiences a I’appui de cette hypo- 
th^se et voudrais faire quelques remarques complementaires a propos de 1 une de ces exp 

La fig. 5 represente le spectre d’un plan incline place sur un plan horizontal en tole . 
pose au milieu du tunnel et reconvert d’une feuille de papier noir saupoudr^e de ycopo e. a 
fig. 6 represente un spectre obtenu dans des conditions semblables, mais en donnant 
sec sur run des bords du plan en tole. Comment expliquer I’appantion des lignes de coura^ 
dans ce cas? D’apres mon hypothese l’6branlement qu’on communique au plateau 
changement de regime dans la couche superficielle et I’apparition momentale de tourbillons lies 
contournant I’arete anterieure du plateau et dont la rotation change alternativement de sig 


sur toute la largeur du plateau. 


Il est possible que dans I’experience des cylindres concentriques de Taylor, pour une 
Vitesse de rotation se rapprochant de la vitesse critique, un ebranlement brusque de I’appareil 
pourrait aussi provoquer I’apparition momentanee des tourbillons du deuxieme regime. 

Les figures 7 ont ete obtenues en communiquant un ebranlement vif au plateau lorsque 
la vitesse du courant etait respectivement 2-3 m/sec et 5-6 m/sec. Ces spectres font voir 
que le produit du diametre des tourbillons par la vitesse du courant conserve approximative- 


Il est facile de se rendre compte que, dans un fluide illimit^ de faible viscosity cin^matique, les 
ourbiUons altem& ne peuvent pas prendre naissance deirike un plan 
tu courant La th^orie de la resistance de v. KArmAn ne pent done pas 
nince orthogonal. Mes recherches sur les mouvements pendulaues sont en bon f 

narque — les mouvements pendulaires ne se produisent que si la plaque a une certame epaisseur. 

L’Aerophile, !«■ Janvier 1911). 
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Contribution a I’etude de I’ecoulement 
plan dcs fluides 

Par MM. Toussaint et Carafoli, Paris 
(Voir Planches XXX — XXXII) 

Dans le but de rendre visibles les phenomenes (lignes de courant, sillages, tourbillons, 
etc) qui se produisent dans lecoulement d’un fluide autour d’obstacles immerges, nous avons 
realise^ au Laboratoire de la Chaire de Mecanique des fluides, a I’lnstitut Aerotechnique de St-Cyr 
un certain noin1>re de dispositifs experimentaux permettant la photographic et la cmemato- 

Eraphie de ces phenomenes. . 

Dans I’etudc pr&ente nous donnerons seulement les resultats obtenus avec un tunnel 

hydrodynamique plat ayant pour objet la visualisation des phenomenes relatifs a 
plan de I’cau autour des divers obstacles. On salt que I’etude du mouvement plan d un fluide 
L a la base de toutes les theories aerodynamiques modernes. II y avait done le plus gr 
interet a realiser un dispositif experimental dans lequel I’ecoulement reel du fluide se rapprocha 
le plus possible des conditions tlieoritiues de recoulement plan. 

Le tunnel que nous avons construit dans ce but, est constitu par^ f 

superposees, separees par une distance de i cm. au moyen de deux entretoises laterales. 
La^ section tic passage Jc I'eati cst done rectangulaire avec une largeur de 26.S cm. et une 
haut'eur de . cm. La longueur totale du tunnel est de 50 cm^ Cet ™ 

metallique approprie, est immerge dans une cuve a eau de 96 cm. c e g ’ , , 

Cur et 64 cm. d; hauteur, dont il occupe la partie mediane. Cette ct.e est surelevee au- 
dessus du sol de maniere a augmenter la charge. Du cote de 1 entiee c eau, es g aces 
munies de bourrelets formant collecteur galbe raccorde a la section constante du tunnd^ Du 
cote de la sortie d’eau le tunnel est raccorde par une poche en caoutchouc a 
circulaire de 3 cm. diametre. Cette canalisation traverse une des parois de la 
termine par un robinet reglable, place au-dessus d’un orifice d evacuation, n“v.an 
progressivement ce robinet on pent faire varier la vitesse d ecoulement de lean dans le tunnel 
jusqu’a obtenir une vitesse moyenne maximum d ’environ 0,90 ra/sec. Cette 
est mesuree au moyen d’uii plongeur leste qui suit I’abaissement du niveau dans la 

pme . environ .2 cm. de I'enlr^ et 

couran. sent rendues visibles par IWsion d. «s colons rouge 
Cette Mission est realisie par un distributeur de forme extineure 

collecteur du tunnel, bien parallilcraent au plan median de ce dernier. Ce distributeur possede 
Z .rs de 0.7 mm: de diamdtre, espaces de 4 mm Les filets colords sont constitues pa, de 1 . 
ficlisine qu'o/dissout d'abord dans un peu d'alcool et qu'on mdlange ensuite avec de l ean Ln 
reservoir en charge emmagasine ce liquide colore et une canalisation munie e to me s 
reglage I'amine ensuite au distributeur. II convient que la vfiesse d'emission des lets colores 
soit sensiblement egale a celle du courant gen6ral au point d’emission. ^ ^ s „ „ 

Enfin un ensemble de lampes a filaments rectilignes, d’une intensite totale de 500 a 700 
bougies, illumine un fond translucide stir lequel repose la glace inferieure du tunnel Le spectre 
dess1n6 par les filets colores se d^tache sur ce fond lumineux et pent etre 

L’appareil de prise de vues i) est dispose au-dessus de la cuve a eau sui un rappo t 

— ITuOffice National des Recherches Scientifiques et Industrielles et des Inventions a bien vodu 

nous prte ?ipSrS Tpris, de vne et le concoms dclairi du Comitd mclunque de CinSmatograpbie 
pour la mise au point de cette question. 
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Si Xg represente le frottement unitaire sur les parois et si 2 D est la hauteur du tunnel, 
on aura pour une largeur (le tunnel egale a I’unite 


2 Z> • + 2 To : 


: O OU 


dp 


30 

Z) 


— -,-_o dx- 

En portant cette valeur de dans I’equation (i) on obtient successivement. 


( 2 ) 




/Pzi 


d’ou 




du 


-y 




dy^ 

et 


D 


(1 U -|“ 


I X, 


'0 ,,2 . 




dy'^^ ’ 1“- ' 2 Z)-^ 

Les constantes d’integration C, et sont definies par les conditions aux limites: soit 

pour y Oj u =z o, d’ou: = o 


I du\ 


‘-O’ 


d’ou : Cj = X(, 


II en r^sulte: 




Pour y = D on aura la vitesse dans le plan median soit; 


d' jf sst O ' 


Va-. 


1 i<L 

2 p 


Z) 


En definitive on aura 




... (3) 


La distribution des vitesses u est done une distribution parabolique comme il fallait 

s’y attendre en regime etabli du type laminaire. ^ nnus 

2. Cas de I’ecoulement, en regime turbulent. Pour le cas du regime turbulent nous 

pouvons admettre que la distribution des vitesses s’etablit smvant la formule. 

proposee par M. le Prof. KArmAn =2) et qui se verifie experimentalement dans le cas des tuyaux 
polis et des plaques planes polies. 

if p““t4ri»re du tunnel dans laciuelle s’eabli. IW on 

Sfson“:fe les eondltions de vitesse et de dimensions condulsent an teglme 

'“““‘comme la distribution des vitesses est parabolique en regime laminaire 
admettrons qu'il en est de meme pour la distribution des vtesses dans chaenne des couehes 
oerturbees par le frottement des parois inferieure et sup^rieure du tunnel. 

perturb^ I»r a-aablil nous aurons une 

distriliton uf iorme des vLses dans la zone midiane s. raeeordant a une d.stn- 

Abbandlungen ana dem Aetodynamischen Instilut an der Teebniseben Hocbschnle in 

Aachen. i. Lieferung. — Aachen 1921. 
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Mais cc calcul est inutile dans le cas de notre tunnel hydrodynamique. 

En effet. les experiences de B. G. van der Hegge Zijnen (These, Delft, 1924) sur la 
distribution des vitesses d’un courant d’air au contact d’une glace plane et polie, montrent que 
la couche perturbee par le frottement superficiel d’une telle paroi ne devient turbulente qu’a une 
certaine distance, .r, du bord d’attaque. Cette distance varie avec la vitesse F, du courant 
non perturbe et aussi avec la viscosite cinematique v du fluide. Van der Hegge Zijnen a 
montre que, dans un domaine etendu, de variation de la vitesse V,, on avait la relation: 

Fq ( 9 ) 

V 

Le maintien du regime laminaire dans les couches perturbees s’applique a fortiori a 
notre tunnel hydrodynamique parce que la vitesse est nulle ou extremement faible a entree 

Si dans la relation (9) nous remplaqons Fo, par la vitesse moyenne Fm du courant et 
si nous donnons a v pour de I’eau une valeur moyenne egale a 1/760000 on aura: 

\ 

Pour la vitesse maximum =-1 m/sec. realisee dans nos experiences, on aura done: 

=: 0,434 m = 43.4 cm 

Ainsi pour le cas le plus d^favorable, les couches perturbees par le frottement des parois 
inferieure et superieure du tunnel hydrodynamique, deviennent turbulentes, a partir dune 
distance jr, suiierieure a celle utilisee pour la production des spectres. 

Done, dans le. domaine experimente, e’est-a-dire pour toutes les vitesses et dimensions 
utilisees, la distribution des vitesses dans le tunnel est regie par les formu es (3) e ( ) 
respondant au cas du regime laminaire. 

A I’aide de ces relations on a calcule les elements du tableau ci-dessous qui donne pou 

6 


differentes vitesses moyennes F^ les valeurs de rj 
distances x. 


D 


et de h = 2 {D — d) en differentes 


Vitesses 

0,10 

0,20 

0,30 

0,50 

0,75 

1,00 

5 

k = 2 {D-S) 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

0,2 

8 mm 

3 

6 

9 

IS 

22,5 

30 

0,4 

6 

16 

32 

48 

80 

120 

160 

0,6 

4 

45 

90 

135 

225 

338 

450 

0,8 

2 

ICX) 

200 

300 

500 

750 

1000 

I 

0 

196 

392 

Lrx 

00 

00 

980 

1470 

i960 


On voit ainsi que pour V„ = 0,30 m/sec. la distribution des vitesses est ^ 
uniforme sur une portion mediane h = 6 mm. a une distance .r = 48 mm. de l entr^e^ On 
encore /i = 4 mm. a la distance G; = 135 mm. qui correspond a I’emplacement des obstac e . 
II convient de remarqtier d’ailleurs que le raccordement des distributions paraboliq 
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MM. ToussaInt et Caeafoli, Paris 


Toutefois, il convient de remarquer qu’en raison incme de cette distribution evolutive 
des vitesses en differentes sections du tunnel, la vitcsse mediane augmente legerement depuis 

la section d'entree jusqu a la section de soitie. ^ ^ 

A titre d’exemple, la fig. 5 represente en fonction des distances depuis I’entree du 

tunnel la variation de la vitesse mediane V„ pour une vitesse moyenne V,„ = 0,50 m/sec. On 
voit qu’entre jr = 0.05 m. et = 0,40 m., la vitesse mediane augmente de 0,565 m/sec. d 
0,665 m/sec. II est possible neanmoins que les spectres correspondants ne soient pas notable- 
nient deformes de ce fait, principalement au voisinage de I’obstacle qui occupe une longueur 
relativement faible par rapport a I’ecart x = 0,35 m. envisage ci-dessus. 

Ce phenomene est tout a fait analogue a celui qu’on observe dans les soufflenes aero- 
dynamiques ou revolution de la distribution des vitesses produit un gradient de pression sta- 
tiaue. En general, on ne tient compte de I’influence de ce gradient que lorsque le modele 
experimente a une dimension importante dans le sens du courant et lorsque sa resistance aeio- 

dvnamique propre est tres faible (carmes de dirigeable). ^ 

D’ailleurs, les photographies et les films que nous avons obtenus representent essentielle- 
nient des documents qualitatifs. II deviendrait indispensable de temr compte des particulantes 
signalees plus haut dans le cas ou I’on ferait une interpretation quantitative de ces documents. 

RSsultat obtenus. Nous donnons ci-apres, a titre d’exemple, un certain nombre de photo- 
graphies obtenues avec I’installation que nous venons de dteire. Certaines de ces photo- 
graphies ont ete obtenues directement, d’autres proviennent de 1 agrandissement de certaines 

images pr61evees dans les films. . 

Les spectres diyk cinematographies pour des obstacles varies tels que: plan mince ortho- 
gonal au courant, cylindre circulaire, profils d’ailes, etc. montrent bien revolution constante de 

recoulement en fonction de la vitesse du courant. , . , 

Aux faibles vitesses on observe des sillages dont la surface de separation daja k 
p^it tres stable tend a se reformer en arriere de 1 obstacle. Ce legime decoult’ 
rr/ait sui t r«ir,“n obs“v. .a vitesse d„ couraat cs. de I'crdte de la viseosite 

du fluide On sait qu’on peut alors obtenir le contournement complet de 1 obstacle et les lignes 
de crulnt^orrespondantes sont assez exactement celles qu’on peut calculer th 4 onquement pour 

k cas faibles vitesses semble rester en repos en regime 

permanLt A chaque acceleration du mouvement, par ouverture brusque du robinet devacua- 
tion on observe des rentr6es et des sorties de fluide dans le sillage ou la couleur se diffuse 
bientot dessinant ainsi une sorte de proue d’^aw morte en arnere de 1 obstacle. 

Aux vitesses moyennes le sillage s’allonge et tend a devenir de largeur constante voisme 
de la dhnension transversale de I’obstacle. Les surfaces de separation davec le courant general 
devknnent instables et le liquide dans le sillage est anim6 de mouvements tumultueux (sdlage 

itesses et souvent pour les vitesses moyennes on observe que les lignes 
de couranrvelnt ^fra la zone mediane .. amont de I’obstacle «d^ferlent» en une ou 
deux lames tourbillonnaires. La couleur de ces lignes vient alors pen6trer au sein des couche 
perturb6es par le frottement et quelquefois dessine des lignes de stagnation quand elle attein 

I’une ou I’autre paroi du tunnel. , 

Enfin, a partir d’une certaine vitesse plus ou moins grande suivant la dimension 

I’obstacle on observe I’apparition des tourbillons alternes de Benard-Karman. 

Le courant g 4 n 6 ral se deforme alors p6riodiquement suivant les contraintes de 1 emission 
et de la propagation de ces tourbillons alternes. 


!■ 
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Discontinuous Fluid Motion Past Curved Barriers 

S. Brodetsky, Leeds 


The problem of discontinuous fluid motion in two dimensions past any barrier was 
discussed in a very general and elegant manner by Lev:-Civita twenty years ago (Rend. Circ. 
Mat. Palermo, XXIII, 1907). Useful accounts are given by Bmllouin (Ann. Chim. Phys., 
XXIII, 1911) and by C1.SOTTI (Idromeccanica Piana, II, 1922). The method is as follows. 

Let the complex variable 1; s iy define position in a plane perpendicular to the 
generators of the barrier, the x axis being parallel to the direction of the stream at infinity. 
Let cp, (}) be the velocity potential and stream function respectively, and define the velocity 
components w,, v as 

u = dcp/d.i- = dtp/t!/; = — dt|)/c).v 

Put re == 9 -f- J’ 4 * define Q, r, 6 so that 

^ = dsjdw; Q = ^ — log r 

r is actually the inverse of the velocity at any point, 6 the direction of motion. The 
z, w, planes for such a motion are shown in the figure. C is the point on the barrier where 



the limiting stream line IC bifurcates; CA' are the parts of this line m contact with tie 
barrier; and AJ, A'J' are the parts of this line which are free, and which enclose the dead 
liquid. We take as our standard dimensions unit density, unit velocity at infinity, and unit va ue 

of 1/2 (1/^ + sfCA') as measured in the co plane. 

Levi-Civita introduces a transformation which we modify into 

X . 

zz: SZ?t 


2Z 


where the complex variable is x = and the point C corresponds to x e'°o. We thus 

convert the barrier ACA' into the semicircle p = i, — <^<-7 while the free stream 
lines AT, A'J' become the radii x = f p, n < p < L 0 p > — i- The general solution of our 
problem now consists in writing 
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in which tlie cocfikkntH // arc all real, an.l tin- sriu 
that the ani'h' which tin* laiiKciits on IkiiU M>lr^ « 
(measured away from the stieam) is Xn. l-i.r any 
the barrier and its orientation. I'lie bisrcnir oi the 

lusLtked 0|| in tin* tw 

I . I ^ 

Xo„ |-/!, i — - IjM .'au i ^ • 

If X is unity the bturrier is blunt at t , i 
just detined gives the' direction <»f the normal at ( 
BoBYt.KFs probleiii. and we gel a single plane wit 

the aiiuirtiiiriil^ |iir^^lirr jtrl lifl 
about the cjri|,nii in the s arr bv 


j/ = AVii/ /fir/ #/ |-7 I Sih, ~ J I |» 

the integrations being takeit along « path ITHH. H‘ on A‘r. H mi A!. U.ng wholly in the 
moving liquitl 

R„ are easily calculated, and liave Imig l*r«n known i,i Ik- 

A', s= -i- IT fi,*, A’, “ “ sr (•»* 1 -I •*, rr* nj. 


M was first calculated bv niVM-lf il'o-c K..v. Sik . Ulirrr.* u. 

plane need not k* dertneii for calfuhiling the h.Hii< i or tlir pir%onr. wr noot h.u 
to calculate M. 

1 detine the origin thus. We can find d#/dt in trim* »d t !•« « os « \p,ojd 
of x: we get x *, x \ t *. t®, t*. . • • • Integrate the »riir* with irsiwci to t - : ; 

afiy arbitrary (imsianl. We get lerin* in t *, t /*%* t. s. t* ""st*** * 

corresi>ond.s to the value of i for which the !iUrgfaie«l •me* sani»hr» I H.- !o .n 
this origin in tile sense x-^-y is 

.'?/=: ™ ^4 -f 4 0«Cr*,* I ■■ . 

I have f«)r some time Iweti using this tnrthroi fur Mds ing pfaeiieal f 
is necessary to note a remark due to UMt44»niN. If wr pm t ni U 


1,1 dti this it 
■ • .. h.esio 


«i< a o -|- 


f = <#, m 9 


i r= .mg + -f 39 f- ■ rfj e**r ■} 


Since the liarricr is a stream line, 6 defines the dii-ection of an element ds. Now 
f = dsjdcp and r/i — {sin a — sin on the barrier. Hence the radius of curvature R is given 
in terms of a thus — 


R 


2 {sin a — sin a^) 


■ rfo sm fl 0 + . . 


(h. 


stn 2 o 
cos a 


cos 3 a 
cos a 


szn 4 a 
cos a 


Again, for the free line AJ we put x = /p, <? <; p < i , so that 


1 , e := p — — p2 


(p lias the value | — (p -|- p"') — sin | 
at the point corresponding to p is 


1 ... I i I 

- J«3P^' + J«4P* + -- - • 

on AJ. Hence the radius of curvature of A] 


(l_p2)j_(p_|-p-i)_j/«ao: 

9^ C«, — th9, — %P'^ + ^4 P” + ■ • •) 

This vanishes in general at A, i. e. at p = i, while the barrier has, in general, finite 

curvature at A, namely Thus the solution refers in general to an abrupt end at A, as 

2 

e. g. in the case when AC A' is straight. If the stream line AJ is to , leave the barrier at a 
point where it does not end abruptly, as e. g. in the case of a completely circular or completely 
elliptical cylinder, we must have finite radius of curvature for AJ at A. This implies the 
condition a, - a, - a3 + «4 + • • • = «• ^ interesting fact that 

when this condition is satisfied the radius of curvature of AJ at A is equal to that of the 
barrier at A (Proc. Edin. Math. Soc., XLI, 1923). 

Similar considerations apply to A', where the condition is J^a^ — a^ — a^ + . ■■ = °- 
If neither condition is satisfied we havp abrupt ends at both A and A'. If one is satisfied 
while the other is not, we get an abrupt end for the latten If both conditions are satisfied 
neither end is abrupt. This is the important case in practice, e. g. a stream-lined strut, 
both conditions are satisfied, they give 

— <^7 ““h * • * '==^ o , ^2 ^4 ^6 --I- • • • ^ 

In the symmetrical problem all the coefficients a with even suffix and Oq are zero. We 
get zero M, with the origin in, the a plane on the ^ axis. Either both ends are abrupt, or neither. 

The process of solving for any barrier is the humble one of searching for such numerical 
values of X On A.., Ao, ■ ■ ■ as fit the given barrier. The mathematical principle is very simple. 
The barrier is taken “to be given by means of the radius of curvature R in terms of the 
direction 6. Now we have found i? and 6 in terms of the parameter >, involving the constants 

^ jj A , A , We have then to choose these constants in such a manner as to make the 

relation between R and 6 that given for the barrier. I do not pretend to solve the problem 
exactly in the mathematical sense, but in any given case the solution can be obtained to any 
required degree of accuracy; it is only a question of labour, which in many cases is by no means 

excessive., 
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A very interesting problem is that 0 
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I, as vvell as l*y the mtnmil deviation «d any janiil al ») fioin the lan^M 
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the last being taken for any value of tl .Simple criiciia air dciivrd in loing K, m the wrat 
of Fourier series. 

My suggested Arid apjiriixiinatioii i* 

where ), .L « and sin % n; jrii* a, sin g,. Thi* give* tmiir eui v anio •.! tin so , .to .un Iwo 

at A, A', ami the shape of tlie barrier i* nul uiilikr an rlbp«e I .»«» Haj, ■ =•“' 
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0 and comparing with this value of /f, in lernm of B', Mr j'«mo ba* b<* Ji 
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approximately elliptic barrier of semi-axes a = 2 • 044, b z= 1 ■ 623, placed with the major 
axis at an angle 1 3“ with the direction of the stream at infinity. When the ellipse and barrier 
Ire plotted on a sheet of paper, it is found that there is an almost perfect fit except near 
the middle, where, however, the normal deviation is never more than about 0.015. 

The analytical form used is 




- log 



. cos Oq , ^| 

{ 1 e^°\ X N 

1 xj 

f cos stn ^ 

U — tJ 


I ., 


with fj ^ tg ~ «) and sin Oq = sin sin a^. The conditions for finite curvature of AJ, A J 
at A, A' are automatically satisfied: b^, b^ are found to be small. A correction like b^x is easily 
seen to be useless. 

1 hoiKi that fuller results will be published elsewhere. I give here a few typical cases. 
a is the angle between the major axis and the direction of the stream at infinity, ^ is the 
angle that the resultant pressure makes with the major axis, and d is the distance from the 
centre of the ellipse of the point where the resultant pressure cuts the major axis, divided 
by the semi-major axis itself. 




h 

h 

a 

b 

e 

a 


d 

150 

i 5 « 

0.0147 

— 0-0161 

2.044 

1-623 

0-610 

130 

180 

0.486 

150 

450 

0-0232 

— 0.005 s 

2.253 

1.550 

0-725 

21 0 

33® 

0.317 

150 

90 ** 

0.0443 

— 0,0029 

2.293 

1.403 

0.791 

25 0 

43° 

0.250 


It is clear that we can now claim to be able to solve any problem of discontinuous motion 
in two dimensions with one curved barrier. 
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E. Hahn, Nancy 


La rcali-sation cK'Ctrique du premier probleme est des plus simples. On dispose dans la 
cuve des aitbes en matierc isolanle (ebonite par exemple) de dimensions assez petites par rapport 
au rayon de la cuve pour que le bord circulaire de celle-ci puisse constituer, sans erreur appre- 
ciable, une lipme cquipolcntielle; on relie Fun des poles a une electrode centrale, Fautre au bord. Par 
consequent, on idciitilie <p a t]; a W. La figure (2) donne, tracees en trait pointille, les courbes 
equipotcnlielles; on y a indique un certain nombre de lignes de courant comprenant entre elles 
des debits egaux:. Ta's [)roprietes geometriques bien connues de ces lignes et de leurs orthogo- 
nales facililent le trace ct pcrmettent de le completer dans les regions ou en raison de la lente 
variation du potentiel, les points releves sont moins precis. 

La solution experimentale du second probleme est facile aussi, si nous convenons de 
faire correspondre 7. aW ct t}) a O. En maintenant la mme distribution du courant que prece- 
demment les lignes equi]iotenticllcs elcctriques constituees par le ixmrtour de la cuve et 
celui de Felectrode centrale correspondent ainsi aux lignes de courant du mouvement; pour 
que les conditions autour des aubes soient aussi satisfaites, il faut^ evidemment que dans le 
probleme clcctri(|ue, le contour des aubes soit une ligne equipotentielle. H suffit a cet el et 
d’employer des aubes en metal. Lcur resistance, est si faible comparativement a celle du hquide 
que toute Faube se trouve bien au meme potentiel. On obtient ainsi immediatement les lignes 
de courant (fig. 3). La encore, on a trace leurs orthogonales afin de verifier le reseau et de le 

compiler au besoin. 

Pour resoudre le probltoe No. 3. nous faisons de nouveau correspondre 9, a¥ et a ® ; 
nous employons done des aubes metalliques auxquelles nous faisons ai river le courant de man 
a constituer autant de sources de meme potentiel. Le flux emanant de ces sources doit s ecouler 
en partie vers Fexterieur, en partie vers le centre et cela dans un rapport bien determine; 1 
faut par suite choisir convenablement le rapport entre le potentiel du bord et celui du centre. 
Nous y parvenons en remarquant qu’entre la circulation a la peripheric Tp celle au centre 1 ^ 


et la circulation T autour d’une aube existe la relation 

T,-T, = nT, « 

oil « d&igne le nombre d’aubes. Nous prenons tout d’abord un rapport quelconque entre les deux 
potentiels et relevons quelques lignes equipotentielles (qui correspondent ici aux lignes de couran 
du fluide) ce qui permet de calculer les circulations r„ T, et F. Nous modifions au besoin 
le rapport admis, jusqu’^ ce que la condition (i) soit remplie. Ces tatonnements conduisent 
plus rapidement au but qu’on pourrait le penser a premiere vue, car certaines parties des courbe. 
se deplacent fort peu, ce qui evite la repetition complete de tout le calcul. C est ainsi qu on 
ete obtenues les courbes de la figure (4). 

La figure (5) indique a gauche le resultat de Faddition des rfeeaux No. i et 2 dans 
un cas concret. Pour determiner avec precision les points de vitesse nulle (Staupunkte) sur le 
contour, il est necessaire de tracer la courbe des vitesses et le long du contour Les 
points oil ces vitesses sont egales et de signes contraires sont les points cherches. La partie e 
droite de la figure represente le resultat de Faddition des trois reseaux i, 2, 3 lorsquon chois 
la circulation P de maniere a ramener le point de vitesse zero a Fextremite arriere du profil. 

3. Considerons maintenant le cas des roues de turbomachines. Les problemes No. i et 3 
subsistent sans modification, par contre les solutions du probleme No. 2 ne sont p us app 1 
cables id en raison de la rotation de la roue; en effet, la fonction de courant du fluide ne 
repond plus a Fequation de Laplace: 

Ail) = o ... ... ... 
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courbcs experimentales ainsi obtenues et correspondant a diverses valeurs de tlij. On a trace 
ici aussi les trajectoires orthogonales, de maniere a pouvoir rectifier au besoin les points ex- 
perimentaux incertains. La partie droite de la raeme figure donne le reseau des courbes 

c 

(j; =: ^ = COnst, 

Enfm la figure 9 indique pour un cas concret le resultat de Taddition des reseaux i et 
4, a gauche, et des reseaux i, 3 et 4, a droite, lorsqu’on choisit I’intensite du mouvement 3 de 
maniere ii ramcner au bout exterieur de Taube, le point de vitesse zero. 

Bien (pie les figures de ce travail iie corespondent a aucune application determinee 
elles out uniqueincnt p(3ur but d’etablir 1 utilite de la niethode proposee , je signale en passan 
I’allure generale des courbes de la figure 9 (a droite) qui est interessante. Malgre le mouvement 
de circulation autour de I’aube ramenant le point de vitesse zero au bout de celle-ci, es ignes 
de courant la contournent en rentrant partiellement dans la roue et en creant dernere aube des 
conditions eminemment favorables a la formation de tourbillons. ^ 

11 est naturel de se demander si la methode ne pourrait pas etre etendue au probleme 
a trois dimensions. La reponse est certainement affirmative en ce qui concerne le premier 
probleme envisage ici; pour les problcmes 2 et 3 les conditions experimentales deviendront assez 
delicates; en ce qui concerne I’equivalent dans I’espace du probleme 4, une etude complementaire 
est necessaire avant qu’on puisse se prononcer. 
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Disc out from an Aluminium crystal Similar disc similarly marked, photographed Disc cut from Iron crystal origmally 
marked in s(|uares ready after compression. marked m squares, appearance 


ked ill s(iuare.s ready 
for compression. 


after compression. 


Fig. 9. 

Photographs of model to represent slipping in iron crystals. 


Fig. II. 

Slip lines on face of iron crystal cut 
parallel to direction of slip. 


Fig. 12. 

Slip lines on face of iron crystal cut 
at 53® to direction of slip. 


Fig. 13. 

Slip lines on face of iron crystal cut 
at 37 to direction of slip. 


G. I. Taylor, Cambridge (England) 




Abb. 1—4. Photographische Aufnahmen von einer turbulenten Wasserstromung. 
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Le. 9 photographies superieures repr&entent de gauche i droite revolution dcs spectres avec la vitesse, pour uu plan 
mmcQ orthogonal au courant, pour un cylindre circulaire et pour un profil cl aile (4^0 Gottingen). 

Les 2 photographies infdrieures reprc%entent le sillage tumultueux et le sillage lx tourbillons alternes pour le plan mince 

normal au courant. 


Toussaint et Carafoli, Paris 






Plate XXXI 


Pl.ANCIlK XXXI 


Takel XXXI 



Prof a Loire-Goiirdou-Lcssetirre (Trace v<m Mises) 
Longueur de corde: 8o imu 
Incidence environ: --8.3’* 

Vitesse moyenne: 0,30 in/sec. 



Profil Loire-Gonrdoti-Lesseurre (Trued von Misei) 
I/)ngvieur de corde: 80 nim 
Incidence environ: «“ 3^* 

Vitesse moyenne: 0,85 m/sec. 



Profil L(nre4}(mrd(nt4j^$mirri* (IVued von Mines) 
I,imy,uenr de emde: Ho mm 
Ineidenm* envitou : 7.5 
Vilesse mijyenne: 0.3*1 m see. 

('ette incidence eonesjumd *ra|»?es les e.sais de St4’yr 
u un Cz de 0.7 inmr i;n{nelte \v jnotd est encore liien 
cont*mnie p;u le cmnanl. 



Pm/// d irois frntrs (t.nchmann Handley Page) 
Longueur de emtle: 7 k *»on 
Incidence environ: 

VitcHse moyenne : 1 in/Mn\ 

Lette incidence eorreH|iond ii la |»orlnnce nulle* ll sernlde 
nVKisier auenn cttiuaiU a tiaveis le% ientes. 



Profit GiHiingen 422 {Enveloppe du pr*, ifd h trots fenifH 
Longueur de corde: So mm 
Incidence environ: 

Vitesse moyenne : 0,89 m/see. 

Cette incidence correspond k ime portance moyenne Cz - 0,7 d’aprds ( Idttingen et la pmaholt* iti<hnte est alors parallele 
a la polaire expdrimentale. Le spectre montre <iue le courant contourne hieii le profil. 


T O U S S A I N T E T C A E A F () L I , P A H I S 


Plate XXXII 


Tafel XXXII 


PLANCHE XXXII 



Profit Gottingen 422 (Enveloppe clu profil a trois fentes) 
IjOngueur de corde : So mm 
Incidence environ: 25 ‘‘ 

Vitesse moyenne: 0,74 m/sec. 

Cette incidence est bien au dela de portance maximum. 
Le spectre montre des decollaments importants et il se 
produit aussi des tourbillons alternes. 


Profit a trois fentes (Loclimann-Handley-Page) 
Longueur de corde: 78 mm 
Incidence environ: 23,5^^ 

Vitesse moyenne : 0,98 m/sec. 

Cette incidence correspond sensihlement au maximum de 
sustentation soit C2: = 2,10 d’aprb Gottingen. Pour cette 
vitesse on observe bien le passage du courant a trayers 
les trois fentes ; le sillage en arriere est nettement inflechi 
et relativement moQ6r6 sans tourbillons alternes malgre 
la grande incidence du profil. 




Profit il trois fentes (Lochmann-Handley-Fage) 
I.ongueur de corde: 78 mm 
Incidence environ: 23,5^* 

Vitesse moyenne: 0,115 m/sec. 

Cette incidence correspond sensiblement au maximum de 
sustentation: C2 - 2,xo d’apr^js Gottingen. Pour cette 
vitesse on oliserve I)ien le passage du courant a travers 
les irois fentes, malgr£‘ le deferlement d’une ligne de 
courant en amont. 


Profit il trois fentes (Lochmann-Handley-Page) 
Longueur de corde: 7^ mm 
Incidence environ: 12^^ 

Vitesse moyenne: 0,91 m/sec. 

Cette incidence correspond a une portance d6ja elev^e : 
Cz = 1,30 d’apres Gottingen. Pour cette vitesse on observe 
bien le passage du courant a travers les trois fentes. On 
observe aussi que les lignes de courant qui p^netrent dans 
les fentes suivent pr^f^rablemeut I’extrados de 1 element 
qui suit. 




Profit il trois fentes (Lacbmann-Handley-Page) 
Longueur de corde: 78 mm 
Incidence environ : 1 2 
Vitesse moyenne : 0,27 m/sec. 

Cette incidence correspond a une portance d 6 ja 61 ev 6 e. Cz = 1,30 
i’apres Gottingen. Pour cette vitesse on observe bien le passage 
lu courant h. travers les deux premises fentes et Pon devine 
[lu’il passe moderement h. travers la troisieme. On observe aussi 
que les lignes de courant qui penkrent dans les fentes suivent 
pr^f^rablement I’extrados de I’element qui suit. 


Toussaint et Carafoli, Paris 
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Veroffentlidiungen der Sdiweizer. Mathematisdien Gesellsdiaft 

BAIMD II 

ANDREAS S REISER 

Prof, an der Universitat Ztiridi 

KLASSISCHE STOCKE 
DER MATHEMATIK 

168 Seiten, gr. 8®, 16 Figuren, cine Tafel 
Geheftet Fr. 9.- Ganzieinen Fr. 

Die Auswahl, die Herr Speiser getroffen hat, blrgt bel mafeigem Umfange einen erstaunlidi reidien 
Inhalt. Es ist eine Wanderung durdi die ganze Geistesgesdiidite von Ardiytas bis Bnstein, bei der 
wir neben den grofien Mathematlkem so erlauditen Namcn wie Platon und Aristoteles, Dante, Lionardo 
und Goethe begegnen. (Jahresbericht d. deatsch. Mathematiker .Veremigung). 

Dab sidi der Mathematiker reidi belohnt findet, wenn cr sldi unter detn Eindru± des 

dieser alten Stadte in die Anschauungen frfihercr jahrhunderte versenken kann, ist selbstversWndhdi . . . 

ErhOht wird der Genub der Lektflre dieses Budies durdi die ausgezeidinete Ausstattung, die ihm der 

altbekannte Verlag gegeben hat. Darum verdient es warmste Empfehltmg. , 

(Zentrdtzeitung Hit Optik und Mecnanik, Betltn.) 

BAND III 

RUDOLF FUETER 

Prof, an der Universitat Zdridi 

DAS MATHEMATISCHE 
WERKZEUG DES CHEMIKERS 
BIOLOGEN UND STATISTIKERS 

Vorlcsungen uber die hoheren mathematisdien Grundbegnffe 
in Verbindung mit ihren Anwendungen 

268 Seiten, gr. 8«, 144 Figuren , 

Geheftet Fr. 15.^^ Ganzteinen Fr. IS.-- 

Das Buch erreidit seinen Zwedc vollkommen, ist infolge der klaren Darstellui^ leidit lesbar.md die 

dp, 

*^*^^”^ouvrai qui ne manquera pas de rendre de grands services a tous ceux qai ont besdn de 
J’outillage mathtoatique*. cotnme I’indique le titre du volume. (L'Ensetgnement MathemaUque. Pans.) 





Veroffentlichungen der Schweizer. Mathematischen Gesellschaft 

Publications do la Soci6t6 Math^nnatique Suisso 


BAND VI 


ALGEBREN 
UNO IHRE 
ZAHLENTHEORIE 


MIT EINEM KAPITEL OBER 


IDEALTHEORIE 

von ANDREAS SPEISER 

Professor an der UniversIfAt Zflrfch 

Zweife umgearbeitete und wesenilich erweilerte Aufidiqi* der atnenkettischen Auiqabe 
300 Seiten, gr. S®. Geheffef Fr. 18.—, M. 14.40. Qanzlelnwand Fr. 22.—, H. 17.60 

I N H A LT: 

I. KOrper, Polynome, Matrizen / II. Einfahrung In die Algebreii / III. Divisions- 
algebren / IV. Linearsysfeme von Qrdken einer Algebr<i / V. Invnrlanle 
Teilalgebren, Direkle Summe. ReduzIbllHdl. Diflerenzendgebra / VI. Nilpotenfe 
und halbeinfache Algebren,- idcmpofenfe QrdM / VII. Slruklur der Algebren / 
VIII. Algebraisdie Zahlen / IX. Zahlentheorie der veraltgemeinerfen Qiialer- 
nionenalgebren / X- Allgemeine Zahlentheorie der Algebren / XI. Kbrper, 
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Gesdiiditlidicr Qberblick / Direkte diemisdie Verbindung von Metallen mit 
Metalloiden / llbergang vom metallisdien in den ionisierten Zustand / 
Anodische Korrosion durdi aufgepragten, aufeern Strom / Mit Wasserstoff« 
entwiddung verbundcnc Korrossion / Die Anwesenheit gelosten Sauerstoffs 
voraussetzende Korrosion / EinfluB von oxydierenden Stoffen auf Metalle / 
Korrosion von Kupfer und Kupfer-Legicnmgen / Koixodiercn und Anlaufen in 
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T Tmgtandp / Korrosionssdiutz / Korrosionsfeste Materialien / Anhang: Zu» 
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korrodierenden Stoffen / Autorenverzeidmis / Sadiverzeidinis. 


Mehr und ansjenehmer als In dlesem Budi kann man fiber das Gesamtgebiet der Korrosion nirgends 

lernen Naturwissenschaften.) 

Die abschliebende Arbeit dieser Forsdiungen ist das vor anderthalb Jahren ersdilenene Budi 
von U. R. Evans, urn dessen rasche Obersetrung sidi Dr. Emil Honegger verdient gemadit hat. 

(Tedinik und Industrie,) 

Ausstattung, Drude und Abblldungen des Budies sInd gut. Das vorliegendeWerk kann zur AnsAaffung 
ffir alle In Frage kommenden Krelse empfohlen werden. (Der Gesundheitsaingenieur, Munchen.) 
Im Ganzen aber 1st das BuA elne aus^ezelAnetc und sehr vollstindige Darstellung des Korroslons. 
problems. Der Stil 1st klar und flfissig, und das Werk llest slA mit Genuh. Es bietet eine Ffille 
elnwandfrclen TatsaAenmaterlals und zahlrelAe Anregungen und 1st daher sehr zur AnsAaffung zu 
empfehlen. (MetattaWirtsdiaft, Berlin.) 


IRELL FUSSLI VERLAG ! ZURICH UND LEIPZIG 


Deutsche Bearbeitung von Dr. ing. Emil Honegger, 

Privat»Dozent an der Eidg. Tedm. Hodischule Zurich 


269 Seiten, gr. S®, 22 Figuren und eine Tafel 
Geheftet Fr. 18.~, Leinwandband Fr. 21.'- 


INHALT: 


IE KORROSION 
DER METAtLE 




JJfie Bilderspradie, sei es in kunstvoller Zeidmung odt'r fVeudiger 
Faibigkeit, wirkt lockend auf das menscklidie (icniiii und halt unsere 
Sinne wohlig mnfangen. 


JL/as gedrudcte Wort, in sinnvoUer, weiser Fiigung, priigt sick dauernd 
fest in unser Gedachtnis und mehrt unbewulit das Kapital unseres 
Wissens. 


JL/aher ist es Pflicbt, jede Drucksac^ic dein Dauerwert ihrer liedcnitung 
entsprechend mit der exakten EUe bester Facbkenntnis zu messen und 
zu werten. 


JUieser Erkenntnis folgend tragen alle Arbeiten, die aus unscrer Offizm 
hervorgehen, das Signum der QuaHtat. Graphik ist Kuiistgewerbe ! 


JL/ie Kiinstler, die Reldamefackleute, die Werbc-Sckriftsteller, die Re- 
produktionstechniker, die Reisevertreter unseres Hausea Idwui jcidc 
Aufgabe voUkoinmen. 


J_^arum wendet sidi der Kaufmaim, cJer Reklame- und Drucksacken- 
verbraucker an die Grofidruckerei. Sie ist die Borse des grapkisdhen 
Wissens und Konnens. 


ART.INSTITUTORELLFCJSSLI ZUllIK 11 


GROSSDRUCKEREI 


I.AI)FN UND 
BUCIIVFRLAG 

IIAHKNCJASSK 


UM FROSCHAUER 



